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Elément Hydromécanique couplé avec XFEM

Résumé :

Dans ce document nous présentons la formulation d'un nouveau type d'éléments finis. Il s'agit d'un élément
hydromécanique traversé par une discontinuité (une interface ou une fissure) dont la conception repose sur
I'utilisation de la méthode des éléments finis étendue dans la formulation des équations discrétisées du modéle
poro-mécanique pour un milieu poreux saturé en fluide.
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1 Introduction

La formulation du modéle couplé HM-XFEM se base sur les équations du modeéle de joint [R7.02.15]
ainsi que sur celles du modéle de comportement THHM [R7.01.11] dans le cas saturé. Classiquement,
le modele de joint est utilisé pour modéliser en 2D le comportement d'un joint hydraulique ou d'une
discontinuité en présence d'un écoulement de fluide en son sein, générant ainsi une pression de
fluide. Le modéle de joint permet de prendre en compte :

+ |'écoulement préférentiel du fluide dans la discontinuité conditionné par I'ouverture de celle-ci,

+ I'échange de fluide entre le milieu poreux et la discontinuité le traversant,

+ la propagation de la discontinuité,

» la déformation du milieu poreux induite par la pression de fluide.

Dans le cadre de la méthode des éléments finis classique, I'utilisation d'un tel modéle présente un
inconvénient majeur. En effet il est nécessaire de représenter explicitement la discontinuité dans le
maillage et de faire concorder les levres de celle-ci avec les bords des éléments constituant le
maillage. Cela implique qu'au cours de son évolution, il faille avoir recours a des algorithmes de
projection élaborés pour I'actualisation de sa géométrie. Cette étape peut s'avérer trés colteuse en
temps de calcul pour des géométries complexes.

Afin de s'affranchir de cette contrainte liée au maillage, nous envisageons l'introduction d'un nouvel
élément hydromécanique (HM) couplé avec la méthode des éléments finis étendue (XFEM) [1,2,3].
Cette méthode, basée sur le principe de partition de I'unité [4], assure une plus grande flexibilité pour
des modélisations faisant intervenir des géométries plus ou moins complexes. En effet avec cette
méthode, la discontinuité n'est plus représentée physiquement dans le maillage mais de maniére
symbolique en enrichissant avec des degrés de liberté supplémentaires, les champs approximés. Pour
plus de détails sur la méthode des éléments finis étendue dans Code Aster, I'utilisateur peut se
reporter a la documentation [R7.02.12] (cas mécanique uniquement).

Dans la littérature certains auteurs ont déja envisagé le couplage de la méthode XFEM avec le
modele poro-mécanique couplé HM. C'est le cas de [5] dans le cas de l'analyse dynamique des
milieux poreux en conditions insaturées. L'extension au cas THM pour un milieu saturé traversé par
une interface imperméable est envisagée dans [6]. D'autres auteurs comme [7] ont proposé un
modéle pouvant prendre en compte la singularité du champ de pression en pointe de discontinuité, en
adaptant I'expression des fonctions singuliéres pour le fond de discontinuité. Cependant, les modéles
développés par ces auteurs ne prennent en compte ni les phénoménes d'échange qui peuvent exister
entre le milieu environnant (nommé massif dans la suite de ce document) et la discontinuité, ni la
propagation de cette derniére au sein du milieu poreux. Ce point sera pris en compte dans le modele
développé dans la présente documentation par l'introduction des lois cohésives régularisées dans la
formulation faible de I'équation d'équilibre mécanique (voir § 3.1.2).

D'un point de vue pratique, la principale difficulté dans la formulation de I'élément HM-XFEM est la
construction des différents espaces d'approximation des grandeurs mécaniques et hydrauliques. Le
respect de la condition de stabilité LBB est essentiel afin d'obtenir une solution unique et convergente
[8,9]. La violation de cette condition (c'est-a-dire ne pas choisir le bon degré d'interpolation des
différents champs approximés voir § 5.2.1) entraine des oscillations de la solution. La cohabitation des
éléments HM-XFEM et des éléments classiques HM (ceux dont font référence les documentations
[R7.01.11] et [R7.01.10]) est également un point délicat, notamment en ce qui concerne la répartition
des degrés de liberté aux différents noceuds (sommets ou milieux) de chaque type d'élément (voir §
5.2.1).

Dans la suite de cette documentation nous rappellerons le cadre d'étude du probléme, puis dans un
second temps les équations fondamentales du modéle poro-mécanique impliquées dans la
formulation du modéle HM-XFEM. Enfin nous procéderons a la discrétisation des formes
variationnelles des équations d'équilibre, a la fois en temps (grace a un 0 -schéma) et en espace
(grace a la méthode XFEM).

La présentation du modéle HM-XFEM et sa validation ont fait I'objet d'une publication scientifique
[15] .
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Présentation du probléme

2.2

Définition du domaine d'étude

Soit QcIRY avec d€{2,3} un domaine traversé entierement par une fissure ou une interface

perméable. Soit n la normale extérieure a la frontiere 0 du domaine, et n, celle de l'interface
r

c -

Il est possible de décomposer :

- la frontiére du domaine Q en 0Q=I UL ,UI' UL, ou sont imposées les conditions aux
limites (de type Dirichlet et Neumann) pour I'hydrodynamique (sur r,, et I'z) et pour la
mécanique (sur Fu et F, ),

+ linterface en I' .=I' ;UL UT, ou I'; et I, représentent les Iévres de la discontinuité. On
i?pose des conditions de flux sur I';, T', et I'; et des efforts surfaciques cohésifs sur I'; et

2.

La Figure 2.1-1 donne une représentation symbolique des conditions imposées sur la frontiére du
domaine.

L
I, £
Vi iy

VAN
NG Ty
I

Figure 2.1-1: Imposition des conditions aux limites

Hypothéses et notations

On considére un milieu poreux saturé en liquide (en général de I'eau). La loi de couplage associée
dans Code_Aster est donc LIQU SATU (pour plus de détails se reporter a la notice du modéle THM
[U2.04.05]). D'autre part il existe un écoulement longitudinal de fluide au niveau de l'interface. En
supposant que celle-ci est perméable, les échanges de fluide ont lieu entre le massif (partie de Q qui
n'est pas l'interface) et l'interface. lls sont représentés sur la Figure 2.2-1.

q1

massif -
massif

Figure 2.2-1: Orientation des échanges
entre le massif et la discontinuité

q, et g, sont les flux dus aux échanges entre le massif et linterface, et sont exprimés en
kg,m‘z_s'1 . Ces flux proviennent de linterface et sont dirigés respectivement vers les parties
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supérieures et inférieures du massif au niveau des levres I'; et I', de l'interface. lls sont dirigés de
la discontinuité vers le massif.

Le champ de pression au niveau du massif est noté p et celui au niveau de l'interface est note p;
(champ induit par le fluide circulant au niveau de l'interface). Le champ de déplacements est noté u
et le saut de déplacement au niveau de l'interface est noté |u] .

Soit P, un point de r1 et P, un point de F2 et nC:nt la normale extérieure a r1 et ni la

normale extérieure & I', . Le saut de déplacement normal (pris négatif ou nul en ouverture et positif
en interpénétration des levres) est donc défini de la maniére suivante :

Sur la Figure 2.2-2, on indique les conventions adoptées pour la prise en compte du saut de
déplacement au niveau de l'interface.

massif

Figure 2.2-2: Définition du saut de
déplacement au niveau de la discontinuité

Pour le massif, comme pour linterface, I'nypothése des contraintes effectives est prise en
considération. Ainsi :
* la contrainte totale dans le massif est notée O,

* la contrainte totale (liée aux efforts cohésifs) au niveau de l'interface est notée t, .

L'hypothése des petites perturbations est admise. D'autre part on considére que les grandeurs
mécanique et hydraulique sont isotropes.

3  Equations constitutives du modéele HM-XFEM

3.1 Equations pour la mécanique

3.1.1 Equation d'équilibre (cas du massif)

Dans le cas du massif I'équation de conservation de la quantité de mouvement (en tenant compte des
efforts volumiques) peut se mettre sous la forme :

Div(o)+rF"=0

avec :

. oO=0C — bp1 (sous I'hypothése des contraintes effectives) ou b est le coefficient de Biot,

. r la masse volumique homogénéisée telle que dans le cas saturé r=r,+m, ou r, estla
masse volumique homogénéisée dans la configuration de référence et m, les apports
massiques en eau,

. rF™ représentent les efforts volumiques agissant sur QQ (dans la pratique il s'agit des forces
de gravité).
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3.1.2 Modeéle de zones cohésives (cas de l'interface)

Afin de prendre en compte la propagation de la discontinuité, l'irréversibilité de la fracturation et la
non-interpénétration des lévres de la discontinuité, on choisit de modéliser le comportement de
l'interface ou de la fissure a I'aide d'une loi cohésive.

Pour plus d'informations concernant I'établissement de ces lois, l'utilisateur peut se reporter a la
documentation [R7.02.11]. En ce qui nous concerne, au niveau de la discontinuité, il est possible de

distinguer 3 zones :
* une zone complétement ouverte, au niveau de laquelle la contrainte totale sur les lévres de la

discontinuité est égale a pgn, sur Fz et égale a —pn, sur Fl . Dans cette zone la valeur

de la contrainte est due principalement au fluide y circulant,
* une zone cohésive (ou Fracture Processing Zone (FPZ)) dont l'ouverture dépend de la valeur

de la contrainte totale qui est alors égale a t.=t—p;n, n étant la normale extérieure a la
surface concernée I'; ou I', . Au dela d'une certaine ouverture w_, la contrainte correspond

a celle de la zone précédente,
+ et une zone saine adhérente au niveau de laquelle les lévres de la discontinuité sont en contact

et ne s'interpénétrent pas.

Sur la Figure 3.1.2-1 on situe les différentes zones de contraintes associées au modéle de zones
cohésives. Le front de fissure est alors naturellement localisé a la frontiére entre la zone cohésive et
la zone adhérente.

front de fissure

|
! Zone cohésive I Zone adhérente

Zone ouverte
Figure 3.1.2-1: Répartition des contraintes au niveau de la discontinuité

La loi de comportement utilisée pour les lois cohésives prend la forme d'une relation adoucissante

entre la contrainte cohésive t.' et le saut de déplacement [u] au niveau des lévres de la

discontinuité.
Ainsi on pose :

avec ¥ l'énergie de surface, dont I'expression dépend de la loi cohésive utilisée.

La loi cohésive adoptée pour les éléments XFEM hydromécaniques est la loi CzM LIN MIX détaillée
dans [R7.02.19]. Il s'agit d'une loi cohésive non régularisée (donc avec une pente initiale infinie). Oc
est la contrainte critique a partir de laquelle I'endommagement commence dans la zone cohésive.

o.w
G, = < correspond a la quantité d'énergie a fournir pour rompre totalement une unité de surface.

Manuel de référence Fascicule r7.02: Mécanique de la rupture

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code_Aster ‘detaut

Titre : Elément hydro-mécanique couplé avec XFEM Date : 05/12/2017 Page : 8/32
Responsable : COLOMBO Daniele Clé : R7.02.18 Reévision :
3d95ce8d4773
A
A tC,II
0

c—

[u], ],
= .
Mode II ou mode 111

Figure 3.1.2-2 : Loi cohésive mixte.

3.1.3 Conditions aux limites pour la mécanique

L'écriture des conditions aux limites pour la mécanique sur la frontiere du domaine < et au niveau
de l'interface s'écrivent :

Conditions aux limites pour la mécanique

« u=0 sur I', (déplacements imposés)
« o-n=t sur I', (efforts surfaciques imposés)
= t' sur I'; (efforts surfaciques cohésifs imposés)

=t

° o'n

1 1
c Cc
. o-ni i sur I', (efforts surfaciques cohésifs imposés)

3.2 E quations pour I'hydrodynamique
3.2.1 Equation de conservation de la masse (cas du massif)
Dans le cas du massif I'équation de conservation de la masse se met sous la forme :

om,

FR + Div(M)=0

avec :
. m,, les apports massiques (par unité de volume) exprimé s en kg.m'3 ,

* M les flux massiques exprimés en kg.m™.s™ .

3.2.2 Equation de conservation de la masse (cas de I'interface)
Dans le cas de l'interface I'équation de conservation de la masse se met sous la forme :

ow . _
E + DlV(W)—O

avec :
. w les apports massiques (par unité de surface) dans la fissure exprimés en kg.m'2 ,
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* W les flux massique s dans la fissure exprimés en kg.m™.s™ .

3.2.3 Conditions aux limites pour I'hydrodynamique

L'écriture des conditions aux limites pour I'hydrodynamique sur la frontiere du domaine Q et au
niveau de l'interface permet d'obtenir :

Conditions aux limites pour I'nydrodynamique

«  p=0 sur ', (pression imposées)

« M-n= M, sur I'z (pourle massif)

« Wi =W, sur I'; (pourla discontinuité)

. M~ni = q, sur I', (égalité des flux massif/discontinuité)
. M-ni = g, sur I'; (égalité des flux massif/discontinuité)

Une condition aux limites supplémentaire a prendre en compte est la continuité de la pression p; au

niveau de chacune des lévres de l'interface. Cette condition est nécessaire du fait de la trés faible
épaisseur de l'interface. Elle se traduit par la relation linéaire suivante :

. pinf:pf sur I“l
. psuP:pf sur FZ

avec :
. p*" la pression de fluide au-dessus de l'interface (champ enrichi par XFEM),

. pmf la pression de fluide en-dessous de l'interface (champ enrichi par XFEM).

3.3 Equations du modéle poro-mécanique

Dans cette partie on ne fait que rappeler les équations utiles du modéle poro-mécanique développé
dans la documentation [R7.01.11].

3.3.1 Expression des apports massiques

*  Cas du massif
Les apports massiques peuvent étre mis sous la forme (avec S,qz 1):

m,=p¢(l+e,)

avec :
. P, @ respectivement la masse volumique de l'eau (en kg.m'3 ) , la variable de porosité
eulérienne,
. EV:Tr(s):Tr(Vsu) la déformation volumique (ou Tr est 'application linéaire trace).

* Cas de l'interface
Les apports massiques peuvent se mettre sous la forme :

w=plu].n,
avec :
. P respectivement la masse volumique de l'eau,

. [[u]].nC l'ouverture normale de la discontinuité (en m ).

3.3.2 Expression des flux massiques

e Cas du massif
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Le flux massique dans le massif suit la loi de Darcy. Ainsi on pose :
M=/.p(-V p+pF")
int
avec A = —— | a mobilité du liquide o K™ est la perméabilité intrinséque du massif (en m?* ) et

u
W la viscosité dynamique du fluide (en Pa.s ).

Remarque :

L' expression de la mobilité fait intervenir en réalité la perméabilité relative du fluide k™ (Sw)

(qui est une fonction de la saturation en eau et est donnée par la loi de Mualem/Van
int 7 rel

Genuchten [1 0] ) c'est-a-dire h = ——% . E tant donné que le milieu est saturé (S,=1

u
), la perméadbilité relative a 'eau est donc égale a 1 .

¢« Cas de l'interface

Le flux massique dans la discontinuité peut étre écrit en fonction de la loi cubique [11] (on néglige les
effets de la pesanteur). Ainsi on pose :

__pllul.n)’
W__—IZM fo

avec U la viscosité dynamique du fluide (en Pa.s ).
3.3.3 Evolution de la variable de porosité

L'évolution de la variable de porosité (eulérienne) caractérisant le massif est donnée dans le cas
saturé isotherme par :

—(h_ dp
dcp—(b cp) dev+K

N

avec K, le module de compressibilité de la matrice solide (en Pa ) et b le coefficient de Biot.

3.3.4 Evolution de la masse volumique du fluide

e Cas du massif

L'évolution de la masse volumique du fluide dans le massif est donnée dans le cas saturé
isotherme par :

dp _dp
p K

w

avec K, le coefficient de compressibilité du liquide (en Pa ).

*  Cas de l'interface
L'évolution de la masse volumique du fluide au niveau de l'interface est donnée dans le cas
saturé isotherme par :

dp _ dp;

pK,

3.3.5 Dérivée des apports massiques
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Etant donné que la différentielle des apports massiques intervient dans I'expression de l'opérateur
tangent associé au systéme linéarisé (voir § 6 ), son expression est rappelée ici dans le cas saturé
isotherme.

»  Cas du massif
Tout d'abord la différentielle des apports massiques peut s'écrire :

dm,=pgde, + p(1+e,)d @+ @(1+e,)dp

Compte tenu de I'hypothése des petites perturbations, par souci de simplification, on suppose
que (1+SV>N 1 . Aufinal (en remplagant d ¢ et dp par leurs expressions) :

b—
KS KW
* Cas de l'interface
La différentielle des apports massiques s'écrit :
dp;

dw = pd([u]-n.) +([u]-n)p P

3.3.6 Dérivée des flux massiques

Etant donné que la différentielle des flux massiques intervient dans I'expression de l'opérateur tangent
associé au systéme linéarisé (voir § 6 ) son expression est rappelée ici dans le cas saturé isotherme.

+  Cas du massif
La différentielle des flux massiques dans le cas du massif s'écrit :

ﬁ.,.p)u:"' pd—p+Md)L—p7»d(:Vp)
p K, &

w

dM=

* Cas de l'interface
La différentielle des flux massiques dans le cas de l'interface s'écrit :

aw ="} 2 2.5 p 3l ldutn, - 2L v

4 Formulation variationnelle

Avant de donner l'expression des formulations variationnelles des équations d'équilibre présentées ci-
dessus, nous allons donner la définition des espaces d'approximation des champs de déplacements,

de pressions (du massif et de l'interface), des flux q, et g, et des multiplicateurs de Lagrange A ,u
et du saut de déplacement w utiles pour le modele de zone cohésive :

* l'espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles sur la frontiere du
domaine Q esttel que:

U,={u €H,(Q)/u" discontinu a traversT",,u =0 sur [}
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* l'espace des champs de pression admissibles sur la frontiere du domaine Q est tel que :
P,=(p €H,(Q)/p discontinue a traversI',,p =0 sur T, |
» l'espace desinconnues (; et q, esttel que:
Q,=(q,eH™(T)/q,€T} et Q,=[q,eH (I )/q,€ T,
+ l'espace des inconnues de pression p; esttel que :

F, ={p;e H_”z(l“c)/p; continue surT",|

« I'espace des inconnues des multiplicateurs de Lagrange A,u et du saut de déplacement w
est tel que :

Ly=(\"e H"*(T".)/\" continue surT|

41 Formulation faible du probléeme mécanique

Comme expliqué dans [R7.02.19], dans le cadre de la formulation de type « mortier » pour le modéle
de zone cohésive, le saut de déplacement w est introduit comme une nouvelle inconnue du
probleme, qui ne sera pas discrétisé comme [[u]] mais en sera une projection sur un espace réduit
M, (voir §5.2.2). L'énergie totale du probléme s'écrit alors :

E(u, k,w)Z%fQ e‘.(u):C:e(u)aVQ—fF t-udFt+‘[r'H(:w, AldT,

H(w,k) est la densité d'énergie de surface et ¢ les efforts surfaciques imposés sur I, Le
multiplicateur de Lagrange A sera discrétisé sur le méme espace que w (confer [R7.02.19)).

La solution du probléme continu consiste en une minimisation sous contraintes d'égalité
. * * * , . . .z
(u, w, R) :argmmE(u AW ) . Nous pouvons écrire le Lagrangien associé comme :

w =[u’]

L(u, w,k,u)Z%IQ e(u):C:e(u)dQ—fr/t-udFﬁfrvH(w,?»)dl“ﬁfn w([u]—w|dT,

Le multiplicateur de Lagrange M sera également discrétisé sur I'espace réduit M , L'écriture des
conditions d'optimalité de ce Lagrangien conduit a la formulation variationnelle suivante :

Equation d'équilibre Yu'e Uo’fg o(u):e(u*)dQ—fF t-u*dFt+J'F‘ wlu]dr,=0
Projection du saut de * ol —
déplacement Vu €L, fr([[uﬂ wlw I =0
Expression de la force * _ _ W =
ohéaive VwelL, fn [p, tc()\+rw)} w dTl,=0
Loi d'interface . A—t A+ .
va'er, [ | <r ) =o

r est le paramétre d'augmentation (confer [R7.02.19]). Rappelons que :
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- o=0 —bpl
. tC:tc—pfn

4.2 Formulations faibles du probléme hydrodynamique

4.2.1 Formulation faible pour le massif

La formulation faible de I'équation de conservation de la masse dans le cas du massif s'écrit :

om,
ot
= J'rrMextp drF - frlqlp drl - J‘quzp*dFZ

—tp'de+ [ M-Vpde .
YV p€EP,
avec M,,, les flux normaux imposés sur la partie I'x de 0Q .

4.2.2 Formulation faible pour l'interface
La formulation faible de I'équation de conservation de la masse dans le cas de l'interface s'écrit :
—[.9 e “pdl. + [ W-VpdT, .
. YV p,E€F,
= Jqr, Wextpfdrf + frlqlpfdrl + frz q,pdT,
avec W, les flux normaux imposés sur la partie rf de I'..

La formulation faible de la condition de continuité de la pression Dy au niveau de l'interface s'écrit :

I
J:

S

p™—p,|qdT,=0 VqeQ,

h

p“f—Pf)Cl;dFFO VQZEQZ

Remarque :
La condition de continuité de la pression p; au niveau de chacune des lévres de linterface

met en jeu deux relations linéaires du type p**—p [ =0 sur I', et pi“f— p; =0 sur I,.

Dans Code_Aster, afin de gérer ce type de relation (qui est en fait une condition aux limites
et non une équation d'équilibre, telle I'équation de conservation de la masse), nous avons
recours a l'introduction de champs de multiplicateurs de Lagrange. En l'occurrence, les
multiplicateurs (que I'on nomme dans la suite multiplicateurs de Lagrange hydrauliques) mis

en jeu dans ces deux formulations variationnelles sont en fait les flux virtuels q: et q; .

5 Discrétisation du probléme

5.1 Discrétisation temporelle

Les équations de conservation de la masse dans le cas du massif et de l'interface font intervenir
explicitement dans leurs formulations la variable temporelle t . Afin de discrétiser ces équations, nous
utilisons un 0 -schéma.
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En terme de notation une variable indicée par un + est une variable prise en fin de pas de temps et
une variable indicée par un - est une variable prise en début de pas de temps qui est a priori connue.
Onpose At=t —t .

5.1.1 Discrétisation de I'équation mécanique

La discrétisation en temps des équations pour la mécanique ne fait pas intervenir de 0 -schéma.
Elles sont exprimées a l'instant + (c'est a dire aprés la phase de prédiction) et s'écrivent :

Equation d’équilibre Yu'e UO’J'Q o' (u):e(u)dQ— fr, t+-u*d1"t+frt uw [u]dr,=0
o st e [, [w]owhar,=o

Expression de [a force Vw'eL,~ [, [w—t (A +rw)|w'dr,=0

Loi d'interface v x*eLo’_ frt [7\.+—t2(7\.++r ww AdT=0

7

5.1.2 Discrétisation des équations de I'hydrodynamique
5.1.2.1 Cas du massif
La discrétisation en temps de I'équation de conservation de la masse a l'aide d'un 0 -schéma s'écrit :
—meWA;thp*dg +0f M-V pdQ+ [1-6/f M-Vp'de
= 0f M,pdr, + [1-0/[ M,pdr, - 6f gpdr,  VPEP
—[1-6/f . gp'dT, — 0f q;p"dT, — [1-6][ q,pdT,
5.1.2.2 Cas de l'interface

La discrétisation en temps de I'équation de conservation de la masse a l'aide d'un 0O -schéma s'écrit :

W+_W_ * + * \ _ *
-, S pdT + 0, WhV pdT, + (1-6][, W™V prdr,

=0, Wi pdT; +(1-6|] W, pidT;+6] g pydl,
+(1-0/[, g,p;dT,+6[ q,pdT,
+ (1—6)frz q'zp;dl“2

Vp:EFO

5.1.3 Discrétisation des équations du modéle poro-mécanique
Les équations présentées dans cette partie correspondent aux équations du § 3.3 exprimées de
maniéere incrémentale. On développe ces équations car elles sont affectées par la discrétisation avec
XFEM.

5.1.3.1 Cas des apports massiques

e Cas du massif
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Les apports massiques s'écrivent alors de maniére incrémentale :
m,—m, = p ¢ [L+e)| — po[L+e;

5.2
5.2.1

Cas de l'interface
Les apports massiques s'écrivent alors de maniére incrémentale :

W+_W' — p+([[u]]'nc)+ _ p—([[u]]_nc)_
Discrétisation avec XFEM

Représentation de I'élément HM-XFEM et ddls associés

Pour représenter I'élément HM-XFEM, nous avons choisi d'utiliser des éléments quadratiques qui
peuvent étre soit des quadrangles a 8 nceuds (QUADS) soit des triangles a 6 nceuds (TRIAG), soit des
hexaédres a 20 noeuds (HEXAZ20), soit des pentaédres a 15 noeuds (PENTA15), soit des pyramides a
13 nceuds (PYRA13), soit des tétraédres a 10 nceuds (TETRA10). Nous considérons que tout élément
du maillage traversé par l'interface est du type HM-XFEM. Cet élément baigne autour d'éléments HM
non enrichis. |l s'agit de ceux utilisés classiquement pour les modélisations HM.

La Figure 5.2.1-1 représente I'élément HM-XFEM avec une maille QUADS.

{a,b,c,d,py, {a,b} {a,b,c.dp;,
91,92, 4, 1, w} G1,q2, A 1, W}
{a,b} Fe {a,b}
{a.b,c,dpy, {a,b,c.d,py,
1,92, 4, 1, w} {(a,b} 41,92, 4 1, W}

Figure 5.2.1-1 : Représentation de I'élément HM-XFEM avec des QUAD8

Sur chacune des figures présentées précédemment, les listes en chaque nceud de I'élément
contiennent les degrés de liberté (ddls) associés a chaque catégorie de nceuds (nceuds sommets ou
noeuds milieux).

Les degrés de liberté :
. a et b sont associés respectivement a la partie classique et enrichie de I'approximation du

champ de déplacements 3",

. c et d sont associés respectivement a la partie classique et enrichie de I'approximation du
champ de pression dans le massif ph ,

. Dy sont associés a I'approximation du champ de pression p? au niveau de l'interface,

* g, et q
hydrauliques q'll et qg.

. A, L et w sontrespectivement associés a I'approximation des multiplicateurs de Lagrange
A" et u" etdusaut de déplacement " .

sont associés a l'approximation des champs de multiplicateurs de Lagrange

Les éléments hydromécaniques présents dans Code_Aster utilisent une « interpolation mixte », afin
de réduire les oscillations de la solution numérique [14]. Le champ des déplacements est ainsi
interpolé de maniére quadratique tandis que le champ de pression de pore est interpolé de maniére
linéaire. Les degrés de liberté ¢ et d ne sont donc portés que par les noeuds sommets tandis que
les degrés de liberté a et b sont portés a la fois par les nceuds milieux et les noeuds sommets. En
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ce qui concerne les champs associés a la discontinuités : p’; , q}l1 , qg ;A Mh et w", les degrés
de libertés sont portés uniquement par les nceuds sommets. En sus, leur espace d'approximation est
réduit (voir § 5.2.2) afin de respecter la condition de stabilité LBB [8,9]. Cette condition impose en
effet une hiérarchie entre les espaces d'approximation, sans quoi on observe I'apparition d'oscillations
et la non unicité de la solution du probléme couplé.

Par ailleurs il est important de noter que les éléments HM-XFEM qui partagent des noceuds sommets
avec les éléments HM classiques, doivent subir un traitement supplémentaire. Il faut en effet mettre a
zéro les degrés de libertés enrichis (pour les champs de pression dans le massif et de déplacements)

mais également mettre a zéro les degrés de libertés bry 44, 95, A, W et w au niveau des

nceuds sommets en commun entre ces deux types d'élément. La procédure d'élimination utilisée est
celle décrite dans le § 4.4 de la documentation [R5.03.54].

Sur la Figure 5.2.1-1 on résume les points problématiques associés a la cohabitation entre les
éléments HM-XFEM et les éléments HM classiques.

Eléments HM-XFEM Elément HM classique

Q
Q

O

@]

Degrés de liberté Degrés de liberté

au sommet: au sommet:
arbrcr d:pfr a,b, C,d
91,92, 4, LW

Figure 5.2.1-1: Cohabitation de I'élément HM-XFEM avec
I'élément HM classique

5.2.2 Espace réduit pour la discrétisation des champs associés a la discontinuité

Pour une description détaillée de la discrétisation des inconnues de contact (et a fortiori de toutes les
inconnues associées a la discontinuité), le lecteur peut se référer a la documentation [R5.03.54], §5.
En bref, les composantes initiales du multiplicateur sont définies sur les nceuds sommets K des
éléments parents intersectés (voir fig. 5.2.2-1 ). L'implémentation de tels éléments de contact est
détaillée en [R5.03.54], §4. On impose ensuite des relations d'égalité entre certaines de ces
composantes initiales afin d'aboutir a un nombre plus faible N)\ de degrés de liberté effectivement

indépendants. Ces relations sont portées par certaines arétes intersectées V' | dites arétes vitales :
un degré de libert¢ [ réellement indépendant est partagé par un groupe de nceuds de K (voir fig.

5.2.2-1 ), ce qui produit une fonction de forme de contact étendue 1), :ZZ N, (voir fig. 5.2.2-1 ).
i€l

L'algorithme de sélection de telles arétes vitales, et donc de construction de l'espace réduit, est

détaillé dans le documentation [R5.03.54], §6. Le champ de multiplicateurs est ensuite obtenu par

interpolation sur les éléments parents et le multiplicateur discret est la trace de ce champ sur

l'interface :

M,:= Z w,, I w, ERY
1

Manuel de référence Fascicule r7.02: Mécanique de la rupture

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



Code_Aster ‘Qeéﬂﬁﬁ

Titre : EIément hydro-mécanique couplé avec XFEM Date : 05/12/2017 Page : 17/32
Responsable : COLOMBO Daniele Clé : R7.02.18 Reévision
3d95ce8d4773

€ Groupe de nceuds partageant un
DDL d'interface commun

Surface de fissuration

— Aréte vitale : aréte portant
une relation d'égalité

Autre aréte intersectée

] Support de la fonction de forme non-locale y ,

Figure 5.2.2-1 : Maillage non conforme a la fissure et espace réduit pour l'interface

Dans notre cas, les champs associés a la discontinuité sont non seulement les multiplicateurs de
Lagrange A ,u et le saut de déplacement w utiles pour la loi cohésive CzM LIN MIX mais
également les champs hydrauliques associés a la discontinuité : la pression de fluide dans la

discontinuité Py , etles flux 4, et 4> . Ces champs sont tous discrétisés sur I'espace réduit M,
5.2.3 Approximations des champs avec XFEM

L'approximation des champs en présence peut donc se mettre sous la forme (les champs tests utilisés
dans les formes faibles des équations d'équilibre sont approximés de la méme maniére) :
*  pour le champ de déplacements :
nn nne
=> a,¢,( +Zb x)H (Isn(x))
i=1
*  pour le champ de pression dans le massif :
nns nnse

=;ciw,~(><) + Z; d;v;(x) H (Isn(x))

*  pour le champ de pression dans l'interface :

=
=
a

i=1
* pour les champs de multiplicateurs de Lagrange hydrauliques :

nnc

Cl}f(x)zz (Q1)i ~i<x)

i=1

nnc

h ~
Q2(X):Z (Q2)i wz(X)
i=1
* pour les champs de multiplicateurs de Lagrange et le saut de déplacement utiles pour le
modéle de zone cohésive :

nnc

:Z 7‘1‘1/71()‘
i=1

nnc

=Z W 17)i(x
i=1
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nnc

w'(x)=2 w, i(x)

i=1

l

avec :

Isn la level set normale dont liso-zéro représente linterface. Pour plus de précisions sur
l'utilisation des level set avec XFEM dans Code Aster, le lecteur pourra se reporter a la
documentation [R7.02.13],

H la fonction discontinue au travers de la discontinuité repérée par Isn(x)=0 (confer
[R7.02.12])

(pi(x) les fonctions de forme de I'élément quadratique utilisées pour l'interpolation du champ
de déplacements,

1/),.(x) les fonction de forme de I'élément parent linéaire utilisées pour l'interpolation du champ
de pression dans le massif.

%(x) les fonctions de forme linéaires utilisées pour l'interpolation des champs associés a la

discontinuité. Elles différent des fonctions de forme de I'élément parent linéaire z/J,.(x) dans le
cas ou des nceuds sommets de I'élément parent linéaire n'appartiennent a aucune aréte
intersectée par la discontinuité (voir § 5.4 et [R5.03.54] pour plus de détails). Cette situation
n'apparait que pour les éléments non simpliciaux.

nn l'ensemble des nceuds du maillage et nne I'ensemble des noeuds enrichis du maillage.

nn l'ensemble des noeuds sommets du maillage et nne I'ensemble des nceuds sommets

enrichis du maillage.
nnc les nceuds sommets appartenant a une aréte intersectée par la discontinuité r,.

Remarque :

Comme nous pouvons le remarquer dans la définition des approximations des champs de
déplacements et de pression du massif, I'enrichissement di a la présence d'une pointe de
fissure n'est pas pris en compte. Dans la formulation du probléme mécanique, nous nous
basons sur un modéle de zones cohésives régularisé. L'avantage d'un tel modéle
(historiquement introduit par Barenblatt [12] afin d'améliorer la théorie de Griffith concernant
les milieux fracturés [13]) est de palier le fait que les contraintes sont infinies en pointe de
fissure. Par conséquent, l'enrichissement par fonctions singulieres de [l'approximation du
champ de déplacements est inapproprié ici, mais tout a fait envisageable en ce qui concerne
l'enrichissement de I'approximation du champ de pression dans le massif comme le suggere

[71

5.3 Extension au cas multi-fissuré

5.3.1 Représentation de I'élément multi-fissuré HM-XFEM et ddIs associés

Dans Code_ Aster, les éléments XFEM peuvent supporter jusqu'a 4 fissures par élément (voir
[R7.02.12]). Il est également possible d'avoir des fissures connectées. Ces fonctionnalités sont en
particulier disponible pour les éléments HM-XFEM. A chaque fissure supplémentaire, on ajoute un jeu
de degrés de liberté enrichis pour le champ des déplacement et de pression de pore ainsi qu'un jeu de
degrés de liberté associé a la discontinuité supplémentaire. Sur la Figure 5.3.1-1, on représente un
élément HM-XFEM QUADS intersecté par deux interfaces (non connectées a gauche et connectées a
droite) ainsi que les degrés de liberté portés par chacun des nceuds.
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{a,bt,b?,c,dt,d?, {la, bzl,bzl, C,zdl’1d2,2 {(a b, b?,c,d',d?, {;z,b;,bzl,c,zdl,ldz,z
g2, q,1q.%, A%, 22, G0 G2 90 A L A% g2, g2t q, %A, A2, G G2 AL A5
W) ol wpt,whwil T {ab’,b’) | wh )
e
{a,b',b?} {a,bt,b?} {a,b',b*} {a bi,b%}
I
{a,b*,b%,c,d", d?, (a,b',b?} {a, b%,b? c,d*,d?, {a,b",b%,c,d",d? {a,b',b?} {a,b,b% ¢, d",d?
1 2 1 21112 - % 1 2 1 21112 qlqquqZA_llZ qlqquqZAllZ
G115 q2 425 A7, A%, Q1" q1% q2 2547, A%, AR B R BT 2EE2 o=
ul,uz,wl,wz} ul,‘uz’wl’wz} ﬂlruz:wlrwz} .u1’uz’w1’w2}

Figure 5.3.1-1 : Représentation d'un élément HM-XFEM QUADS intersecté par deux
discontinuités non connectées (a gauche) et connectées (a droite)

5.3.2 Approximations des champs avec XFEM dans le cas multi-fissuré

Dans le cas ou plusieurs fissures intersectent une méme maille, pour chaque nceud, une
correspondance est établie entre chaque interface et les degrés de libertés enrichis et d'interface (voir
[R7.02.12]). Ainsi I'approximation des champs en présence peut se mettre sous la forme suivante :

*  pour le champ de déplacements :
nn nfiss nne
:Z a; ¢l( Z Z ba (fis ] ) (Isnlflss< ))
i=1

ifiss=1 j=1

*  pour le champ de pression dans le massif :

nns nfiss nnse o -
ZZ Ciwi(x> + Z Z d?(lﬂss’])I/Jj(X)H(lsniﬁss(x))
i=1 ifiss j=1

* pour les degrés de libertés d'interface, on a par exemple pour la pression de fluide Dy dans
l'interface ifiss

nnc

lfISS Z a(ifiss i) &( )

i=1

avec :
. o la fonction qui & chaque interface associe le numéro de degré de liberté enrichi ou
d'interface associé pour chaque nceud.

5.3.3 Jonction de fractures hydrauliques

Les champs associés a chaque interface sont donc discrétisés avec des jeux de degrés de liberté
distincts. Les interfaces fonctionnent donc indépendamment, méme si elles exercent leur influence
l'une sur l'autre via la matrice poreuse. Dans le cas d'une jonction d'interface hydraulique, il convient
cependant d'imposer une connexion hydraulique, afin de permettre les échanges de fluide au niveau
de la jonction (voir Figure Figure 5.3.3-1) . A cette fin, on peut soit imposer la conservation de la
masse au niveau de la jonction (loi des noeuds sur les flux = W dans chaque branche de la jonction),

soit imposer la continuité de la pression P, dans les fissures au niveau de la jonction.
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Figure 5.3.3-1: Jonction de fissure hydraulique

Etant donné I'espace d'approximation réduit dont nous disposons pour le champ p; , il est préférable
d'imposer la continuité de la pression p; au niveau de la jonction, plutét que d'imposer une égalité
sur les flux W qui font intervenir le gradient de p; . A cette fin, on identifie un noeud porteur du
degré de liberte p, a la fois pour la fissure principale et la fissure branchée et on impose I'égalité de
ces deux degrés de liberté (voir Figure Figure 5.3.3-2).

Figure 5.3.3-2: Imposition de la continuité de la pression Dy
dans les fissures hydrauliques au niveau d'une jonction.

22

/I..I (

2
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\
r

5.4 Imposition d'un flux dans une interface hydrauliques

En ce qui concerne les flux de fluide surfaciques injectés dans la matrice poreuse, l'intégration du
second membre se fait naturellement sur le bord I'r sur lequel est imposé le flux M, (voir §
4.2.1 ), de dimension ndim—1 si la dimension du domaine Q est ndim . En revanche, lorsqu'il
s'agit d'imposer un flux de fluide directement dans la fracture, la dimension de I'embouchure Ff est
ndim—2 sila dimension du domaine () est ndim . L'intégration du chargement flux W, requiert
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donc plus d'attention. Intéressons nous dans un premier temps au cas ou la dimension de Q est 2.
Le flux W, s'exprime alors en kg,s‘l et rf est réduit a un point. Rappelons que l'espace
d'approximation des champs associés a l'interface cohésive comme Dy s'appuie uniquement sur les
nceuds sommets des arétes strictement intersectées par l'interface et sur les noeuds sur lesquels

passe l'interface. Sur la Figure Figure 5.4-1, les nceuds effectivement porteurs du degre de liberté p;

sont marqués par des carrés blancs et rouges. L'intégration du terme .[r W.. p;d Ff se fera donc
f

sur la restriction de cet espace d'approximation au bord du domaine. Dans le cas ou linterface
cohésive est conforme au bord du domaine, on imposera directement W, surle nceud N, (voir
Figure 5.4-1 droite). Dans le cas non conforme, on devra déterminer la distance relative O entre
I'embouchure I et les nceuds sommets de l'aréte de bord intersectée N, et N, (voir Figure 5.4-1

gauche). On imposera alors (1— o )W,, surlenceud N, et a W, surle nceud N, .

Figure 5.4-1: Imposition d'un flux dans une fracture pour les modéles 2D plan dans le cas
non conforme (a gauche) et dans le cas conforme (a droite).

a— & dh—
|~ —
L 2/:1—

|
| | _r ]
Nyg-r & I/ Ny )4/

I ,y Wexr/?

1ol

Dans le cas ou la dimension de () est 3, le flux W,, s'exprime en kg,m‘l_s‘1 et rf est une

courbe. Afin d'intégrer le terme fr Wextp;drf, il est nécessaire de disposer d'un support qui
f

approxime la courbe Ff . A cette fin, on reconstruit une approximation de l'interface sur le bord du
domaine comme une chaine de segments a 3 nceuds. Dans chaque face de bord, l'interface I, est
discrétisée par un segment a 3 noeuds. Pour ce faire, on utilise la méme procédure que pour la
création des sous éléments d'intégration XFEM (voir [R7.02.12]). Les faces de bord intersectées par
['. sont basculées dans l'espace de référence (voir Figure 5.4-2). On détermine alors les

intersections I, et I, avec les arétes de la face qui vont constituer les noeuds extrémités du
segment & 3 nceuds. Puis on détermine la position du nceud milieu I, sur la médiatrice du segment
[1112] . On obtient alors une approximation quadratique de l'interface au bord du domaine Q . On

est alors a méme d'évaluer fr Wextpfdrf en effectuant une intégration sur la chaine des
f

segments a 3 noeuds qui approximent Ff . II faut cependant bien prendre garde a l'espace
d'approximation de p; sur les faces intersectées. Comme rappelé précédemment, I'espace
d'approximation du champ p; s'appuie uniquement sur les nceuds sommets des arétes strictement
intersectées par la discontinuité et les noeuds sur lesquels passe la discontinuité. Sur la Figure Figure
5.4-2, seulsles nceuds N,, N, et N, de la face quadrangle de bord portent le degré de liberté Dy
. Afin de satisfaire tout de méme la partition de l'unité dans la face quadrangle, on utilise des fonctions
de forme modifiées pour le champ p; :
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~ Yy
Un=Un g
Py, =0

~ Wy,

I/JN3_ UJN3 + 3

~ Py,

wN4_ wN,, + 3

avec Y les fonctions de forme de I'élément parent linéaire et @ les fonctions de forme modifiées
pour s'adapter a I'espace d'approximation du champ p; .

Figure 5.4-2: Imposition d'un flux dans une fracture pour les modéles 3D

S

-/

6 Résolution du probléme couplé

6.1 Linéarisation du probléme couplé

6.1.1 Linéarisation par la méthode de Newton-Raphson

Le probléme couplé étant non linéaire (la non linéarité du probléme est due aux termes de masse des
formulations variationnelles des équations de conservation de la masse pour le massif et pour
l'interface et aux termes cohésifs pour la mécanique) nous procédons a sa linéarisation a I'aide de la
méthode de Newton-Raphson.

Soit F le systtme non linéaire associé aux formulations variationnelles des équations de
conservation de la masse (pour le massif et pour l'interface), de I'équation d'équilibre mécanique et de
la condition de continuité de la pression p; au niveau de linterface. Soit xX le vecteur des
inconnues nodales a l'itération de Newton k tel que :

X=u ppgi g hpnwl
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k+1

A l'itération k+1 (le vecteur des inconnues nodales x n'est pas connu) on pose :

F(Xk+l):0

Afin de pouvoir déterminer x**!

, Nous avons recours a un développement de Taylor de F (qui est
une fonction vectorielle supposée continue et dérivable) au voisinage de x* (alors connu & I'itération

k+1). Ainsi le systéme linéaire a l'itération k+1 s'écrit :

OF(x*
ox
avec gx‘=x**'— x¥ lincrément des valeurs des inconnues nodales entre deux itérations
OF(x")

successives (qui est une inconnue a litération k+1), la matrice tangente et F(xk) le

k
X

second membre. Ces deux derniers termes sont connus a l'itération k+1 et sont fonctions de x* .
6.1.2 E criture intégrale du probléme linéarisé

Dans la suite on considére que les inconnues sont notées avec un ¢ et les champs tests avec une *
en exposant.

Le systéme linéaire a l'itération de Newton k+1 s'écrit (pour un pas de temps) :

*  équation d'équilibre mécanique
Yu'eU,

IQ o (ou):e(u)dQ — fgbép(l:s(u*))dg — f9p+me+Tr(V(6u))u*dQ

“(b—g)  pe . .
- [ L (KSCP ) +pK(i SpF™u dmfnau-[[u ldT,
=—J 0 (w):e(w)dQ+ [ bp (1:e(u’)dQ+ [ r'F"™u'dQ+ [ t'u'drT,
— [ wlu’ ]]dFC

* projection du saut de déplacement
VueL,

*

[ [du]=dwlu'aT == (lu]-w/u'dr,

¢ contrainte cohésives
VwelL,

- Su— e 3 herow)|wdT.— [, 3pm -w'dr,
r|T a(h+rw) s

:fr‘ [u—t’c(k+rw)+pfnc
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* loi d'interface
VNEL :
Y 1Y G Y SRS | PO
Ll r O(N+rw) \r ¢
A—t' (N+ .
=] Aottbrrw)] dr,
Lor
« équation de conservation de la masse (cas du massif)
Ainsi WV p €P,
—fgp+bTr(V(5u))p dQ — f (bK @) + L2 \splpda+

AtO fQ(N(—Vf +p F™|+ A" p' F™ £—+6pr*“2 +

w

[ on" .
AtO L},C)+(—Vp++,0+F"'+)ap+ (6p)Vp dQ|+

+

ST " ]
AtO\ [ o[-V p+ 0 F=

v

TF(V(éu))Vp*dQI

+A£ef 8q,p’dT, +At0 [ q,p’dl, = [ [m,—m|p’dQ
—Atef MV p'd@ — At(1—6 0) [, MVpda

+AL0[ M pdT,+At(1-0)[ M, pdr,
—At@frlqlp dT, — At(1 —0) J'rlqlp dr,
—Athrzq;p*dFZ—At(l—@)_frzq'zp*dl“z

équation de conservation de la masse (cas de l'interface)
Ainsi W/ p.€F,

Manuel de référence Fascicule r7.02: Mécanique de la rupture

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



Code Aster

Version

default
Titre : EIément hydro-mécanique couplé avec XFEM Date : 05/12/2017 Page : 25/32
Responsable : COLOMBO Daniele Clé : R7.02.18 Reévision :
3d95ce8d4773
. . p'u]n .
_J"I‘Cp 5[[uﬂncpfdrc_frc K C(Spf pfdrc

+At6| [, —%(3(uu*n-nc)2)auuu-ncvp’;drc
: A 3
1. . V + .
+Ac0| [ —Wﬁ dp;V pydT,
: + Hu+ﬂ.n 3
+At0 frc_piuu “-VI6p,|V pdT,

— AtB“rl 6q1p;d 1“1] — Atﬂ“rz 6q2p;d1“2]

- jrc (w" = w)p,dT, - At@fr( W'V p,dr, - At(l—e)frCW'Vp;ch

¥ At@“rlq{p;‘drl} " At(1—e)“nq;p’;dn]
+ Ate[frzqu;df2}+ At(l_e)lfrzq_zp;drzl
+ AtefF W, pdl, + At(l—e)fr W, prdT,

*  équation de continuité de la pression p; au niveau de l'interface
Ainsi V¥ q,€Q, et ¥V q,€Q,

[ op"adr, = [ opaqdl,= = [ [p" = p/la;dT, sur T,

frz 5psupqzdr2 - frﬁpfqzdrz == frz P - pf)qzdr2 sur I

6.2 Ecriture des termes élémentaires avec XFEM

6.2.1 Ecriture sous forme matricielle du probléme couplé

Le systéme d'équations précédemment discrétisé a l'itération de Newton k+1 peut se mettre sous la

forme (ou du , ép , 6p; . 6q, ., 8q, ., SA . Op et Sw sont les inconnues du probléme &
résoudre) :
Equilibre mécanique {u:}[Kiwca (ou) + {:‘*HKieca (6p)+ {u’}
(u'}[Bl(op) + {[u] }[C'|{on) =
(U (L ) + ([l (L)
Projection du saut de (WK (su) + (w =K (6w) =
déplacement wl(L,) — W)L,
N (wll=K" (o) + [w') (D" |(ow) + (W} [K**|(5py) +
Contrainte cohésive ] T .o .1 .
(WD [ (04) = =(w'(L3) + (wl(LL,) + (wl(L,)

I[D™](6w) + [A")[D*"](64) =
—(AYLL) + [(A)(L2)

Loi d'interface
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(P HM ol (0u)+ (P} M}, )(8 )+ AtO{p}[Kyuo)(8 p)+
Conservation de la AtO{p [ Kpaol(0p)+ At p}[Kju,l(d p) +

masselcasdumassh A10{p)[Kp,)(0u)+ Ac6[pT[E'](0q,)+ At6[p[E*](sq,
= [p*}(Lillydro) + A tLp*}( hydro)ﬁ + At{p*}(Liydm)B +
At{p }(L;ydro)e.'- At{p }(L:ydro)ﬂ

{pf}[ waro) (Ol U]) + (P [Wi (6 py)+ At p})[H,y,, ) (8]
A6 H[Hiydm](épfh AtO{p I [Hpgol0p,)+
gzgzzrgaﬁsogedle'i:\?erface) 6{ ;}[Dl](éql) tA te{pf}[DZ](é[[uﬂ)
At0(p,}[D’](6q,)+ AtO{p({[D*](S[u]) =
{Pf}(L ydro)+ At{P;}( Zydro) + At{P J Lgydro)ﬂ-}-

[P (Lhydro) + At{pf}(Lhydro)

{q,}[D'](6p) + {q,}[D*](Sp))
{q,)[D*](6p) + (g5} [D*1(6 p,)

{ql}(‘]mnt)

{qZ}(Jcont)

Continuité de la pression

K!  estla matrice élémentaire de rigidité mécanique classiquement rencontrée en mécanique,

meca

Krznem est due a la décomposition du tenseur des contraintes du massif (hypothése des contraintes
effectives),

A et B sont dues a la prise en compte des apports massiques dans l'expression de la masse
volumique homogénéisée intervenant dans I'expression des efforts volumiques sur Q,

C! estla matrice élémentaire de rigidité pour l'interface,

uu wu . . vy - . Y 7 z
K™ et K™ sont des matrices discrétisant les opérateurs « mortier », la derniére gérant également
le changement de base.

K"P est une matrice élémentaire de rigidité pour l'interface,

Les matrices £ sont toutes diagonales par blocs : pour / et J deux DDL de Lagrange distincts,
elles vérifient D ,,=0,

M,lwdm et Miydm sont les matrices élémentaires de masse dans le cas du massif pour
I'nydrodynamique,

W,lwdm et Wiydm sont les matrices élémentaires de masse dans le cas de l'interface pour
I'nydrodynamique ,

1 2 3 4 . . . , .
Ko Kiyaror Kiyaro € Kpya, SONt les matrices de rigidité élémentaires pour I'hydrodynamique

dans le cas du massif,

H}wdm : Hiydm et Hiydm sont les matrices de rigidité éléementaires pour I'nydrodynamique dans le

cas de l'interface,

E' et E? sontles matrices d'échanges dans le cas du massif,

D' et D? sontles matrices d'échanges dans le cas de l'interface,

F', F?, F® et F* sontles matrices de continuité de la pression au niveau de l'interface,
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L,.. estle second membre des forces de volumes et surfaciques appliquées sur le domaine et sur
sa frontiére,
[' estle second membre pour l'interface,

L,, L, et Lp sont des seconds membres pour la projection du saut des déplacements,
L. et L,
L5 et L’

w cohe

L;lydm avec 16[[1,5]] les seconds membres dus aux apports massiques et aux flux dans le cas du

massif pour I'hydrodynamique,
L;ydm avec i€[6,10] les seconds membres dus aux apports massiques et aux flux dans le cas de
l'interface pour I'hydrodynamique,

J;ydm et J  les seconds membres dus aux échanges sur I'; et I, .

Cohe sont des seconds membres pour la contrainte cohésive,

sont des seconds membres pour la loi d'interface,

hydro

Remarque :

Comme nous pouvons le remarquer dans | es expressions des matrices élémentaires
définies ci- aprés , les quantités p* , (/f (fonctions des déplacements et de la pression),

p" et u'(oulu’]) sont laissées dans I'état (non discrétisées), car il s'agit de grandeurs

obtenues au cours de litération de Newton précédente (pour le pas de temps courant + ).
Elles sont donc a priori connues. Dans l'expression des matrices élémentaires (pour le cas
mécanique et hydrodynamique) nous n'indiquerons pas volontairement le numéro de
l'itération de Newton sur ces quantités pour éviter de surcharger les expressions.

6.2.2 Expression des matrices élémentaires pour la mécanique

La matrices élémentaire de rigidité mécanique a l'itération de Newton k+1 s'écrit :
(u’}|K

Les matrices élémentaires due a la décomposition du tenseur des contraintes du massif (hypothése
des contraintes effectives) s'écrit a l'itération de Newton k+1 :

(6u)=[_(aj+ Hb;)V ¢,C, )V ¢,(a, + Hob,)dQ

meca

*

(47
u j|K

(6p)=—J bla; + Hb))V ¢[1d]y,(5c,+ Hod,))dQ

meca

La matrice A a l'itération de Newton k+1 s'écrit :
u'j[Al(ou)=—[_p"bla;+ Hb;)$[1d|V ¢,(5a; + Hb,)F" dQ
La matrice B a l'itération de Newton k+1 s'écrit :

plb—¢) p ¢
K K

N w

u’]

Bl(op)=-]

(a; + Hb;) g, y(5c, + Hod,)F™ dQ

La matrice associée a la projection du saut des déplacements a l'itération de Newton k+1 s'écrit :

{[u

lc'l(om) = [, (2F b9, 0m)dT
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Les composantes des inconnues # et M sont définies dans une base fixe (eX, e,, ez) , tandis que

les composantes de w et A sont définies dans la base locale (n,T,,T,| & la surface fissurée Fc

en chaque point xeF , de sorte que :

Zw (WI L )+W1 rltl(x)-'-wl,rzrz(x))

Une définition analogue vaut pour A . Pour un degré de liberté [ de l'espace réduit (voir §5.2.2), il
est possible de déterminer les composantes 7', n,t ’,Iyrl,t’f,,ﬂ de la force cohésive a partir de

W,,,I,W,‘TI,WLQ), (7‘1,;1’%,11:7\1,12) et de la loi cohésive. Ces composantes ne sont pas

destinées a étre associées a une direction particuliere / du degré de liberté, mais destinées a étre
w

reliées au sens faible a la contrainte globale écrite en base fixe(confer [R7.02.19]).

() [K"(op)=] . ¥, ¢2Fb]-(du,)dT,

w}*[KW“](éu):fr quilzjwj*-Q-(éuJ)ch avec Q@ la matrice de changement de base
orthonormale définie comme précédemment.

wilk" o p)=] @ Hw-(5p,)n.dT.

ot’ ~
) ()"i+r wi) wizdrc

(w]'[D"](d W)ZJ‘F[ w; (5 Wi)”m
ot' ~

A D™ (ow)=] x;‘(aw,.)m(x +rw,)yldT

!

(7\+rw)(

c

Atrw,)—1|yfdr,

(A)[D™](8M) f A m)

6.2.3 Expression des seconds membres pour la mécanique

Dans les expressions des seconds membres présentés ici on indique le numéro de l'itération de
Newton précédente k .

() (L e, =—f a; + Hb))V ¢, (0" (u))'dQ+ [ blaj+ Hb;)V ¢[Hd](p’)'dQ
+ [ (a; + HB)g(ry+ (m)J)F™ dQ+ [ (a;+ Hb})g (¢')'dT,

a2 == [ [2F b]|¢, 3, widT,

(ul;

1) _ *
Lbll__bi'.[rr2¢iudrc

[

(L

J=u [ gluldr,

{W}*(LP)Z_WTJIF( %pfncdrc
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* * ~ T
{l"} Lw):_u‘i.\[r( V.0 'Wdrc

wi'(Li=w | §.QudT,

=wit' (N#rw) [ §dT,

*

{w}*(Ll.

coh

[W}*(L2 t' (N+rw) f Y,dT,

coh |

6.2.4 Expression des matrices élémentaires pour I'hydrodynamique
6.2.4.1 Cas du massif

Les matrices élémentaires de masse a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

()M, (5u) _J‘ bp'(c; + Hd;)y,[Id]V ¢,(5a, + Hob,)dQ
§ + b_ + +  + . _ -
(P [M} gl (6p)= =] || (K v), pK"” (c;+ Hd))y,y,(dc,+ Hod)dQ

Les matrices élémentaires de rigidité a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

+

()Rl (0P) = [ [A7(=V p 40 F™ |+ p 27 F™" | 2 (c] + H)V w,y,(0c, + Hod ))d @

w

* + + am+ aﬂf*—
(p)[Khol(0p)= [ 0" -V p'+p'F o

(c; + Hd,)V y,y,(6¢c; + Hod,)dQ

(P VKol (0p) =—[ 0 2" (c; + Hd)V ¢,V y(c,+ Hod )dQ

* + + am+ aﬂj
{p }[ hydro f p Vp Y F a€+

v

(c; + Hd;)V y,[Id]V ¢,(da, + HSb,)dQ

Les matrices élémentaires d'échange pour le massif a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :
(PIE'N(6q)) = [ (c] + Hd}) y,3,(8q,),dT
(PIEN6q,) = [ (c] + Hd)) v, §,(6q,),dT

6.2.4.2 Cas de l'interface

Les matrices élémentaires de masse a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

(P Wihaol(Olul) =~ [ p"(p;),@,,(2H 6b;|ndT
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) p
{pf}[whydro 6pf f ) I/}l/}(épf)

Les matrices élémentaires de rigidité a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

+ 3 . 2 + N
ot =], 7] e VP )9 g2 ob e,
o)==, P VL ) v (o,
lElop) = - [, 2L ) v 59 5o ar

12u

Les matrices élémentaires d'échange pour l'interface a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

{p;}[Dl]((s‘h) = _J‘rl(p;)i% wj(aql)jdr

{p;}[DZ](éqz) = _Irz(p;)i 77}1' %(5%),-(”

6.2.4.3 Continuité de la pression

Les matrices élémentaires d'échange (pour I'équation de continuité de la pression au niveau de
l'interface) a l'itération de Newton k+1 s'écrivent :

(@) [F'1(6p™) = [ (@))% w,(6c, + Hod))dT,

(@) [F*)(6p,) =~ [ (1)@ @,(dp,),dT

Remarque :
Dans l'expression des matrices élémentaires définies dans cette partie, on peut constater la
présence de deux « inconnues » supplémentaires, § pi”f et §p*" . Elles correspondent en
fait a l'inconnue relative aux champs de pression O p définis respectivement sur I, (c'est-
a-dire §p™ ) etsur I'y (clest-a-dire §p™ ).

6.2.5 Expression des seconds membres élémentaires pour I'hydrodynamique
6.2.5.1 Cas du massif
Dans les expressions des seconds membres présentés ici on indique le numéro de l'itération de

Newton précédente :
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(P L) = (e + Hd)wl(m), ) = (m,)"]d
(PN Liuo)o=—0[ (c;+Hd )V y(M")da—(1-0)[_(c;+ Hd,)V y, (M )'dQ

(P} (Laao)o =0 (c;+ Hd)y, (M) d T+ (1-6) [ (c] + Hd,) y,(M,,)'dT,

{p*}(Lzydro Gf Ci +Hd)¢(CI1) dr _(1_6)fr(c?+ﬁdi)wi(q_1)kdrl

1

(P} Lhao)o==0[ (c; + Hd)) ylq,)'dT, = (1-0) [ (c; + Hd) ()" dT,

2

6.2.5.2 Cas de l'interface

Dans les expressions des seconds membres présentés ici on indique le numéro de l'itération de
Newton précédente.

(5} (L) = [ ()W ) = (w FlaT,
P (L= =0, (P, V (W SdT, — (1-0) [, (p)),V §i(W " )'dT,

(P} (Lha)o = 0f (pp) (W) T+ (1-0) [ (py), (W) dT

l

{P;}(Liydm)e = efn (P;)i%(QI )kdr1 + (1_6>J'1-] (p;:)i i(q_l)kdrl

(P (Lipao)s = 0 [ (P W3 ) d T, + (1-0) [ (py), Ti(q;)"d T,

6.2.5.3 Continuité de la pression

7

Dans les expressions des seconds membres présentés ici (pour I'équation de continuité de la pression
au niveau de l'interface), on indique le numéro de l'itération de Newton précédente.

(@) (o) = = [ (a1) W[ (p™) = (p])]dT,
[qz}( Cont) = _J.r, (q;)i Ni((psup)k - (p;)k)drz
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