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Taux de restitution de I'énergie en thermo-élasticité
linéaire

Résumé :

On présente le calcul du taux de restitution de I'énergie G par la méthode @ en 2D ou en 3D pour un
probléme thermo-élastique linéaire. On explique comment le champ 0 est introduit dans Code Aster et
comment le taux de restitution d'énergie est calculé avec I'opérateur CALC G.

Des études mécano-fiabilistes d’évaluation de probabilité d’amorcage de la rupture requiérent, en plus, sa
dérivée par rapport a une variation de domaine pilotée par un autre champ. On détaille I'implantation de cette
option dans le code.

Le calcul de G est disponible aussi bien pour une fissure maillée (éléments finis classiques) que pour une
fissure non maillée (éléments finis enrichis : méthode X-FEM). Le calcul de sa dérivée n’est quant a lui
disponible qu’en 2D, pour une fissure maillée.
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Calcul du taux de restitution d'énergie par la méthode o
en thermo-élasticité linéaire

1.1 Relation de comportement
On considére un solide élastique fissuré occupant le domaine () de I'espace R’ ou R’.Soit:
* u le champ de déplacement,
* T le champ de température,
*  f le champ de forces volumiques appliquées sur () ,
+ g le champ de forces surfaciques appliquées sur une partie S de 9() ,
. U le champ de déplacements imposés sur une partie S, de 9(Q) .
o f
S
—_—
\‘
8
Sa
Figure 1.1-a : Solide élastique fissuré
Pour simplifier, on se place en élasticité linéaire et en petites déformations, mais cette approche
se généralise sans peine a la plasticité [R7.02.07], aux grandes déformations, a la dynamique...
On désigne par :
. ¢ le tenseur des déformations,
. ¢’ le tenseur de pré-déformations,
. ¢™ le tenseur des déformations d’origine thermique,
. o le tenseur des contraintes,
. o’ le tenseur des contraintes initiales,
« ¥(e,&", 0", T) ladensité d'énergie libre,
. A le tenseur d’élasticité.
¢ estrelié au champ de déplacement u par:
1
€ (”):E(“i,_/"‘“/,i)
La densité d'énergie libre ¥ (¢, 20,00, T) estidentifiée par un essai de traction et de dilatation en
petites déformations. ¥ (¢, 50, 00, T') estune fonction convexe et dérivable.
1 . .
¥(e, &’ o', T):E(s—s[h—so—i-A "o )A(e—€"—e"+ A"
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La loi de comportement d’'un matériau élastique s’écrit sous la forme :

_oY
O¢

o
avece ;=a(T—T,,)9,;

o (e,¢", 0", T)=A(e—e"—&")+0"’

Dans le cas ol les déformations initiales ¢’ et les contraintes initiales sont nulles, la densité d’énergie

libre s’écrit :
¥ 1 2 3 9 2
(s,T)—E?\(si,») +peE,E,— KO((T—T,.éf)Ekk-I-?KO( (T—T,s)
La relation de comportement s’écrit :
o, =Ng, d,+2pne,—3Ka(T—T,,)5,

A\ et p sontles coefficients de LAME.

« est le coefficient de dilatation thermique.

T - €stla température de référence.

K, module de compressibilité volumique, est relié aux coefficients de LAME par:
3K=3A+2p.

La relation de comportement a partir du module d'YOUNG E et du coefficient de POISSON v est:

Y x E
= 4+ t 0. |—————(T—-T.,.)6.
= T | Ty % Ty (T T )3y
avec: A= VE
(I+v)(1-2v)
__ £
o0 +v)
E
3K=
1-2v

1.2 Energie potentielle et relations d'équilibre
On définit les espaces des champs cinématiquement admissible 7 et V.

vV ={vadmissibles,y=U sur S, |
=
—1

V, vadmissibles, v=0sur S|

Avec les hypothéses du [§1.1] (et pour ¢"=c"=()), les relations d'équilibre en formulation faible
sont :

uclv
f Gij"t,de:ffiVidQ-i-fgivid r,Vver,
Q Q N

Elles sont obtenues en minimisant I'énergie potentielle globale du systéeme :
w)=[Y(»),r)do—[ fvdQ+[gvdl
Q Q N

En effet, si cette fonctionnelle est minimale pour le champ de déplacement u , alors :
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1.3

5 W igié%dg—ifﬁwdg—lgﬁwdr

g,
1
;[64/5(6\/,«_,4-6\//',‘)61’(2—]‘f,-6 v,-dQ—fg,»(S v,dT

Q N

[o,8v. ,d0~] f5v,dQ—[ gsvdT = 0
Q Q S

Nous retrouvons donc les équations d'équilibre et la relation de comportement en ayant posé :
_oY
O'ij—a— i
&

Expression Lagrangienne du taux de restitution d'énergie

Par définition [bib1] le taux de restitution d’énergie locale G est défini par I'opposé de la dérivée de
I'énergie potentielle par rapport au domaine () :

G=—2"
00

Ce taux de restitution peut étre calculé dans Code Aster par la méthode 0, qui est une méthode
lagrangienne de dérivation de I'énergie potentielle [bib4] [bib2]. On considére des transformations
F""M—>M+n0(M) du domaine de référence () en un domaine ()" modélisant des
propagations de la fissure, qui a un point matériel P font correspondre un point spatial M . Ces
transformations ne doivent modifier que la position du fond de fissure I',. Les champs @ doivent
donc étre tangents a g () , c'est-a-dire en notant n la normalea gQ :

0€®=(p tels que u.n=0 sur 0Q|

Remarque

Cette famille de fonctions de transformation doit étre suffisamment réguliere. En particulier, elle
doit étre au moins deux fois dérivables par morceaux en P et en n (pour que les dérivées
artielles secondes commutent) et réaliser un difféomorphisme pour chaque valeur du parametre
n (cela assure la réversibilité du processus).

Soit m la normale unitaire a I', située dans le plan tangenta o) (c’est-a-dire tangent au plan de

la fissure) et rentrant dans () .

Plan de
fissure

Figure 1.3-a : Fond de fissure en 3D
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D'aprés la proposition 7 de [bib4], le taux de restitution d'énergie locale G est solution de I'équation
variationnelle :

[Go.m = c(0), Voeo

rﬂ
ol G(0) est défini par l'opposé de la dérivée de I'énergie potentielle ¥ (u(n)) a I'équilibre par
rapport a I'évolution initiale du fond de fissure 1 :

dn n=0

La quantité Q.m représente la vitesse normale du fond de fissure. D'autre part, G(O) a la méme
valeur qu'il s'agisse d'une propagation droite [Figure1.3-b] (a) ou d'une propagation courbe
[Figure 1.3-b] (b) dans la mesure ou celle ci a la méme tangente au départ (ensuite on en peut rien
dire). En revanche, on ne peut rien dire du cas de la propagation dans une direction marquant un
angle [bib5] [Figure 1.3-b] (c).

Figure 1.3-b : Différentes géométries de propagations

Par la suite, lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on désignera par - la dérivée lagrangienne
dans une propagation virtuelle de fissure de vitesse @ . Soit q)(n,M) un champ spatial (ou

eulérien) quelconque défini sur R x () , nous noterons sa représentation matérielle (ou lagrangienne)

®(n,P)=¢p(n, F'(P)) et sa dérivée particulaire (ou lagrangienne) par rapport g_tp a cette
n

oP

propagation virtuelle ¢ =
on

n=0
Remarques [bib6] :

L e fait d’adopter deux visions différentes (eulérienne et lagrangienne) introduit structurellement
des notions de dérivabilités croisées. Ainsi, cette dérivée particulaire d’un champ spatial

appelée dérivée lagrangienne consiste a dériver ¢ (n, M) en fixant le point matériel
p:( F“)fj( M) . On transpose le champ en représentation lagrangienne, puis on le dérive
par rapport a yny avant de le reconvertir en représentation eulérienne.

o

*On rappelle que cette dérivée lagrangienne est liee a la dérivée eulérienne 8_ par la relation
n

0= Voo
on

Remarque [bib4] :
La dérivée eulérienne Z_(P ne dépend que de () restreint a § (), cest-a-dire de la trace de

n
Q sur le fond de fissure.

Manuel de référence Fascicule r7.02: Mécanique de la rupture

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



Code_Aster dotaut

Titre : Taux de restitution de I'énergie en thermo-¢élastic]...] Date : 21/06/2019 Page : 7/32
Responsable : GENIAUT Samuel Clé : R7.02.01 Reévision :
74b437¢1049c

Avec ces notations, le taux de restitution d'énergie dans cette propagation @ s’écrit (en utilisant le
théoréme de transport de Reynolds cf. [§4.2.1]) :

— — 26
_G<e):.[W_fi”i"'(w_fi”i)ek,de—fgiui+giui ek,k_a_"" dr
Q S nk
Or
Wi, ol )= g OV 0 DU 0 00 g

- ij 0 0V i
o€, Og; do, oT

T,.f.g, o’ ¢’ étant supposés indépendants de n » c'est-a-dire étant la restrictiona () (ou §Q )
de champs définis sur R’ , on a les relations suivantes :

T = T,6,
fi = fi,kek
& = &9
s'l.jo = e,.j.,k”ek
G0 = 054 0

En effet, si on considére des chargements et des matériaux P qui sont la restriction sur la
géométrie () (ou une partie de sa frontiére) de champs définis sur R’ tout entier :

La dérivation par rapport au parametre y) commutant avec cette restriction, on a le résultat

0P

on

9P _

o}

Remarques :

*Cette hypothése n’est vérifiée que pour des champs suffisamment réguliers (par exemple
appartenant a des espaces de Sobolev de () ). Leur définition ne doit pas étre impactée par
la variation de frontiére.

*Dans le cas de la dérivation du taux de restitution d’énergie par rapport a une variation de
domaine (cf. [§4]) la dérivée eulérienne du champ de température ne pourra plus étre
négligée.

D’autre part, on a aussi supposé que les dérivées eulériennes des caractéristiques matériaux P
sont nulles, ce qui n'est vrai que sur le probleme discrétisé avec les fonctionnalités actuelles de
l'opérateur DEFI MATERIAU. Leur gradient sur chaque élément est aussi nul par construction (elles
sont discrétisées P, c'est-a-dire constantes par éléments finis), il en découle que la dérivée

lagrangienne est nulle :

¢=g_(P+VqJ. 0 pour (PE{E:V:O"Tref}
n |
=0

Attention :

Avec des caractéristiques matériaux variables au sein d’éléments finis de la couronne @ de
calcul, cette simplification n’est plus licite.
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1 - .
Comme W(e, e’ o, T):E(e—s’h—eo+A " A(e—e"—¢"+A 7 ")
oW _ ho0 0_
8‘1’ _ o |=
o’ Aykl(skl 8k1 8k1+Ak1pq ) =—0y
o
-1
a 0 :(SU-—S 8 +Aljkl Okl) /\,-jk,O'k/
Oy
. T ow
d'ou W=o0,¢,—-0; syke +Aypq0pqol] "6"+8T T .0

D’autre part, d'aprés la proposition 2 de [bib4] : (Hﬂ )_ .
P ;=P ; =P, ,0, ;
lu

29+u9

&= ui,j+u/ﬁl‘) Lp¥p.J J.pYp.i

ij 3(

Et on peut éliminer 5 de l'expression de G(e) en remarquant que « est cinématiquement
admissible et en utilisant I'équation d'équilibre :

S{Uljui’jd£2=£fiuid§2+_£ gudl+[o,nU, 0dT

Sy
d'ou
R o o 00
G(0) = _[‘P_fi”i_fi”i"'(q)—fi”i)ek,de_f(gi”i"'gi”i)dr_fgi“i 0, ;== —ni|dT
Q S S 5ﬂk
_ . . . : 1
= Joiu ~fudQ-[gidT =] fudQ=]Jo,lu 0, +u, 0,[d0
Q N Q Q
0 . 00
f v T+(qj_fiui)ek,de_,[giui+giui ek’k_a—nk dr
k
0
+f(ri/.sl.j .0, —Al,pqc 0” . 0,dQ
Q
et finalement :
0
6(0) = [o,u,,0,, w0, ,~=LT 0,d0
Q
0
+IUUEU ke AUMO_ O_tlke dQ
Q
+f S0, o+ fi 4 0,u,dQ
Q
00
+J'gi,kekui+giui 0, ,—7—n|dT
s ﬁnk
-f on;U,,0,dTl
Sd
Remarques :
*En déformations d’Euler-Lagrange le premier intégrande devient h, PO U; pe p,j avec
hl’j:6l,/+ul’j.
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*En axisymétrie, on a l'analogie formelle (x,y)<(r,z) et toutes les composantes des

gradients impliquant la composante orthoradiale sont nulles sauf ON O:(p”. De plus
: r

I'élément de surface est multiplié par  pour prendre en compte le calcul de l'intégrale pour une
unité de radian.

*La possibilité de prendre en compte des champs de déplacements imposés n'a pas été
développée. Ceux-ci ne sont d’ailleurs pas contraints par la propagation de fissure puisqu'ils
apparaissent via la condition d’équilibre.

*Dans le terme surfacique on a des dérivations normales a la surface qui n'ont pas de sens pour

les éléments de peau utilisés dans Code_Aster. On a donc recours a la géométrie différentielle et

aux dérivées contravariantes pour mieux appréhender cette intégrande sur la surface de calcul

(cf. [Annexe 2]).
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2 Discrétisation du taux de restitution d'énergie

2.1 Méthode 0 en dimension 2

On rappelle que le taux de restitution d'énergie G est solution de I'équation variationnelle :

fG(s)B(s). m(s)ds=G(0), V0O

ou:
* m est la normale unitaire au fond de fissure I', situé dans le plan tangenta o) et rentrant

dans (),
*O=|ptels quep.n=0 suroQ} .

En dimension 2, le fond de fissure I', se raméne a un point M ,, et on peut choisir un champ 0

unitaire au voisinage de ce point, de telle sorte que : G (M ,)=G (0)

Figure 2.1-a : Fond de fissure en 2D

2.2 Méthode 0 en dimension 3

La dépendance de G(e) vis-a-vis du champ @ sur le fond de fissure est plus complexe. Le champ
scalaire G(s) peut étre discrétisé sur une base que nous noterons (p (5)),<;<y-

Figure 2.2-a : Discrétisation du fond de fissure en 3D (abscisse curviligne) P

Soit G‘, les composantes de G (s) dans cette base :
N
G(s)=2.G,p,(s)
j=1

On se donne également une base de fonctions tests pour les champs @ , de longueur P :
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0=[0'€®,i=1,.., P|
® estun sous-ensemble de longueur finie de 'ensemble @ .

G (s) étant solution de I'équation variationnelle fG<S)6(S)~ m(s)ds=G(6),V0eO les G,

Ty

vérifient alors en particulier :

0. m(s)ds=G(0'),Vie|l, P

soit :

(fp_,(s)e"‘.m(s)ds)cj:c;<ef),vz-e[1,1>}

Les G/. peuvent donc étre déterminés
inconnues :

en résolvant le systéme linéaire a P équations et N

N
Y. a,G, = b,i=1P
j=I '

fpj(s)e_i(s).m(s)ds

G(0)

Ce systéme a une solution si on choisit P champs @' indépendants tels que : P> N. Il peut
comporter plus d'équations que d'inconnues, auquel cas il est résolu au sens des moindres carrés.

avec aij

b, =

1

Remarque :
On se donne en réalité une base de fonctions tests pour la trace des champs 0 sur le fond de

fissure T',, notée é.'é<S)=9|r0(S) . La donnée de la valeur de e_ sur le fond de fissure T’

suffit alors pour identifier le champ 0’ sur tout le domaine.

2.3
2.3.1

Choix dans Aster de la discrétisation de G en dimension 3

Description des espaces d'approximations

Remarque :

En dimension 2, il n'y a pas de probleme car en choisissant un champ @ unitaire au voisinage
du fond de fissure, on obtient la relation G:G(e). Le taux de restitution de Il'énergie est
indépendant du champ © .

En dimension 3, la dépendance de G(e) vis-a-vis du champ @ sur le fond de fissure est plus
complexe. Dans Code_Aster, on peut calculer :

+Le taux de restitution d'énergie local G(s) solution de I'équation variationnelle

[ G(s)a(s).m(s)ds=G(0), V€O

Dans ce cas, I'utilisateur ne donne pas de champ 0, les champs 0’ nécessaires au calcul

de G(s) sont calculés automatiquement (cf. commande CALC G / OPTION=‘CALC G’
[U4.82.03]).
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Dans Code Aster, on a choisi deux familles de bases de fonctions tests pour @ et de
décomposition pour G(s) (cf. [§2.2]) :

*Les polynémes de LEGENDRE vy (s) de degré j (O<j<Deg,,.) .

sLes fonctions de forme du nceud k de

I',:di(s) (I<k<NNO=nombre de noeuds de I';) (de degré 1 pour les éléments
linéaires et de degré 2 pour les éléments quadratiques).

Rappelons que les polyndmes de LEGENDRE constituent une famille orthogonale non normée. lis
sont obtenus par la relation de récurrence :

(n+1)P,, ,(t)—(2n+1)tP, (t)+nP, ,(1)=0
En particulier :

P,(t)
P, (1)

P,(1)

1

t
(3£°=1)
2
(56— 31)
2

Pi(t)=

Dans Code_Aster, on les norme sous la forme :

2j+1 2s
Yj(s): ]—Pj ——1
/ /
ou:

+ s est 'abscisse curviligne de T',,
* [ la longueur du fond de fissure T, .

e % (® 2 ()

Pt
it . S

O.

s =0 s=I1 T, [

Figure 2.3-b : Polyndmes de Legendre

Dans Code_Aster, on se limite 8 Deg, ,.=7 comme degré maximal.

Les fonctions de formes p,(s) sont associées a la discrétisation de T, .

(9
4,(9) /K(s) /"’<
k=1 k=2 k=3

Figure 2.3-c : Fonctions de forme du fond de fissure (élements linéaires)

Rappelons qu'on est amené a discrétiser G(s) le long du fond de fissure :
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et a se donner une base de fonctions tests (ei(s))lsisj\/ pour la trace du champ @ sur le fond de

fissure T',.

Il existe donc plusieurs choix possibles de discrétisations, résumés dans le tableau ci-dessous :

Polynémes de LEGENDRE

Fonctions de forme

G s NDEG
) G(s)= Z G,y,(s)

NNO

; G, ,(s)

8(s) YRS -

((pi(s))jsisNNO

Tableau 2.3-1 : Choix de la discrétisation

NNO
NDEG

nombre de nceuds du fond de fissure I',

degré maximal des polynbmes de
NDEG<Deg,, .=7

LEGENDRE choisi par [l'utilisateur

Dans la commande caALC G (cf. [U4.82.03]) les mots-clés LISSAGE THETA et LISSAGE G
permettent de choisir la discrétisation de § etde G(s).

Les options disponibles dans Aster sont résumées dans le tableau suivant :

0(s)

Polynémes de LEGENDRE Fonctions de forme

Polynémes de | ,TSSAGE THETA = ‘LEGENDRE’
Glg) | HEEELRE LISSAGE G = ‘LEGENDRE’

(1°" cas)

LISSAGE THETA = ‘LAGRANGE’
LISSAGE G = ‘LEGENDRE’
(2™ cas)

Fonctions de

Non disponible
forme

LISSAGE THETA = ‘LAGRANGE’
LISSAGE G = ‘LAGRANGE’
‘*LAGRANGE NO NO'

(3%™ cas)

Tableau 2.3-2 : Options de discrétisation de Code_Aster

2.3.2 Premier cas (LEGENDRE-LEGENDRE)

G (s) est décomposé suivant les polynémes de Legendre :
NDEG

Gs)= 2 G,¥,(s)
=
La base des fonctions tests pour 0 (s) est définie a partir des polynébmes de Legendre : 0 (S)

O=[(0'€®:0'(s).m(s)=w,(s),i=1,..., NDEG)

Les NDEG composantes G, sont déterminées en résolvant le systéme linéaire a NDEG
équations :
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NDEG

2.3.3

a,G,=b,,i=1, NDEG
j=0 '

a,=[ vi(s)y,(s)ds
avec r,

b,=G(0")

Les polyndbmes de Legendre formant une base orthonormée sur I',, on a aij:éij et le systéme

linéaire se résume donc a :
NDEG

G]:G(Gj) et donc G(s)= Z G(Gj)yj(s).

Second cas (LEGENDRE-LAGRANGE)

G(s) est décomposé suivant les polynémes de Legendre :
NDEG

G(s)= Z G,y,(s)

La base des fonctions tests pour e(s) est définie a partir des fonctions de forme des NNO nceuds
du fond de fissure :

0=(0'€0®:0'(s).m(s)=w,(s),i=1,..., NNO|

ou ;(s) estlafonction de forme du noceud i du fond de fissure.

On aalors NNO équationsa NDEG inconnues :

NNO

Y. a,G,=b,i=1,NNO
j=0

ay=[ y,(s)0,(s)ds

avec T,

h,=G(6)

Dans ce cas, on doit avoir NDEG <NNO , soit NDEG <min(7, NNO) ou NNO est le nombre
de noeuds du fond de fissure.

2.3.4 Troisiéme cas (LAGRANGE-LAGRANGE)

G(s) est défini par les fonctions de forme des NNO noeuds du fond de fissure :
NNO

G(S)=§,) G,p,(s)

La base des fonctions tests pour e(s) est définie a partir des fonctions de forme des NNO nceuds
du fond de fissure :

0=(0'€®:0'(s).m(s)=,(s),i=1,..., NNO}
ou «,(s) estlafonction de forme du nceud i du fond de fissure.

Le systéme a résoudre est le suivant :
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NNO

Y. a,G,=G(0") (i=1,...,NNO)
j=0

a\;ec ay:f Q)i(s)q)j(s)ds

Eléments linéaires :

Si on a des éléments linéaires :

1
@:(x)=L(1-x) 1
m Elément de référence
1
@,(x)==(1+x) 0
? 2 2 0 1
Ay = G ap=0,sij=2

ay = Jods)o (s)ds= [ @,(s)o,_,(s)ds

Si-i

S.—S +1 S.—S +1 ] ]
i Si-1 i~ Si-1 2
= 2% (o (x) . (x)de=" [ (1 —x ) dx=L(5—s.
2 'l:(pl<x>(pl—1(x) X 2 _1;4( X ) X 6 (Sz St—l)
S8 ' 2 Si+]_si+1 2
a; = > f(Pz(x)dx+ 2 f(Pl(x)dx
—7 -1
+1 +1
Si_Si— 1 Si _Si ]
= TIL[]4—(1+x)2dx+%_1Z(]_x)zdx:_[(si+1_sl)+(Si_Sl—l)]

i-1 i i+1

Figure 2.3-d : Fonctions de forme linéaires

Dans le cas d’un fond ouvert, la matrice Ay. s’écrit donc :

2(s,—s,) (s,—s,) 0 0 0 0
(52_51) 2(53_51) (Ss_sz) 0 0 0
] 0 (s;=s,) 2(s,=s,)  (s,7=s5) 0 0
5l 0 0 (s,—s;,) 2(s,—s,) 0 0
0 0 0 0 v 2(s,—s, ) (s,—s, ;)
0 0 0 0 o (s,=s,,) 2(s,—s, )

En revanche dans le cas d’'un fond fermé, la condition sur le second membre b,=b,, implique que
G=Gyo -
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Pour obtenir que G,=G yy, , il faut rajouter des termes & la matrice du systéme linéaire A, surla
premiére et la derniére ligne.

2(52_51)+2(5n_5n—1) (52_51) 0 0 (sn_sn—l) 0
(s,—s,) 2(s,—s,)  (s3—s,) 0 0 0
1 0 (s;—s,) 2(s,—s,) (s,—s5) ... 0 0
6 0 0 (s,—sy) 2(s,—s,) 0 0
0 0 0 0 v 2(8,—5,.,) (s,—5s,.4)
0 (52_51) 0 0 (Sn_snfl) 2(52_51)-'-2(511_51171)
Eléments quadratiques :
Si on a des éléments quadratiques :
1
P, (x)=5 x(x=1)
1
®,(x)=5x(x+1)
®;(x)=(1—x)(I+x)
Figure 2.3-e : Fonctions de forme quadratiques (Elément de référence)
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I faut distinguer nceud sommet et nceud milieu.

* j = nceud sommet :

Aii—y = G apy=0,81j=3
ay = [ols)p,,(s)ds=[ @(s)@,_,(s)ds
r, Si2
(8,—5,25) (8,—5,_5) iy 272
= ———— ) o,(x)p,(x)dx=———"=] Zx"(x"—1)dx
2 f ! 2 2 4
- _(Si_si72)
30
S _S
Aii-1 = f@i(s)(Pi it ds—f(Pz $)@,_(s)ds=——— f(Pz
r,
(S‘_S'—z) +]] 2 (S'_S'—z)
= ——— | =x(x+1)({—x)dx=——"=
2 ‘[;2 15
o—g .t o gt
_ S8 2 i+27 S 2
a = 3 L[(pz(x)d)ﬁ- +2 l[1([)1(35)6113521_5(Si+2_Si2)
Figure 2.3-f : Noeud sommet
* i =nceud milieu :
Aoy = ey =0,81j=2
i (80,75, (80,75, Tl
ain = [ TS ()@ (x) dv= =S [ S (= 1) (=) (14x) d
.y —1
_ (80 ,—5;_,)
15
_ Sj‘/ 2 _(Si+1_si)+] 2
a;; = P; (S>dS—TJI (/—x) <]+x) dx_ﬁ( Si1— S )
S, -1
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Figure 2.3-g : Noeud milieu

La matrice Aij s’écrit :

4(S3_S1) 2(S3_S1) _( ) 0
2(s,—s,) 16(s,—s,) 2( ) 0
_(33_S1) 2(53_S1) 4(55_S1) 2(55_53) _(55_53) 0
2( ) 0

(s5=s;) 0

] 0 0 s;—s;) 16(s,—s;) 2(s,—s,)

30 0 0 —(s5=s5)  2(s;=s;)  4(s,—s,)
0 0 0 0 0 —(s,—s, ,)
0 0 0 0 0 2(s,—s, )
0 0 0 0 0 4(s,—s, )

Cas particulier : s, ,—s,=cste=1[=longueur d’'un élément

1

- | € noeud sommet de bord
2 16 2 0 0 ...|€¢ noeud milieu

-1 2 8 2 —] ... |€ noeud sommet

Dans le cas d’'un fond fermé, on rajoute des termes a la matrice du systeme linéaire pour respecter la

condition G, =G yy, . La matrice 4, s'écrit :
4(53_S1)+4(SW_S7172) 2(53—s,) _(s3_51) 0 _(Sn_an) Z(Sn_sn72) 0
2(s,—s,) 16(s,—s,) 2(s,—s,) 0 0 0 0
_(53_31) 2(53_51) 4(55_51) 2(55 53) _(55_53) 0 0
J 0 0 2(s5—s;) 16(s5—s;3) 2(s5—s3) 0 0
30 0 0 —(s5=s;) 2(s,—s;)  4(s,—s,) 0 0
0 0 0 0 0 0 —(8,—5,_5)
0 0 0 0 0 0 2(s,—s, ,)
0 2(53_51) _(53_51) 0 0 0 4(53_S1)+4(Sn_5n—2)
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2.3.5 Troisiéme cas (LAGRANGE NO NO-LAGRANGE)

Cette méthode est issue de la méthode Lagrange-Lagrange mais elle est simplifiée : on remplace la

résolution du systéme linéaire en multipliant les valeurs G(0') par un coefficient de pondération.

G,=,G(0")

Figure 2.3-h : Méthode « nceud par nceud »

De plus si G(Gi)zcste =b,Vi etquel'on considére un G constant par élément (cette méthode n'a
pas de signification vectorielle), on a :

*noeud sommet de bord : 31—0(4+2—1)G=b soit G:%b

enceud sommet : 31—0(—1+2+2+8—1)G=b soit GZ%b

+—0—+—0—+—0—+—0—+

| N

ob 3b  3b
[ /4 21

o 3
enceud milieu : 30(2+16+2)G—b soit G—21b

Ce qui donne dans le cas ou les éléments n'ont pas de longueurs constantes :

6
enoeud sommet de bord : O.,=7—= ou Xy=
! (33_51) : (SN_SN—Z)
_ 6 6
*nceud sommet : par exemple ;= s )+ (5=5) (5:=3))
3 1 5 3 5 1
it 0(——6
SO (Si+2_Si—2)
' 3
ou encore : (x,:( _S)N(x,
i+1 i
d milieu : 0(——3
nceud milieu : &;= 2(Si+1_si)

Pour activer cette méthode il faut préciser dans CALC_G :show

LISSAGE G = ‘LAGRANGE NO_NO’
LISSAGE THETA = ‘LAGRANGE’

2.3.6 Correction des valeurs aux extrémités du fond de fissure
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Lorsque le fond de fissure débouche, un traitement supplémentaire particulier est réalisé.
Il a été observé pour les lissages de type Lagrange (et ses variantes) que les valeurs numériques des

G(ei) pour i=1 et i=n sont particuliéres « fausses ». Cela est probablement di a l'ordre de la
singularité qui n'est plus en -1/2 a proximité des surfaces libres. En effet, I'ordre de la singularité aux
bords dépend de v (et de l'angle entre le fond de fissure et surface libre et de I'angle entre la

normale a la surface de la fissure et la normale a la surface libre). Méme pour une fissure dans un
plan orthogonal a la surface libre et débouchant de maniére orthogonal, la singularité n'est pas -1/2 si

v#Q.

Afin d'améliorer les résultats aux points du bord, on procéde a une modification des G( ei) pour i=1
et i=n pour le lissage de LAGRANGE-LAGRANGE et & une modification directement des G(s;) pour
i=1 et i=n pour le LAGRANGE NO_NO-LAGRANGE, uniquement pour I'option CALC_K_G. On modifie
également les Kf(ei), j=I1,1I,1ll. Ce traitement est fait méme si des conditions de symétrie sont

appliqués sur les bords du fond (alors que dans ce cas, l'ordre de la singularité est bien en -1/2 et
aucun traitement ne serait nécessaire).

Lissage LAGRANGE-LAGRANGE et maillages linéaires

On fait I'hypothése que G(s,)=G(s,)=G(s;)=G, et que G(s,)=G(s,_,)=G(s,_,)=G,. Alors
en multipliant la matrice 4 par le vecteur G(s) on obtient :

G(el):%(SZ—SI)G

a

G(QZ)_z(s3 5,)G,
n—1 1
Glo ):E(Sn—sn,z)c;b
n 1
Glo ):E(sn—sn )G,
soit G[0')=G(07 12250 o Gl =[] LS Su)
8378, (Sn—sn_z)

Lissage LAGRANGE-LAGRANGE et maillages quadratiques

On fait I'nypothése que G(s,)=G(s,)=G(s;)=G, et que G(s,)=G (s, ,)=G(s,_,)=G,. Alors
en multipliant la matrice 4 par le vecteur G(s) on obtient :

Glo'|=¢(5-5,)6,
Gl0*|=2(s,-5)6,
Glo" =2 (5,5, G,
Glo|=2(s5,~5,)G,

Soit G(el):%G(ez) et G(en):%G(e"_l)

Lissage LAGRANGE NO_NO-LAGRANGE
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On fait une extrapolation linéaire entre les 2éme et 3éme points du fond (resp. entre les 2 avant-
derniers points du fond). Soit :

(s,—s,) (5,—S,1)
G(5)=G(s,)+ =[G (s5;)=G(s,)] et G(s,)=G(s,_)) (G (5,5)=G(s,))]
(55—s,) (8, 5=5,1)
2.4 Implantation de G en thermo-élasticité linéaire dans Aster
241 Types d'éléments et de chargements
Dans Code Aster, il est possible de calculer en thermo-élasticité linéaire le taux de restitution
d'énergie en 2D (G(0)) et en 3D (valeur locale G(s)) a laide de la commande CALC G
[U4.82.03].
Le champ de propagation virtuel de la fissure @ est calculé automatiquement dans la commande
CALC_ G a partir des informations fournies par I'utilisateur.
Ces calculs sont valables pour les modélisations suivantes :
*D_PLAN (fissure maillée ou non maillée)
*C_PLAN (fissure maillée ou non maillée)
*AXIS (fissure maillée ou non maillée)
*3D (fissure maillée ou non maillée)
et pour les chargements thermo-mécaniques suivants :
* [, champ de forces volumiques appliquées sur () (charges mécaniques du type PESANTEUR,
ROTATION, FORCE INTERNE),
+ g, champ de forces surfaciques appliquées sur une partie § de § () (y compris sur les lévres
de la fissure : PRES REP, FORCE_FACE),
T, champ de température (transmis via le champ matériau: AFFE MATERIAU /
AFFE _VARC),
« ¢, champ de pré-défomation (PRE_EPST ).
Ces chargements peuvent dépendre du temps et de I'espace. On ne tient pas compte du terme di
aux déplacements imposés sur S, , il ne faut donc pas imposer de conditions de Dirichlet sur les
lévres de la fissure.
Les caractéristiques du matériau (£ v, (x) peuvent dépendre de la température T et de I'espace
tout en restant constantes par éléments.
En outre, un champ de contrainte initiale ¢’ peut étre pris en compte.
2.4.2 Environnement nécessaire
Fissure maillée :
Pour le calcul du taux de restitution (option CALC_G), il faut caractériser préalablement la fissure via le
concept de type fond fiss (en 3D: liste ordonnée des noeuds du fond, mailles de la lévre
supérieure et la lévre inférieure ; en 2D : noeud de fond de fissure et normale a la fissure), avec la
commande DEFI_FOND_FISS [U4.82.01].
Lorsque que la fissure est disposée le long d'un axe de symétrie, on peut se contenter de ne
représenter que la moitié du modele, et préciser la symétrie du chargement par le mot-clé SYME dans
DEFI_FOND FISS. Par défaut, on suppose qu'il n'y a pas de symeétrie. Si le modele présente une
symetrie, CALC_G la détecte automatiquement via le concept fond fiss.
Fissure non maillée (méthode X-FEM) :
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En 2D comme en 3D, la fissure doit étre définie, pour le calcul mécanique et pour le post-traitement, a
l'aide de la commande DEFI_FISS XFEM. Le mot-clé FISSURE doit étre renseigné dans CALC G.

Si la fissure n’est pas maillée, il n’est pas possible de prendre en compte les éventuelles symétries du
modéle par rapport aux levres de la fissure.

Le calcul de G se fait en post-traitement, uniquement a partir du champ de déplacement solution du
calcul sur le modéle considéré. En particulier, la densité d'énergie libre et les contraintes sont
calculées a partir du champ de déplacement et des caractéristiques du matériau.

2.4.3 Calculs des différents termes du taux de restitution d’énergie
L'expression compléte de G(G) est donnée au [§1.3]. Nous allons détailler chaque terme. Le champ
0 est nul en dehors d'un disque de rayon R, (s) défini dans le chapitre 3 [Figure 3.3-a].
Remarquons que comme tous les termes font intervenir @ ou son gradient, les termes élémentaires
sont nuls en dehors de ce disque de rayon Rsup(s) . Dans la commande CALC_G, il n'est ainsi pas
nécessaire de préciser les chargements qui ne s'appliquent pas dans cette zone.
2.4.3.1 Terme classique élémentaire
TCLA=0'Uul,pep’/—t]J(€ (u),T)ek,k
La densité d'énergie élastique ¥ (&(u), T') s'écrit en thermo-élasticité linéaire :
*en 3D et en AXIS:
1 2
‘I’(e(u),T)ZE?\(sﬁ) tHE e,
*en déformations planes :
(] —V)E 2 2 vE E 2
Y(e(u), T)= g€,t+¢e,)+ €, €, F——¢e,,—Y
(&(w).T) 2(1 +v)(1—2v)( ) (I+v)(1=2v) ™ (14v) ™ "
*en contraintes planes :
E 2 2 vE E 2
Y(e(u), T)=————(c +e&, )J+—¢ € + €,—W
2(1-v) =) T (1)
_ 9 2 2
avec ‘I’,h—SKO((T—T,Aé/)s”—EKO( (T—T,)
ou:
3K = E A= vE 2u= E
1-2v (14+v)(I1—2v) I+v
E : module d'YOUNG
v : coefficient de POISSON
A, u : coefficients de LAME
o : dilatation thermique
La densité d’énergie élastique  (&(u),T) peut s'écrire de fagon générale sous la forme :
1 > 21
Y (e(u), T)ZEK(skk—SO((T—Tréf)) +T €,y
2_3 p_p t 2= 1 5
avec eeq—z g, € et £,=¢, 3 €4 Oy
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2.4.3.2

2.4.3.3

2.4.3.4

2.4.3.5

. 2 I 2
soit equE(SEUev—e i)

2 M2
) e ey

et ¥(e(u),T) i3

I 9

EKs,ik—SK(x(T—Tref)ekk+5K0(2(T—Tréf
Ay -3K«(T-T,,) 2k (r-r.,)
Zakk HE;E; X ref ) €k 3 x réf

Terme force volumique
TFOR=f;u;0, ,+ f; +Oxu;
Terme force surfacique

00
ek,k_a—nk
k

TSUR=g, ,0,u,+g;u,

Remarque :

Dans ce terme surfacique on a des dérivations normales a la surface qui n'ont pas de sens pour
les éléments de peau utilisés dans Code_Aster. On a donc recours a la géométrie différentielle et
aux dérivées contravariantes pour mieux appréhender cet intégrande sur la surface de calcul (cf.
[Annexe 2]).

Terme thermique

THER=-2YT L0,

oT
oY 1 dK(T do(T
2 w712 LD 77, -3+ S5 -7, ) =377,

Terme de pré-déformations et contraintes initiales

TINI=[o €0 ,~A} oo o,

i,k iipg = pq

On peut remarquer que si g=() alors TINI=0

Remarque 1 :

Comme le reste de cette documentation, la présence de contraintes initiales n'est valide que dans
le cas de [l'élasticité, et ici méme isotrope linéaire. Pour étre activée, il faut donc étre dans une
relation de comportement incrémentale (COMPORTEMENT) avec une relation ELAS. Il n'est pas
possible de fournir un champ de contraintes initiales dans un quelconque autre cas.

Remarque 2 :

Compte tenu de la difficulté de validation, il n'est pour l'instant pas possible de cumuler pré-
déformations (chargement sous le mot clé PRE-EPSI ) et contraintes initiales (mot clé
SIGM INIT de CALC G ). Les calculs de G en présence d'un état initial peuvent étre effectués
avec une fissure maillée ou bien une fissure non-maillée.

Remarque 3 :
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Dans tous les cas, ce champ de contraintes initiales doit étre AUTO-EQUILIBRE , en absence de
fissure, avec les seules conditions limites. L'utilisateur pourra (devrait...) vérifier que son champ
de contraintes initiales est licite en l'appliquant dans le mot clé ETAT INIT de [opérateur
STAT NON LINE , avec un comportement élastique incrémental ( COMPORTEMENT, RELATION
= 'ELAS' ), avec les seules conditions limites ; le résultat mécanique doit étre le méme champ
de contrainte sans déformations supplémentaires.

Remarque 4 :

Le champ de contraintes initiales devra avoir été utilisé préalablement dans le calcul thermo-
meécanique. La démarche de calcul du taux de restitution d'énergie en présence de contraintes
initiales est présentée Figure 2.1 . On se réferera également au cas test dédié.

ETAPE 1 . Creéation du charmp de contraintes initiales

CREA CHAMP=(x A DEFINIE SUIVANT LES SITUATIONS »)

ETAPE 2 : Verification que le champ de contraintes initiales est auto-equilibre

ETAPE 3 : Calcul mécanique avec contraintes initiales et fissure

Chat getment

STAT MNON_LINE

= — ot
Elasticité isotrope Fissure )z 20

ETAPE 4 : Calcul du taux de restitution d’ énergie en présence de fissure et de contraintes initialed

CALC &= (...
SIGM INIT= F (SIcGM= o)

)

Figure 2.1 : Démarche de calcul en présence de contraintes initiales.
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2.4.4 Normalisation du taux de restitution d’énergie dans Aster
2.4.41 Axisymétrie

G(G) tel qu'il est implanté ici, calcule la restitution de I'énergie dans la cinématique définie par 0 . I
peut étre nécessaire de le normaliser (a la main ! ce n’est pas fait automatiquement dans le
code) pour pouvoir comparer a une valeur intrinséque au matériau, notamment en axisymétrique.
Considérons le cas d'une fissure inclinée, dont le fond de fissure est a une distance R de l'axe de
symétrie :

Y A

\

>
X

Figure 2.4.4.1-a : Fond de fissure en axisymétrie

Dans Aster, I'axe OY est I'axe de symétrie en modélisation 'AxIS' et le taux de restitution de

I'énergie calculé est :
aw
SO=="ar

ou W estI'énergie potentielle par unité de radian.

Or la valeur intrinséque du taux de restitution d'énergie est :

aw

— totale
="
ou:
* W ... €stl'énergie potentielle totale,
* dA estla variation de surface de la fissure.
avec : Wzatale:2T( W
dA=21t Rdl

W e, AW dl _ 1 dW

d'ou : =TT =
dA dl dA R dl

1
et donc G:E G(0) en axisymétrie.

2.4.4.2 Autres cas

En dimension 2 (C_PLAN et D_PLAN), le fond de fissure est réduit & un point et la valeur de G (0)
est indépendante du choix du champ 0 (avec Q€® et O unitaire au voisinage du fond de fissure).
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G=G(0) , YVoe0O
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3

Introduction du champ o dans Aster

3.1 Conditions a remplir
Le champ @ est un champ de vecteurs, défini sur le solide fissuré, qui représente la transformation
du domaine lors d'une propagation de fissure au sens du [§1]. La transformation ne doit modifier que
la position du fond de fissure et pas le bord du domaine §() , c'est-a-dire: 9. n=0 sur (n
normale a § () ). De plus, le champ @ doit étre régulier sur () [bib4].
En raison de la singularité du champ de déplacement, il est intéressant du point de vue numérique
d'utiliser des champs @ constants dans un voisinage de I',, annulant ainsi dans ce voisinage les
termes singuliers ¢ 0, ,—o,u; ,0, , dans G(0).

3.2 Choix du champ 0 en dimension 3

3.21 Méthode de construction
On doit construire un champ @ vérifiant :

0,=0.n=0 surle bord du domaine § Q (nestla normale a5 Q)
=0, donné sur le fond de fissure T',
ou @ représente latracede @ sur I',.
On se donne deux surfaces torique 7 et § (cylindres déformés) entourant le fond de fissure T',.
Pour vérifier la premiére condition ci-dessus, il faut en particulier veiller a ce que la couronne § soit
strictement incluse dans () .
Figure 3.2.1-a : Construction du champ 0 en 3D (vue d’ensemble)

On note RW(S) le rayon variable de 7' et Rsup(s) celuide §.
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Figure 3.2.1-b : Construction du champ 0 en 3D (plan de coupe)

En tout point de I',, repéré par son abscisse curviligne s, on peut définir un plan normal P dans
lequel le champ @ estintroduit de la fagon suivante :

*0,(r(s))=0,(s) pour 0<r(s)<R,(s)

*0,(r(s))=0 pour r(s)=Ry,(s)

» 0, varie linéairement par rapport au rayon 7 (s) dans la couronne S(R,,(s)\T (R, (s))
- 0, estcontinudans S(R,(s)).

Cette maniére d'introduire @ est géométrique. Elle revient a se donner deux rayons Rmf(s) et
Rsup(s) , et a effectuer des calculs de distance d'un point courant au fond de fissure pour déterminer
la valeur de 0 en ce point.

3.2.2 Algorithmes de calcul

Le module |9| du champ @ étant donné sur tout le fond de fissure I', (par l'utilisateur ou par la
méthode @ , voir [§2.3]), le probleme est de déterminer le champ @ (norme et direction) en tout point
du domaine Q) .

On note |
pour le i -€éme nceud du fond de fissure.
La procédure de calcul du champ @ en tout pointde () estla suivante :

., R, et Rsup,- respectivement I';, le module du champ @, les rayons R, et Rsup

*Calcul du champ 9 en chaque pointde I', : le module |9|[ étant donné, le probléme est de
déterminer la direction de @ . 0 doit étre localement dans le plan tangent aux lévres de la
fissure et normal a I'aréte a laquelle il appartient. O étant calculé aux nceuds, dans le cas
général (fond de fissure non plan) la direction de @ sera moyennée sur les 2 arétes de I,
ayant le nceud en commun.
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Figure 3.2.2-a : Construction du champ O en 3D (normales)

Soient F', et F', deux faces appartenant aux lévres de la fissure et comprenant les arétes
successives T, et T, de I',. On calcule d'abord la normale n, al'aréte T, dans le plan de la
face [, puislanormale n, alaréte 1, dansle plan de la face F,.

n
n, et n, étant des normales unitaires, on en déduit n= puis 0(M)=|0(M )|n pour

MerT,.
On considére que les faces F'; sont droites :

*Dans le cas ot [; est un triangle, le plan de la face F'; est défini.

«Dans le cas o [, est un quadrangle, on découpe F', en 2 triangles F';, et F,,. On doit alors
calculer les équations des deux plans contenant les faces [';, et F';, et faire deux calculs
de normale par aréte 7', .

Ce calcul nécessite de connaitre les faces appartenant aux Iévres de la fissure et comprenant une
aréte de I',. Dans Code_Aster, I'utilisateur rentre tous les éléments surfaciques appartenant aux

leévres de la fissure. Ces faces figurent dans un ou plusieurs groupes de mailles et sont décrites dans
les connectivités des éléments de surfaces. L'algorithme trie ces faces pour ne conserver que celles

ayant 2 sommets sur ', . Les étapes de I'algorithme sont les suivantes :
*  Pour chaque nceud de I',, on extrait les mailles appartenant aux lévres de la fissure,

* De ces mailles, on tri celles ayant deux nceuds sur I’
* Onrécupére le type de la face (TRIZA ou QUAD) et on calcule I'équation du ou des plan(s)
tangent(s),
« Pour chaque aréte de I', de sommets N,, N,,, calcul des normales n;,, 1, ,,,
Ry et Mgy
Enfin, @ est calculé suivant I'algorithme suivant :
ni:1_<ni,1+”i,z)
2
0(N,)=|0];n,

Boucle sur les sommets N, de T, :

Fin de la boucle sur les sommets N, de T,
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LUES
n;
n il nl +1,2
® [ ]

/Ni Ni+]\

Figure 3.2.2-b : Notations des normales au fond de fissure

*Calcul de la projection I', de chaque pointde () :

Pour chaque nceud M :

*Récupération des coordonnées de M

*Boucle surles nceuds N, de I', k=1, NNO—1
Récupération des coordonnéesde N, et N, ,
Calculde N N, N M

S, =
O ING N

/s,<0:5,=0
[s,>1:5,=1

Calcul des coordonnéesde M,:OM,=ON,+s,N,N,.,
Calcul de d,=d (M ,M )
Fin boucle
*Récupération de | tel que di:mkin(dk)
«Connaissant i, on récupére N,;, N, ,, s, etla projection M de M sur I', telle que:
N,M=s,N,N,,,

*Calcul du champ g en chaque point de O:

Boucle sur les noeuds M
«Calcul de la projection M de M sur T, (cf. ci-dessus : donne N, N, ,,s;)
«Calculde d=d (M , M)
«Calcul de (M) par interpolation linéaire :
G(M):(]_si)e(Ni)+Sie(Ni+1)
«Calcul de Rl.nf(sl.) et Rsup(si) par interpolation linéaire :
R, (s)=(1-5)R, +5R

inf infi+1
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R[,(S:):(] Si)Rsupi+SiRsupi+1

I Si d>Rg,(s) , 6 (M)=0
_ | sid<R,(s), 0(M)=0(

I Si Ry(s)<d<Rg,(s) , a= et 0 (M)=(1—-x)0 (M)

Fin boucle

Figure 3.2.2-d : Calcul du champ 0 en 3D

3.3 Choix du champ o0 en dimension 2

Il s'agit d'un cas particulier de la dimension 3. I', se limite a un point, I'utilisateur choisit les rayons
R, et Ry, lemodule @ en fond de fissure |0 ,| etlechamp @ est construit de telle sorte que :
0 (r)=0 si r=R,
0 (r)=|0,|n si r<R,,

R
0 (r)=—22"

—se | ,ln si R, <r<R
_ f sup
Rsup Ri’!f

Pour vérifier la condition 0 .p=0 sur § (), il faut en particulier veiller a ce que la couronne de
rayon Rg,, soit strictement incluse dans () .

lel

0 Rinf R A

sup

Figure 3.3-a : Calcul du champ 0 en 2D

3.4 Autre méthode

L'utilisateur peut entrer lui-méme le champ @ , en utilisant la commande CREA CHAMP [U4.72.04] de
Code_Aster qui permet d'affecter @ noeud par nceud ou par groupe de nceuds.
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