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Loi de Mohr-Coulomb

Résumé :

Ce document présente la méthode de résolution de la loi de Mohr-Coulomb dans Code_Aster.
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1.1 Données générales

Contraintes principales (dans cet ordre)

Module d'Young

Coefficient de Poisson

v

B E Module de compressibilité élastique
AT
G= E Module de cisaillement élastique

“201+v)
® Angle de frottement interne du matériau
P Angle de dilatance du matériau
c Cohésion du matériau
s=sin ()
t=sin |

I, trace o) Contrainte moyenne

3 3

p<0 Conventiqn de signe pour la contrainte en
compression
o Tenseur de prédiction élastique des contraintes
ce=e‘+de’ Tenseurs des déformations totale, élastique et
incrément de déformation plastique
d ethrace(d 8‘”] Incrément de la déformation plastique volumique
de’ Incrément de la déformation plastique déviatorique

de’=dg” _Tv 1

de”:||de”||:1/%de”.de”

Norme de lincrément de déformation plastique
déviatorique, ou incrément de déformation
équivalente

1.2 Convention sur les notations tensorielles

Les vecteurs des déformations et des contraintes dans la base principale (d,,d,, d3) sont notés :

O,
et 0={0, (1)
O,

Le tenseur d'élasticité C permettant de relier ¢ et o dans la base principale, tel que o= .¢ s'écrit:

Manuel de référence

Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)




Code_Aster ‘detaut

Titre : Loi de Mohr-Coulomb Date : 30/05/2016 Page : 4/21
Responsable : KHAM Marc Cle : R7.01.28 Revision :
adaab31bf743
4 2 2
K+-—G K—=G K-—=G
3 3 3
2 4 2
C=|K—=G K+-G K—=G 2
3 3 3 @
2 2 4
K-—=G K--G K+-G
3 3 3

Avec K le module de compressibilité élastique et G le module de cisaillement élastique. Les déformations
et les contraintes sont des tenseurs symétriques d'ordre deux. On exploite généralement cette symétrie (six
composantes indépendantes) en les représentant par des vecteurs de dimension six résultants de la projection
de ces tenseurs dans des bases appropriées.

Les déformations et les contraintes données en entrée et produites en sortie de la résolution de la loi de

comportement sont exprimées dans la base orthonormée des tenseurs symétriques d'ordre deux, notée b :

e®e,

e®e,

e®e.
e Qe te Qe
b=| 2 (3)
e Qe +e Qe

V2

e,Qe +e®e,

V2

Ou représentent les vecteurs unitaires de la base orthonormée cartésienne globale, supposée

fixe. L'expression condensée des tenseurs des déformations et des contraintes projetés dans la base b
s'écrit :

e.e e,

Exx OXX
gyy ny
8ZZ OZZ
€=V2¢, | et O=\20,, )
V2 €, V20 e
\/E 8XZ \/E GXZ

Cette écriture fait apparaitre un terme en \E devant les composantes croisées. Elle permet de :
* Exprimer le tenseur d'élasticité d'ordre quatre de 81 composantes par un tenseur d'ordre deux de 36
composantes ;
*  Symétriser ce tenseur d'élasticité.

En effet, en notant 0,=C €, , sa forme projetée dans la base b devient 6,=C,

jE/ , ou on a l'expression
suivante pour C :
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yzxx yzZyy yzzz yzxy

C xxyy C yyy C yyzz
c=| Cow  Cup  Ca V20,
\/E nyxx \F2 CX)")TV \/E Cx.vzz 2 me’
2¢,., V2c,, V2C.. 2C,.,
Vac . V2c,, J2C. 2cC

J2c
\/5 erx}r \/E C yyxz \/E C

XxXxz

\/E C ZzXz

2C
2C
2C

xyxz

XzZXZ

yzxz
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@c'

xxyz

yyyz
\/E C zzyz
2C

xyyz

2C

xzyz

2C

yzyz

La forme condensée (5) n'est pas commode a utiliser a cause de la nécessité de manipuler les termes en \5
lors des opérations matricielles. On lui préfére une autre écriture, basée sur la projection dans la base dite de

Voigt, notée b et ayant I'expression suivante :

e ®e,
ey®ey
e Qe,

S
[l

eQe,
e Qe.

e ®e,

L'expression condensée des tenseurs des déformations et des contraintes projetés dans la base de Voigt b

s'écrit :

Exx Oxx
EW O,V)’
é = 8zz t (~)' = 0zz

e | € o
xy Xy
€, O,

€ o

Xz

i

(7)

Cette écriture permet de s'affranchir des termes en \/5 devant les composantes croisées, et est plus
commode a utiliser au cours de la résolution numérique de la loi de comportement.
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2 Formulation en termes de contraintes principales

Cette formulation n'est valable que sous I'hypothése d'une isotropie du matériau [79, 82]. En effet, cette
condition est nécessaire pour garantir que la méthode de retour radial préserve les directions principales. Son
intérét réside dans le fait quelle simplifie I'écriture des équations et autorise de ce fait des méthodes de
résolution trés performantes (car quasi-analytiques).

Le comportement élastique est purement linéaire.
La surface de charge est caractérisée par six plans dans I'espace des contraintes principales |0, O0,, 03) .
Chacun de ces plans est caractérisé par une équation du type :

F5|0,,05/=0,—0,+(0,+05|sin p—2ccos p=0 (8)

Ou @ et ¢ sont des données matériau et caractérisent respectivement I'angle de frottement interne et la
cohésion du matériau.

La loi est non associée et le potentiel d'écoulement plastique G, associé a la surface de charge [F'; s'écrit
de la méme facon :

GB(OI,03):01—o3+[01+03}sinw—20005w 9)
Ou ) est une donnée matériau et caractérise I'angle de dilatance du matériau.
Lorsque Y= , la loi d'écoulement plastique devient associée.

Une représentation graphique de la surface de charge de Mohr-Coulomb dans l'espace des contraintes
principales se trouve sur la figure 2-1 et dans le plan 1t sur la figure 2-2.

On observe que les six plans s'intersectent deux a deux suivant une aréte anguleuse, et se rejoignant au
sommet du cdne caractérisé par I'équation :

p=ccot(¢, (10)

Ces arétes, au nombre de six, ainsi que le sommet du céne, forment des singularités qui posent des problémes
d'intégration numérique, car les dérivées de la surface de charge ne sont pas définies a ces endroits. On
discutera plus loin des méthodes permettant de résoudre cette difficulté.

TRESCA — —MOHR -COULOMB

Figure 2-2: Représentation de la surface

—_ ,:,—1 de charge de Mohr-Coulomb dans le
plan T des déviateurs des contraintes
Figure 2-1: Représentation de la surface de charge de (tout vecteur représenté dans ce plan
Mohr-Coulomb dans I'espace tridimensionnelle des correspond a une contrainte
contraintes principales déviatorique).
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3 Intégration locale de la loi de Mohr-Coulomb

Le taux de déformation plastique est donné a l'aide de la formule de Koiter :

aG]_ m
0C _;dxjncj (1)

Ou m caractérise le nombre de mécanismes actifs, égal a un, deux ou six suivant les situations suivantes :

dSPZidkj
=

* la contrainte finale se situe a l'intérieur de la surface de charge, le point est régulieret m=1 ;
» la contrainte finale se situe sur une aréte du cone, le point est singulieret m=2 ;
* la contrainte finale ne se situe ni a l'intérieur de la surface de charge ni sur une aréte. Elle est alors
projetée au sommet du cone, le point est singulier et m=6 ;
La contrainte finale G* est calculée a partir d'une prédiction élastique notée ¢ et d'une correction

o‘=C.d¢e? de sorte que :

0'=0‘-do‘=0°~C.de"=0"-) d\,C.ng, (12)

Jj=1
Les multiplicateurs plastiques d?\j sont calculés en injectant I'équation (12) dans I'équation (8), ce qui donne :

> d?\v/{(C. ngl,—C.ng |, +|(C.ng ), +|C. nG_j]3) S}ZGT—U§+(UT+ o%)s—2ccos (13)
j=1
Dans ce qui suit, on détaille les expressions correspondant aux différentes situations mentionnées plus haut. La
procédure de résolution est rappelée dans le synoptique de la figure 3.3-1.

3.1 Cas ou un seul mécanisme est actif

On détecte que la prédiction active un critére quand :

F13(0”]:0f—0§+(0f+0§)s—2ccoscpZO (14)

On a l'expression suivante pour la normale :

n,=(t+1 0 t—1) (15)
Et donc :
C.nG:2< K+g 1+G (K—%G)t K+§ t—G> (16)
Que l'on introduit dans I'équation (13), qui devient :
4d NG+ K+g ts|=0]—0%+ of+0§)s—20coscp (17)
D'ou on déduit le multiplicateur plastique :
e FB((re)+
41G+ K—i—% ts 19)

Ou <>+ désigne la partie positive d'une grandeur. On obtient finalement :
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o o) .
i . i <\F13(0 )>+ 2
0, (=10, — G K_?TG t
0‘; 0‘§ 2G+2|K+—|ts
3 G G
K+—|t—
3
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(19)

Si on décompose le taux de déformation plastique en une partie déviatorique sfztrace(d e”) et une partie

P
sphérique de”:dg”_T"l ,ona:

de’=2td \
de'=dn|Lter =2 L,
3 3 3

Soit I'expression suivante de l'incrément de déformation équivalente :

de’=d t*+3

3.2 Cas ou deux mécanismes sont actifs
3.2.1 Formulation de la solution

On vérifie que ¢ obtenue a partir de I'étape précédente (19) vérifie toujours :

+ + +

Si ce n'est pas le cas, alors il convient d'activer deux mécanismes de la fagon suivante :

l6i>0i20! = FetF,, actifs |LEFT]
lcﬁ20§20§ = FetF,, actifs [RIGHT]

(20)

(21)

(22)

(23)

La définition des mécanismes LEFT et RIGHT est purement conventionnelle, et obéit a la logique géométrique

représentée dans la figure 3.2.1-1.

0'1
RIGHT
01202203 01203202
/
0'2 0'3

Figure 3.2.1-1: Définition des mécanismes LEFT et

RIGHT
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On a les expressions suivantes pour les normales :

np=t+1 0 (=1 nl=lt+1 =1 0 n2=0 1+1 -1 (24)
Donc :
c.ni=2(|k+S |+ |k-26G|r |k+%)i-G
3 3 3
C.nlcf:2< K+g t+G K+§ t—G (K—%G)t (25)
C.n?:2<(K—%G " K+% e K+§ t—G>

On introduit ces expressions dans I'équation (13). Pour le mécanisme LEFT, on obtient le systéeme suivant a
résoudre :

4d 0" G+ K+% ts|+2d \P|Gl1—t—s|+ 2K—g)ts]:Fl3(oe)
(26)
2d 0| G1—t—s|+ 2K—§ ts|+4d WP G+ K+% rs}:FB(oel
Pour le mécanisme RIGHT, on obtient :
13 G 12 G e
4d K" GH| K+ |ts [+2d 17| G L+r+s+| 2K =1 s =F,lo°l
(27)
2dk13{G(1+t+s)+ 2K—g ts|+4d 07| G+ K+g ts|=F,lc°
Pour la mise en ceuvre algorithmique, il est plus agréable de réécrire (26) et (27) comme suit :
Ad N +B™*d)’=F,lc°]
side 1 2 [ _e (28)
Bdr'+4d )\ =F,lo]
Avec les multiplicateurs plastiques suivants :
d\”> |LEFT]
g et d1=
dN =dA\ N2 [RIGHT] (29)
Pour les surfaces de charge :
F LEFT
F =F, et F,=" % [ ] (30)
F,, |RIGHT]
L'expression de A4 :
A=4|G+ K+g ts (31)
Et I'expression de B*“ :
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G
2|G1—t—s|+ 2K —2=|ts [ LEFT |
side
B= (32)
2{G(i1+z+s1+ 2K—3Q ts| |[RIGHT]
La solution du systéme d'équations (32) existe si et seulement si son déterminant est non nul, soit :
A Bside ide 2
det=|" . = A —B" [ %0 (33)
B A

On peut montrer que cela n'arrive jamais pour des valeurs « physiques » des paramétres K , G, @ et V.
On a alors comme solutions :

. AF,lo‘|-B™F,lo¢

dn =
( e) delside ‘ e] (34)
det
Pour le mécanisme LEFT, on obtient finalement :
G 2
K+—|t+G K—=G|t
+ e 3 3
or1={cS—2d A" (K—3—G t 1—2d N K+3-|1+G (35)
o] |03
K+g t—G K+g t—G
3 3
Et pour le mécanisme RIGHT :
G
K+3— t+G K+—|t+G
o1 |oi 2 G
ol 1=tos—2d \" (K—3—G ¢ |—2d\"? K+3-|t=G (36)
+ e
S5 03J
k+&li—c k-2 )z
3
Ou encore, en simplifiant I'écriture :
o'=0"-2d A\ v, -2d v} (37)
Avec les multiplicateurs plastiques suivants :
2_|d\? [ LEFT|
AM=d\P et dh'=
b =d d\”? [RIGHT] (38)
Et les vecteurs :
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K+§m+G ) G G
((K—3—Gt K+3-|t+G | K+37]t=G | LEFT |
v'=l |[Kk-2G|t | et vi= (39)
3 G G 2
G K+3-|t+G |K+37|t=G |K-T G|t [RIGHT |
K+—|t—G
3
De la méme facon, le taux de déformation plastique s'écrit :
de’=2tld N +d 3} (_th §+1 é—l) | LEFT |
rogatlley T2 L _qlegn? B (40)
der=dhiz+l == F=lpdMle L 22U (RiGHT)
3 3 3
Soit I'expression suivante de I'incrément de déformation équivalente :
d "=\l d 1 P+ld 02F) [ 243]+(=Pesignx 61 +3)d 0 d 32 (41)
. _|-1 | LEFT|
A sign= )
vee S0 11 [RIGHT

3.2.2 Choix du deuxiéme mécanisme

On propose un critére simple et purement géométrique pour déterminer a coup sir si le deuxieme mécanisme,
au cas ou il serait activé, se trouve a gauche (LEFT) ou a droite (RIGHT). On définit le vecteur 7.
perpendiculaire a la direction d'écoulement comme représenté dans la figure 3.2.2-1, de la maniére suivante :

[r—l [t+1
—2 (=tsln = n?: 0 (42)
t+1 r—1

La droite passant par 0 et paralléle & n , représentée en pointillés, caractérise les états de contraintes tels
que 0 .1,=0 . On a donc le choix suivant :

* Si 0.1;,>0 etqu'un deuxieme mécanisme doit étre actif, ce mécanisme est nécessairement situé a
droite, soit le mécanisme RIGHT;

* Si 0.1;<0 etqu'un deuxieme mécanisme doit étre actif, ce mécanisme est nécessairement situé¢ a
gauche, soit le mécanisme LEFT;
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o.t. >0
®
N0t =0
o.t, <0 n. !\ o,
. .
RIGHT
0'12 0'3202
24 A
0’2 0'3
Figure 3.2.2-1: Critére de sélection des mécanismes LEFT et RIGHT
3.3 Cas de la projection au sommet du céne
On vérifie que o' obtenue a partir de I'étape précédente (35) ou (36) vérifie toujours :
0,>0,>0, (43)
Si ce n'est pas le cas, alors il convient d'effectuer une projection au sommet du céne d'équation :
p.=ccoto (44)
On impose donc :
t_ e JZ—
p =p —Kde :=ccotg
. . (45)
o:=pl
De la méme fagon, le taux de déformation plastique s'écrit :
de"=d\'ng+d M ng+d \n) (46)
Soit :
1 [ .
de’=2tld\'+d 2 +d 7\3)=Etp —ccot gl
(47)
t -2t ¢ 2| t t —2t 3 =2t ¢t t
de’=d\|z+1 ——= ——1|+d\|5+1 -1 —=|+d\'|—— =+1 —=-1
3 3 3 3 3 3 3 3 3
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Contrainte finale ¢ = c°

Retour radial avec
1 mécanisme
= o =c°—drn,

A-t-on toujours
o, 2o 2o, 7

Retour radial avec

2 mécanismes

— choix de RIGHT ou LEFT ?
= o =c°—diln' — diAZ n2

A-t-on toujours
o, o, oy ?

NON

Oul

Jacobien T = C*
Sortie LdC.

\

Retour radial au sommet
=c =p'1

3

Contrainte finale c”

MaJd V.= V,=|&,°| V.=INDPLA
Jacobien T = C® + CP

Sortie LdC.

Figure 3.3-1: Synoptique de résolution de la loi de Mohr-Coulomb
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4 Expression de la matrice tangente consistante dans la base
principale
4.1 Cas ou un seul mécanisme est actif

La matrice tangente cohérente T dans la base principale est obtenue en dérivant I'équation (19), ce qui
donne :

K+—|t+G
. 2d Flo°] 2 B 2d F5lo°)
do =C.de — K—;Gt =C.de Tvt (48)
G
K+—|t—G
3
Sachant que :
K+—|s+G
dF lol=dot—d oi+ d0f+d0§)s=2 (K—%G s |.de=2v .de (49)
K+g s—G
On obtient :
do'=|C——=v,®v |.de

Ou A est donné par I'équation (22).

4.2 Cas ou deux mécanismes sont actifs

De la méme fagon, la matrice tangente cohérente 7 est obtenue en dérivant les équations (34) et (38), ce qui
donne :

side

4
do'= C_d— vy +r’evi— Y (v;®v§+vf®vl,) de
et (51)

T
Ou A estdonné par I'équation (31), B*“ par (32), det par (33)et v par (39).

4.3 Cas de la projection au sommet du cone

D'aprés I'équation (45), on a trivialement 7=0.
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5 Expression de la matrice tangente consistante dans la base
globale

Le paragraphe §4 permet de construire la matrice tangente consistante dans la base principale, notée T . Il

convient désormais de ramener cette matrice dans la base globale (cartésienne), que I'on notera T .

Remarque importante :

Il est a noter que la construction de cette matrice tangente consistante est une étape cruciale a la fois pour la
robustesse et la performance de I'algorithme :

* Premierement, il est parfaitement connu qu'une telle matrice permet un taux de convergence
quadratique pour le processus de Newton ;

* Deuxiemement, cette matrice rend compte de la rotation des directions principales au cours d'un
incrément. Sans elle, la formulation de la loi de Mohr-Coulomb en termes de contraintes principales
décrite au paragraphe §2 ne serait pas compléte, puisque les contraintes principales, maintenues fixes
au cours de l'intégration locale de la loi (§3), ne pourraient pas tourner au niveau global de la structure.

Dans ce paragraphe, on décrit en détail la méthode permettant de construire 7 a partirde T .

5.1 Quelques résultats sur les tenseurs symétriques isotropes d'ordre
deux

On définit par §° I'espace des tenseurs symétriques d'ordre deux dans I'espace vectoriel de dimension n=3,
etlestenseurs Ye§° et Xe§° tels que:

Y(X]:$»S° (52)
La fonction tensorielle Y(X] est dite isotrope si :

R.Y|X|.R=Y|R.X.R' (53)
Quelle que soit la rotation R . L'hypothése d'isotropie implique que Y et X sont coaxiaux, c'est-a-dire qu'ils
posseédent les mémes directions principales d _, , ;. On note :

3 . ) 3 (54)
Y(X):Z ya[dCL®dCLJ:Z yO(EO(

a=1 a=1

Ou yazya(xl,xz,x3) et x, représentent les valeurs propres de ¥ et X , respectivement.

5.2 Dérivée d'une fonction tensorielle isotrope d'ordre deux

On suppose que la fonction tensorielle isotrope Y | X | est différentiable par rapport & X , et on définit sa
dérivée D telle que :

W dY[X]
DIX|¥—1T— (55)
dX
Appliquée a I'équation (41), on obtient I'expression suivante :
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3 dy 3 8y d x
X|=) |E,®@==2+y, =", Z «F ®—2 (56)
a=1 dX dX a=1 d X p= ﬁxﬁ dX

5.2.1 Cas bidimensionnel de type contraintes planes (C_PLAN)

En dimension deux (cas C_PLAN), [|'équation caractéristique del[X—xaI]ZO donne une équation
quadratique des valeurs propres x,_,, de X du type suivant:

x§—11x0+12:0 avec a=1,2 (57)
Avec :

I,=trace| X|=X,+X,,

‘ (58)
IzzdefLX):Xquz_Xlsz
La résolution du probléme spectral donne aisément les solutions suivantes pour les valeurs propres :
L+ I1-41,
xl——2
. (59)
xz—f
Et les vecteurs propres, tenant compte de la multiplicité des valeurs propres :
E X+(xa— 11) 1
= S§I X;#X
a 2x(,~_11 1 2 (60)
E =1 SI X, =X,
En particulier, Carlson et Hoger montrent que si x,#Xx, ,ona:
dx,
=E, (61)
dx

En utilisant les équations (59), (60) et (61) dans (56), on obtient I'expression de la dérivée D(X}, tenant
compte de la multiplicité des valeurs propres :

2

N [ —E,®E,~E,0F }+Zzay“E ®E, si x#x,
X, —X m1ho1 0X
Y1 V1 V1 .
— I+ I®I ST X=X
(ax1 ox,| ° 0dx, b
Avec la matrice identité 1 :
I )gjk/zéiké_jl (63)
La matrice de transposition (I,)[/kl=6i,6_/,( et la matrice de symétrisation 7 ¢, telles que :
5)=7 Lrer)= lié,-ké_,»l+6,-, 84 (64)
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Remarque :
On remarque que le terme RAIR I,—EQ®E —E,® Ez] dans la dérivée D[ X | de la premiére équation
X177 X,

e (62) exprime la rotation des directions principales dans le plan.

5.2.2 Cas bidimensionnel de type déformations planes (D_PLAN) et axisymétrique
(ax1S)

La direction hors-plan =3 étant fixe, I'expression de la dérivée D(X\} s'obtient a partir du cas précédant.
En effet, en isolant le terme o.=3 dans I'équation (56), on a I'expression suivante :

2 3
‘ d d 0 d x;
DIX=X |y dE“+ ay"'E Rl +Z Wap olh,3 0 p o050
D, X — DX

Ou DZD(X] est donnée par I'équation (56). Le terme complémentaire D3(X] s'écrit, en tenant compte de la
multiplicité des valeurs propres, de la fagon suivante :

: 8y 03 0y;
Z “E®E+3 = E®F, |+=—E,8 E, Si X, #X,
- X, X
D, X|= 3 (66)
8)/1 0y, 0y, . _
I ,9E;+—E;®I +—E3®E3 S X=X,
0 X, 0x, ox
Ou Ip est la matrice de la projection orthogonale de I, dans le pIan(ex,e},) :
1 S
I= 2—[6,k61,+6 O, sii,j, k,1€[1.2] 67)
0 sinon

5.2.3 Cas tridimensionnel

En dimension trois, I'équation caractéristique det(X—xaI,‘JZO donne une équation cubique des valeurs
propres X,_;,3; de X dutype suivant:

xo— I xe+1,x,—1,=0 avec a=1,2,3 (68)
Avec :
IIZtrace(X)
Izzg[trace(X'z—trace(:XZH (69)
I,=det| X|

La résolution du probléme spectral donne aisément les solutions suivantes pour les valeurs propres :
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x,=—2v0cos g +=1
+2
x,=—2v0cos 8 3 i el (70)
0—2m 1
x,=—2+0cos +—
’ 3 3
Ou Q et O sontdonnés par :
2 1| R
0= L7310 o 9=cos™ 5 (71)
9 VO
Avec :
3
J— + J—
R= 2011+91,1,-271, 72)
54
Et les vecteurs propres, en tenant compte de la multiplicité des valeurs propres :
Xo 2 13 .
«=T3 7 217 X +(x(l—II)X+—I S X7 X, 7 X,
2xu._ 1 XoH 15 @ (73)
E,=I-E, S X, #Xg
E =1

Si X =X,=X;4
Dans la deuxiéme équation de (73), E(X est calculé a l'aide la premiére équation. Sans donner les étapes
intermédiaires de calcul, la dérivée D{X) , en tenant compte de la multiplicité des valeurs propres, s'écrit
finalement :

3 2
Y dX”_

aZ::1 (x(l_xﬁ)(’x d X (x|3+xy)ls

(2xc,~—xﬁ—xy EG®EQ—(

Xy

=Xy
ﬁ_xy)(

E®E,—EQE,) si x#x#x,
3 3 aya
D(X|= +;b:1_abe”®E” (74)
d X’ .
Sld—X—SzIS—S3X®X+S4X®I+SSI®X—S6I®I SI XqF Xp=X,
0y, 0y 0y,
— I+ I1®1
ox, o0x,| ° 0x,

SI X\ =X,=X;
Ou [a, B, y} correspond a une permutation cyclique de (l, 2, 3‘] . I et I sontdonnés par les équations

(63) et (64), respectivement. En remarquant que X est un tenseur symétrique, il faut prendre garde a
appliquer I'opérateur de dérivation symétrique pour I'évaluation de

ax:
dXz) _dlx
ijkl

7x » Ce qui donne la forme suivante :
1

d X

mj

__(6ik 6lm-'-éil 6km)‘)(m'.i- - {6/111(6 ‘l+6m16k‘)
1 kal 2 Y J Y (75)
:5(6ilej+6i1ij+6leik+6ijil)
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Enfin, les expressions de s,_, ¢, sont les suivantes :

s YTy 1 [0y, 0y
U olxe—x,f xa—xy|0x5 Oxy
— + 0 0
S2:2Xy Ya yy2+xu. xy yy_ yy
(xg—xy]" Xa=Xy|0xp Ox,
S3:2 yﬂ_y}’3+ 1 5 aya_'_ay)’_aya_ay)’
(xa—xy) (xa—xy) axy ﬁxa Gxa ny (76)
s :2x yu_yy + 1 aya_ayy + x)’ ayon_'_ay)’_ayo(_ayy
! Hxg—xy) Xemxy|\0xy Oxp) [x,—x,[|0x, Ox, Ox. Ox,
Sszzxy y‘l_y)’3+ 1 ay}’_ay)’ + xy 5 aya_l_ay)’_aya_ay)’
(xu_xy) Xe—Xy|0Xx, OXxp (x(x_xy) ox, 0x, 0x, O0x,
2
S6:2.X§,,y[x_yy3+ XXy _ ayo(_'_ayy . Xy . aya_'_@yy _X(X+xy 6yy
(‘xa_xy] ‘x(x_xy) Ox, 0Xx, (Xa—xy) 0x, Oxy| Xx,—x, 0xg
ou [O(,B,y] correspond & une permutation cyclique de (1,2, 3.
Remarque :
On remarque que le terme suivant (tout sauf trivial) :
3 2
Ve dX
- —(xg+x | I —(2x,—x3—x,|E,QF,,
az_:l(xa—xﬁj(xa—xyj dX [y | i) (77)

—(xﬁ—xy)(EB@Eﬁ—E@Ey)]

Qui apparait dans la dérivée D|X| de la premiére équation de (74) exprime la rotation des directions
principales dans l'espace tridimensionnelle.

5.2.4 Application au cas de Mohr-Coulomb

La transposition des formules précédentes a la mise en ceuvre numérique mérite quelques précisions. On a
tout d'abord les correspondances suivantes :
__~pred __ _pred .
* X=¢ et x,=e;
+

. Y=g et Ve=0g 5
~ pred o ypred .
© E=dled! ™
0
. [T](x [g=a—% est la matrice tangente consistante dans la base principale calculée au paragraphe §4 ;
Xp
La notaton 7 indique que l'on travaille avec des grandeurs « prédites » données en entrée par le
processus de Newton, la notation ~ avec des grandeurs issues de la résolution locale de la loi de

comportement, et la notation  avec la base de Voigt. On notera que les directions principales prédites ;lim’
sont figées au cours de la résolution locale, ce qui est cohérent avec I'hypothése d'isotropie adoptée (voir les
explications du paragraphe §5.1).

Disposant de toutes ces informations a l'issue de la résolution locale de la loi de comportement, on en déduit la

matrice tangente consistante 7= D exprimée dans la base de projection b définie au paragraphe §1.2 :

» L'équation (62) dans le cas bidimensionnel en contraintes planes (C_PLAN) ;
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+ L'équation (66) dans le cas bidimensionnel en déformation plane (D_PLAN) ou axisymétrique (AXIS) ;

» L'équation (74) dans le cas tridimensionnel (3D) ;
La seconde information importante concerne la convention d'écriture des différents tenseurs. En effet, par
souci de généralité, la notation utilisée pour les tenseurs dans tout le paragraphe §5 est la notation classique,
faisant apparaitre des tenseurs jusqu'a I'ordre quatre. Cette écriture est impropre a la résolution numérique, ou
I'on préfére utiliser des notations condensées rendues possibles par le fait que I'on travaille avec des tenseurs
symétriques d'ordre deux (contraintes et déformations le sont toujours). On distingue deux formes de notations
condensées correspondant a deux bases de projection (voir §1.2) :

« La base orthonormée b des tenseurs symétriques d'ordre deux. C'est dans cette base que sont
données les contraintes et les déformations a l'entrée et a la sortie de la résolution locale du
comportement ;

* La base dite de Voigt b , beaucoup plus commode a utiliser lors de la résolution numérique locale du
comportement car elle évite d'avoir a manipuler des coefficients en \/5 lors des opérations

matricielles ;
Le schéma de résolution est résumé dans la figure 5.2.4-1.

Input: 6,AE — 6°,& — o', ¢

Reésolution locale
de la loi de comportement

Output: o, &, A’ — & ,¢&

¥

Calcul de la matrice
tangente consistante :
C_PLAN, DPLAN, AXIS, 3D ?

e ~ co
0 .8 = E |T)p=7"
CEp
~+ e 3 [ 50;‘
o .£€.E,.T = (T ==
Y fe,

Output: T — T

Figure 5.2.4-1: Processus de résolution de la
loi de Mohr-Coulomb. Mise en évidence de
I'écriture dans les différentes bases de
projection.
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