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Loi de comportement CAM CLAY

Résumé :

Le modéle de Cam-Clay est un des modéles élastoplastiques le plus connu et le plus utilisé en mécanique des
sols. Il est spécialement adapté aux matériaux argileux. Il y a plusieurs types de modéles Cam-Clay, celui
présenté ici est le plus courant et est appelé Cam-Clay modifié. Ce modeéle est caractérisé par des surfaces de
charge écrouissables en forme d’ellipses dans le diagramme des deux premiers invariants des contraintes. A
lintérieur de ces surfaces de réversibilité, le matériau est élastique non linéaire. Il existe de plus, en un point
de chaque ellipse, un état critique caractérisé par une variation de volume nulle. L'ensemble de ces points
constitue une droite séparant les zones de dilatance et de contractance du matériau ainsi que les zones
d’écrouissage négatif et positif. L'écrouissage est régi par une seule variable scalaire et la régle d’écoulement
normale est adoptée.
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1 Notations

o désigne le tenseur des contraintes effectives en petites perturbations définies comme étant la

différence entre les contraintes totales et la pression de I'eau dans le cas des sols saturés, noté sous
la forme du vecteur suivant :

On
02
033
V2 (O
V2 Oy
V2 O3
On note :
=—2urlo]
P= _Et” o) contrainte de confinement
s=0+ PJ déviateur des contraintes
IZZ%Z‘F'S.S) deuxieme invariant des contraintes
O=0, :\/3Tz contrainte équivalente
€ :% Vut+rV7ul déformation totale

e=g,te,teg, partition des déformations (élastique, plastique, thermique)

Ev:—tr(s I+3 (x(T—TO) déformation totale volumique

El;:—l‘r(ng déformation plastique volumique
S=ec+ % e, 1 déviateur des déformations
§e=g—¢” déviateur des déformations élastiques

déformation plastique déviatorique

déformation élastique équivalente

déformation plastique équivalente
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e indice des vides du matériau (rapport du volume des pores sur le volume des grains solides)

€, indice des vides initial
¢ porosité (rapport du volume des pores sur le volume total)

k coefficient de gonflement (pente élastique dans un essai de compression hydrostatique)
M pente de la droite d’état critique

(1+e,)

0 K

P variable interne du modéle, pression critique égale a la moitié de la pression de consolidation

cr

cons

A\ coefficient de compressibilité (pente plastique dans un essai de compression hydrostatique)

_<1+€o)

(A=x)

p coefficient élastique de cisaillement (coefficient de Lamé)
f surface de charge

/A multiplicateur plastique

7% tenseur unité d’ordre 2 dont le terme courant est 0,

Ij tenseur unité d'ordre 4 dont le terme courant est 6,
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Introduction

2.1

2.2

Le modele décrit ici est le modéle dit de Cam-Clay modifié. Le modeéle initial de Cam-Clay a été
développé par I'école de mécanique des sols de Cambridge dans les années 60. Il prédisait des
déformations déviatoriques trop importantes sous chargement déviatorique faible, et a été modifié par
Burland et Roscoe en 1968 [bib1].

Phénoménologie du comportement des sols

Les matériaux poroplastiques tels que certaines argiles se caractérisent par les comportements
suivants :

la forte porosité de ces matériaux provoque des déformations irréversibles sous chargement
hydrostatique correspondant a une réduction importante de la porosité. Ce mécanisme purement
contractant est parfois appelé « collapse »,

sous chargement déviatorique, ces matériaux montrent une phase contractante suivie d’'une phase ou
le matériau se déforme a volume plastique constant ou se dilate.

Pour les deux types de chargement, I'énergie bloquée dans le matériau évolue en fonction du nombre
de contact entre les grains. Pour un chargement hydrostatique, le nombre de contact augmente, ainsi
que I'énergie bloquée, on a donc écrouissage positif. Pour un chargement déviatorique, le matériau
peut se déformer sans variation de volume a nombre de contacts intergranulaires constant. De plus,
on peut observer dans les essais des localisations de déformations accompagnées d’une forte
dilatance. Dans ces zones, le nombre de grains en contact diminuant, il y a diminution de I'énergie
bloquée et donc adoucissement.

Ces comportements sont mis en évidence essentiellement par des essais triaxiaux de révolution. Ces
observations aménent a postuler qu’il existe un seuil plastique dont I'évolution est gouvernée par deux
mécanismes : 'un purement contractant associé a la contrainte hydrostatique, et un mécanisme
déviatorique gouverné par le frottement interne se déroulant a volume constant et éventuellement
dilatant a I'approche de la localisation.

Tout I'intérét du modéle de Cam Clay réside dans sa faculté a décrire ces phénomenes avec un
minimum d’ingrédients et notamment une seule surface de charge et un écrouissage associé a une
seule variable scalaire.

Comportement sous compression hydrostatique

Lors d'un essai de compression hydrostatique, les sols présentent un indice des vides qui décroit
logarithmiquement avec la pression hydrostatique exercée (cf. [Figure 2.2-a]). €, étant l'indice des

. . o s . 0
vides initial sous chargement initial. Jusqu’a une pression P

cons

appelée pression de consolidation,
le comportement est réversible, la pente x du diagramme (e,Ln P) est appelé coefficient
élastique de gonflement. P?,Om
de son histoire. Au dela de cette préconsolidation, le diagramme présente une nouvelle pente A
(coefficient de compressibilité) plus marquée et I'apparition de déformations irréversibles. p°

cons
correspond donc a un seuil élastoplastique évolutif.

correspond a la pression maximale qu’a subie le matériau au cours

Manuel de référence Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



Code_Aster ‘Qeéﬂﬁﬁ

Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 7/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision
5d50a8aea622
e
€o

Ln Pa Ln R{L"\ Ln Pflm LnP

Figure 2.2-a : Essai de chargement-déchargement hydrostatique

Remarque :

Le diagramme ci-dessus correspond a un ensemble de mesures ou la contrainte effective est stabilisée. En
effet, dans le processus de consolidation des sols, c’est 'eau contenue dans les pores qui reprend d’abord la
pression hydrostatique avec trés peu de déformation, avant de s’écouler et laisser le squelette se déformer.
Aprés consolidation du matériau et stabilisation de la pression de I'eau, la contrainte effective (contrainte totale
moins pression de I'eau) est stabilisée et reportée sur le graphe. Les relations de comportement dans les
milieux poreux saturés s’expriment généralement avec les contraintes effectives suivant I'hypothése de
Terzaghi.

2.3 Comportement sous chargement déviatorique

Les essais triaxiaux de révolution permettent de contréler a la fois la composante déviatorique (O et
la composante sphérique P du chargement. Suivant le rapport de ces deux composantes, on

observe un comportement plastique purement dilatant (L>M) ou contractant (
P_Ptrac
%<M ), la droite Q=M |P_,—P, .| représentant 'ensemble des points critiques sur les

trac
surfaces de charge ou I'état mécanique évolue sans changement de volume plastique. Le modéle de
base de Cam Clay fait I'hypothése que les taux de déformations plastiques sont normaux a la surface

0
de charge f ( sp—/l 85’ = 6{2 . De plus, le travail plastique en un point quelconque de la

surface de charge est considéré égal au travail plastique a I'état critique.

Manuel de référence Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code_Aster ‘detaut

Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 8/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision :
5d50a8aeab22

Loi de Cam Clay modifiée

3.1 Hypothéses de modélisation
Le modele est écrit en petites perturbations.
Les coefficients du modéle ne dépendent pas de la température.
3.2 Surface de charge
L'expression de la surface de charge s’écrit de la fagon suivante :
— 2 2 2 2 .
f(P,Q,P,)=Q°+M?*P-P, ["=2M*(P=P,  |P, <0 éq 3.2-1
Dans le plan (P, Q) , 'expression représente une famille d’ellipses, centrées sur Pcr qui est liée a
la pression de consolidation: P, =2P_ —P, (cf. [Figure 3.2-a). P, sera le paramétre
d’écrouissage du modéle.
RN
Pm P:’rﬂ Prr\ P;mu | Pu | P
Figure 3.2-a : Famille de surfaces de charge écrouissables
Quand =0 et P—P,  <P_ le matériau est dilatant (£”<0) et P, est décroissant
(adoucissement).
Quand f=0 et P—P, >P_ le matériau est contactant (&”>0) et P, est croissant
(durcissement).
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3.3 Loiélastique et loi d’écrouissage

On fait I'hypothése du découplage de la loi élastique en partie hydrostatique et déviatorique et
I'hypothése supplémentaire que le module de cisaillement est constant.

On considere donc une loi élastique isotrope, avec une partie déviatorique linéaire et une partie
volumique non-linéaire :

Partie déviatoire :
& =— éq 3.3-1

Partie volumique :

, é
85_
l+e,

ou e=e,—k Ln si P <Pconsolidation éq 3.3-2

cam

La loi [éq 3.3-2] est en fait dérivée d’'un essai oedométrique ou I'on mesure la variation de I'indice des
vides en fonction du chargement [Figure 2.2-a]. Rappelons qu’'un essai oedométrique homogéne
consiste a augmenter la contrainte effective axiale tout en maintenant la déformation radiale nulle sur
une éprouvette cylindrique.

Remarque :

Les pressions P correspondent a des essais drainés ou non. Néanmoins, dans une
modélisation avec le Code_Aster les contraintes manipulées dans les lois de comportement
sont effectives c’est a dire qu’on ne prend pas en compte la pression hydrostatique du fluide
qui peut circuler dans les pores, celle-ci étant calculée dans les modélisations THM.

Les essais de chargement volumique (cf. [Figure 2.2-a]) nous amenent a la loi élastique suivante :

(l—i—eo) )
ko PHE = (kg Pyt K, |oxp o (5= 5,)] avee ky=—— 69 3.3-3

De méme, la croissance de la surface de charge en phase de contractance, sa décroissance en
dilatance, et les résultats expérimentaux suggérent d’écrire :

(1+e0)

éq 3.34
(—x) d

PWZPSrexp[k(ef—efo) , avec k=

efo et e, correspondent a la déformation volumique et a 'indice des vides initiaux, déterminés par

extrapolation de la courbe de I'essai oedométrique a la pression K (cf. [Figure 2.2-a]).

cam

Manuel de référence Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code_Aster ‘?!ﬂﬁft

Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 10/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision

5d50a8ae3622
3.4 Loid’écoulement plastique

3.5

Les deux variables plastiques sont la déformation plastique volumique ef et le tenseur déviatorique
des déformations plastiques 7 . La variable interne est également ef mais associée a la force
d’écrouissage P, .Le matériau est standard non généralisé. La régle d’écoulement s’écrit :

el=4=L af L él=— 4 oF , éq 3.4-1
oo’ Y oP,,
A étant le multiplicateur plastique.
En décomposant le premier terme, on obtient :
. 0 tp . - OF
el=4 or & —f el=—f— éq 3.4-2
oP 455 P,
sachant que :
P=—ltr(a) et SVZ—U"(E))+3(X T-T, éq 3.4-3
3

Fest le potentiel plastique associé au phénomene d’écrouissage. Notons que la troisiéme partie de
[éq 3.4-2] n’est que formelle. En effet, on connait éf par la premiére relation donc on connait

I'évolution de P,

Ecriture énergétique et module d’écrouissage plastique

On est donc dans le cadre de « matériaux standards non généralisés » (on utilise alors ftrois
potentiels : la surface de charge f , le potentiel plastique F , et I'énergie libre 7 . Méme dans
cette configuration moins favorable que le traditionnel cadre des matériaux standards non généralisés,
on est assuré de satisfaire au second principe de la thermodynamique [bib4]. A l'aide de la condition
de consistance (exprimant que le point représentatif du chargement « suit » la surface de charge) qui
s’écrit de la maniére suivante :

df_afdp+ggdg+aag dP, =0 | éq 3.5-1

on détermine I'expression du multiplicateur plastique [bib4] :

_1of, 1 af
A= do o dP.,

&q 3.5-2
H, oo €q 3.5

4 cr
avec [bib4] :

g oof o’y OF
p_apcr agpz aPcr

, ou H » est le module d'écrouissage éq 3.5-3
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L'identification de la premiere et troisieme partie de [éq 3.4-2] permet de calculer F qui s’écrit :

F=—{ ﬂdPC,:MZPC,(Pcr—szrzP

5P rac éq 3.5-4

La notion d’écrouissage étant associée a celle d’énergie bloquée :

_Oy A ,
Cr—a—g‘lj donc chr %dfiv éq 3.5-5
ou  estla densité d’énergie libre :
P 0
=2 (g, Pt exp(kye) +—Lexp (k (el — ) 64 3.56
1,//—2/1 €y A expl k€, A e,7€& q 3.

0
En utilisant les [éq 3.4-2], [éq 3.5-4] et [éq 3.5-6], on peut tirer d’aprés [éq 3.5-3] I'expression du
module d’écrouissage plastique :
of 0*w OF

g =9/ oy

= P—-P
PToP, 5.7 0P,

P

trac cr

=4kM*(P-P

PC

éq 3.5-7

trac

Le module d’écrouissage est positif en phase de contractance (P—P >P

wac= L o] €t négatif en phase

de dilatance |P—P, <P_|.Pour P—P, =P_ , le comportement est plastique parfait et se

trac trac cr
déroule a volume plastique constant.

3.6 Relations incrémentales

L’équation [éq 3.4-3] et la condition de consistance donnent les relations d’écoulement :

1 1 1 0
deP=—| =—— dP+ d 4q 3.6-
k|| P, PP, Mmp-P, |P, © ©q 3.6-1
1 0 o
de? =— dP+ d 6q 3.6-2
“ k MZ(P_Ptrac Pcr M (P Ptrac P P_Ptrac Pcr Q eq
3 s
P .
de —dgeq > Q éq 3.6-3
Le réarrangement des [éq 3.6-1] et [éq 3.6-2] conduit a :
de?
= Q éq 3.6-4
d&‘f M ( P - Ptrac - Pcr

c’est-a-dire avec I'équation [éq 3.6-3],
g’ _3 s
de? 2 M*(P—P

] éq 3.6-5

trac

Cas particulier du point critique :
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Pour /=0 etP—P, =P, : P,=0, £¢’=0. On en déduit, en considérant la loi ¢lastique :

P=kyP¢, . La condition de consistance nous donne O =0 .

trac

3.7 Résumé des relations de comportement
Elasticité
§s=2u&° éq 3.7-1
— e KCam e S~
P=P,exp (k,4e)+ . exp(kodav —1) éq 3.7-2
0
Plasticité
Le critere : |0, P, =Q2+M2(P—Ptmc)z—ZMz(P—Ptmc P_=0 avec (Qzaeq)
of [10f a 30f s
oo 30P 2000 €q 3.7-3
donc :
Z;p:?) AS éq 3.7-4
P 2 .
85_/1 M (P_ Ptrac_ Pcr €q 3.7-5
Ecrouissage
Py .
P |el|=P, exp\klel—e, éq 3.7-6
Comportement élastique : Si /<0 alors:
P_.=0 éq 3.7-7
&l =0,67=0 éq 3.7-8
s=2u¢ éq3.79
P=[kyP+K )¢, éq 3.7-10
Comportement élasto-plastique : Si f =0 et f:O alors :
P, #0 ; P_=k&fP, éq 3.7-11
¢’=34s si P-P, #P, éq 3.7-12
WD 2 . .
85_/1 M ( pP— Ptmc_ Pcr St P_Ptracipcr eq 3.7-13
s=2pné éq 3.7-14
P=(k,P+K,,|¢, éq 3.7-15
Remarques :
*A partir de la seule inconnue e‘?f , on peut déduire les autres inconnues &P et Pcr .
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Si P~P, =P, :i’=0, 0=P,=0, P=k,P ¢, .
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4 Intégration numérique des relations de comportement

41 Rappel du probleme
Pour un incrément de chargement donné et un ensemble de variables données (champ initial de
déplacement, contrainte et variable interne), on résout le systeme global discrétisé (2.2.2.2-1 de
[bib3]) qui cherche a satisfaire les équations d’équilibre.

La résolution de ce systéme nous donne Au , donc Ae . On cherche donc localement, en chaque
point de Gauss, I'incrément de contrainte et de variable interne correspondant a Ac et qui satisfont
la loi de comportement.

On emploie les notations suivantes: 4™, 4, 44 pour la quantité évaluée a linstant connu t, a
linstant f+4+ 4t et son incrément, respectivement. Les équations sont discrétisées de maniére
implicite, exprimées en fonction des variables inconnues a l'instant ¢+ A¢ .

4.2 Calcul des contraintes et variables internes
La prédiction élastique de la contrainte déviatorique s’écrit :

s°=s +2uAZ éq 4.2-1

or on peut toujours écrire s a l'instant + comme étant :

s=5 +2uAE° éq 4.2-2

Ces deux équations nous permettent de déduire s en fonction de ¢

s=5—2UAE+2pAEC éq4.2-3

ou s=5°—2uAE” éq 4.2-4

En remplacant AZ” par son expression en fonction de Aef , on obtient :

e

S
§= >
3uAeg éq 4.2-5
I +—
M?*P-P, —P.
\ rac cr|
d’ou,
Qe
3pAe? éq 4.2-6
1+—
M?* PP, P
rac cr
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En supposant que ko est indépendante de la température, I'écriture incrémentale de P s'écrit :

cam

P=P exp koai—kosii + exp kosi—koeii -1 éq 4.2-8
P=P_exp[kozlsi + c;’m exp[ko A& —1) éq 4.2-9
AP =P [exp|ky deS |1+ 0’” exp| ko A |~ 1] éq 4.2.10
De méme on peut écrire I'expression de P° en fonction de p-
Pé= P_exp[kodev + sz exp[kozlgv —1) éq 4.2-11
d’ou I'expression de P alinstant + est :
P=Peexp[—kozlaf +—== exp[—kodgf —1) éq 4.2-12

0

Dans l'écriture incrémentale de P
donc I'expression suivante :

le coefficient k& ne dépend pas de la température, on trouve

cr?

P .
P_=P,,exp k(gf—gvo éq 4.2-13
P, =P, exp|kde” éq 4.2-14
AP, =P |explkAe?)- 1 6q 4.215
Résumé :
f|s®, P, P_|<0 danscecas 4P, =0 soit s=g5 +As=5s°
P=P°
fls°, P, P, |>0 danscecas AP, >0 , AzP#0 et Ade’#0
soit s=s5—2uAE”
KCam
P:Peexp{—kozlsf +k—(exp{—kozlsf —1)
0
P,=P_ exp { kA
Remarque :

L’inconnue principale est Ae f .
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4.3 Calcul de I'inconnue 4¢?

En reportant dans le critere les expressions de P et O en fonctionde P° etde Q¢ eten utilisant
I'équation [éq 4.2-6] :

2 3pAe] )
Ql=—|1+—; m*P-P,.|P-P,,.—2P, éq 4.3-1
M (P_Ptrac_Pcr)
2
Q2=—M* 1+3”A85
e K
M? Peexp{—kodgf +kcﬂ(exp[—kodsf —1)—Ptmc—P;exp{kASf
0
éq 4.3-2

P exp| ko de? ~1)-P

trac

[ﬁ( [_k Ne?
+k0 exp o4e,,

—2P" exp [kAaf]

trac

K
Peexp{—k0A35]+kﬂ(exp[—k0Agf]—1)—P
0

Dans le sous paragraphe suivant on détermine des bornes a cette fonction qui facilitent la résolution
de I'équation [éq 4.3-2] avec par exemple la méthode des cordes ou par la méthode de Newton.

44 Détermination des bornes de la fonction

On pose Aafzx l'inconnue du probleme.

On adonc:
K,
P(x) =P° exp(— kox) +k;‘”"(exp(— kox)— 1) éq 4.4-1
0
P_(x)=P_ exp(kx) éq 4.4-2
X
A(x)= 5q 4.4-3
VR T ) =
o° .
— éq 4.4-4
0= 16 A0 g
f|x|=Q% x|+ M?(P(x|-P,, |~ 2M*P(x|-P,, | P [x|=0 éq 4.4-5
Aupoint x=0 ; P(0)=P°; P_(0)=P_ ; 2(0/=0 ; 0[0|=0° 6q 4.4-6
Manuel de référence Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



CO d e_A S te r Version

default
Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 17/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision :
5d50a8aeab22
, 2 ]
f(o):Qe +M2 Pe_Plrac Pe_Ptrac_ZP:’r eq 4.4-7
710)>0
Au point :
2,
P—P,. =P, ; Alx|=o ; Q[x,|=0 et f|x,|=—M?P-P, | éq4.4-8
f(xb) <0
Enx =0; f(0/>0 eten x=x, ; f(xb)<0
On cherche x entre 0 et x,, ; pour le déterminer, on écrit :
P(xb)_Ptmc:Pcr(xb)
<=>P€ k Kcam k P— kDC — Kcam P e
exp(—kyx,)+ . exp(—kyx,)— P, exp(kx,)= + éq 4.4-9

trac
0 k 0

C’est une équation non linéaire en x, , on fait un développement limité d’ordre 1 pour déduire
'expression de x,

Si P°- P, - P, =0 ;x, =0 et Ae’=0

trac

trac

P¢—P_—P
Si k,P+K_,, +kP, #0 ; Xx,= . =
koP"+K,_,,tkP,,

Sinon on fait un développement limité d’ordre 2 et on trouve ;

P°~P,—P

ko P+ K 1y +KP, xb+%(k0Pe+ K., —kP.|x}=0

trac cam

Comme k P +K_, +kP, =0 alors k,P°+K_, - kP, #0

Et on résout

P°—P, P

+%(k0Pe+Kcam—kP;) x2=0

trac

SiP°-P -P, =0 ;x,=0et Ac? =0

_2 Pe _Pc_'r _Ptrac
kg P+ K, — kP,

Sinon X, =%

|P—P

. . . , . trac|
Si ¢ <0 on choisit une valeur pour X, approchée soit x,=

L
ko+k 08

cr

Sinon on a le choix entre deux valeurs de x,
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On fait le test suivant :

-ope-pr-p

si (pe- P.> Rr) alors x, = e B k’“"’ ] ; la solution serait positive ; x>0
P +K_ - kP,
0 cam cr

—2 (Pe_P;r_Ptrac
ko P+K,,,— kP,

; la solution serait négative ; x<0

P°~P, <P,

rac alors X, ==

Si

4.5 Cas particulier du point critique

&

A

OAL 1)

r'r

cors

Figure 4.5-a : Etat mécanique autour du point critique

Si a linstant ¢~ on atteint I'état critique, alors P;=P;, ASfZO et 9" =MP~ . Si
/=0, =0 , alors le point (P,Q) arinstant " se déplace sur l'ellipse initiale (cf. [Figure 4.5-

a]). On déduit immédiatement de la loi élastique et de la condition Asf =0

AP=k, A4 e P éq 4.5-1

Le critére étant vérifié a l'instant ¢+ , on a en utilisant [éq 4.5-1] :
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0 =M?P* (2P, —P*)=M>*(P + AP)(P~—4P)=M>P P (1-k2 463)=0 " (1— k2 4¢?)
éq 4.5-2

D’autre part le déviateur des contraintes peut s’écrire :

s=s5"—2n A8"=5"-2p A%—fzse—mt As éq 4.5-3
s
On en déduit :
I+6 u A:% , éq 4.5-4

et:

S= s éq 4.5-5

4.6 Résumé

La discrétisation des équations et de la loi de comportement de maniere implicite méne a la résolution
de I'équation [éq 4.3-2].

Si P~#P__, alors on résout 'équation [éq 4.3-2] dont I'inconnue est dg” .

On déduit alors :

P =P _exp(kde?),

K
P:Peexp[—kozlgf]+kﬂ exp[—kodgf —1) )
. 0 éq 4.6-1
S
puis §=
3pAe?
MZ(P_Ptrac_Pcr
On déduit enfin :
3 Ae]
AeP=2— s éq 4.6-2
2 M ( P_ Ptrac_ Pcr )
Au point critique :
AszO, PchP; éq 4.6-3

En ce point, il N’y a aucune évolution de I'écrouissage, par contre I'état de contrainte peut continuer a
évoluer soit en contractance, soit en dilatance (la tangente au critére est horizontale). Le nouvel état
de contraintes se déplace sur la surface de charge de I'état précédent.
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5 Opérateur tangent

Si 'option est : RIGI MECA TANG , option utilisée lors de la prédiction, I'opérateur tangent calculé en
chaque point de Gauss est dit en vitesse :

- _— el .
5= Dijaéu

Dans ce cas, D;.,S est calculé a partir des équations non discrétisées.

Si l'option est: FULL MECA , option utilisée quand on réactualise la matrice tangente a chaque
itération en mettant a jour les contraintes et les variables internes :

do i Aiikl dekl

Dans ce cas, Al./-k, est calculé a partir des equations discréetisées implicitement.

5.1 Opérateur tangent élastique non linéaire

La relation élastique en vitesse s’écrit :
6,=—Po;+5,=|k,P+K

tri&o;+2ué} éq 5.1-1

cam

2
a'[]:(kOP+Kmm—§,u)tr{é 0 +20 &} éq 5.1-2

L'opérateur tangent en élasticité de la loi Cam_Clay noté D€ est donc déduit de I'écriture matricielle
suivante :

11 e
O k0P+me—%ﬂ kOP+Kcam+§,u k0P+Kcam—§,u 0 0 0 |é
733 = ) é33

V26, | |k P+EK,, —%N koP+K =3 1 k0P+Kcam+%,u 0 0 0|2z, ¢qs13

m

V2655 0 0 0 2u 0 0 V225
V26, 0 0 0 0 2u 0 |[V2é,
0 0 0 0 0 2p
i 1
D°
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5.2 Opérateur tangent plastique en vitesse. Option RIGI_MECA TANG

L'opérateur tangent global est dans ce cas Ki_l ('option RIGI MECA TANG appelée a la premiére
itération d’'un nouvel incrément de charge) a partir des résultats connus a l'instant 7;,_, [bib3].
Si le tenseur des contraintes @ #;_, est sur la frontiere du domaine d’élasticité, on écrit la condition :
f:O qui doit étre vérifiée conjointement avec la condition f =0 . Si le tenseur des contraintes a
t,_, estalintérieur du domaine, f <0 , alors 'opérateur tangent est 'opérateur d’élasticité.

.. |0 0
7= a£ a+anPcr—0 éq 5.2-1
comme P_,=—=¢&" alors:
oe’
v 6f of opP, o ]
f= Fp apcr oot el=0 éq 5.2-2
D’autre part ;°=g¢—¢&”
donc:
~1
D¢ 6=é— Agf éq 5.2-3
o
c’est-a-dire :
. of i

Le module d’écrouissage plastique s’écrit d’aprés I’équation [éq 3.5-7] et en utilisant la régle
d’écoulement :

of 9Py 0F __ 1 0f 9P,

: éq 5.2-5
r= 8P 6gp 8P A@PC, 885 v 9
Les équations [éq 5.2-1] et [éq 5.2-5] donnent :
0
or 0' —/IH =0 éq 5.2-6
oo
_— S af
La multiplication de I'équation [éq 5.2-4] par |——| donne:
o i
0 f _(of NOS ) e [0S
Di, é—A|—=—| D}, |—=— éq 5.2-7
60' 80' if ikl 80' if ikl 60' kl g
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Les deux équations précédentes permettent de trouver :

of 0S| e [OF
H A= D éy—A|—=—| D éq 5.2-8
( oo )z/ s (60‘ i e oo kl a
d’ou 'expression du multiplicateur plastique :
of
( 3 ng13 K
. o ij .
A= Y Y éq 5.2-9
oo i v oo kl P
Soit H le module élastoplastique défini comme :
of of
H= DS + éq 5.2-10
oo )” M\ oo, P a
Le multiplicateur plastique s’écrit :
0 f) ;
Dién A
)1:(80 i Y éq 5.2-11
H
En remplagant A par son expression dans I'équation [éq 5.2-4], on obtient :
of of
N N e . e - -
6,;= Dty 75, mannopa op |- Dt 50 |, éq 5.2-12
On en déduit donc l'opérateur élastoplastique DP=p¢—pDP -
1(of of
6,.=| D5y ——|=— D D¢ &
i og ), e T meM ( 00 || ¥ éq 5.2-13
e Delp -
avec,
1(of of
Di,=—|==| D;,, Dyl =— éq 5.2-14
Mg\ oo, T b6,
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Calculde H :
of 2 .
-\ =—=M"|P-P,,—P_.|l0,+3s,, éq 5.2-15
60' i 3 trac cr) 7y 7 q
qui s’écrit en notation vectorielle :
| 1
2,0
_EM (P_Ptrac_Pcr +3Sll
2,2
_EM (P_Ptrac_Pcr +3S22
_§M2(P_Ptrac_Pcr +3S33 €q 5.2-16
3\/§S12
3J§SB
325,
1 1
d’ou I'expression de :
| 1
_2k0M2(P_Ptrac _Ptrac_Pcr +6].LS]1
_2k0M2 (P_Ptrac P— Ptrac_ Pcr +6P‘SZ2
. [0 — 2k, M?*P— —p, -
Dijkl _f 21(0]\4 (P Ptrac P Ptrac Pcr +6“S33 éq 5.2-17
00 Ju 6H\/5512
6u\/§sz3
6u\/§s31
1 1
et
of\ . (of 4 2 )
—| D | =—| =4kM (P—-P, |(P—P, .—P. ) +12 ou
do i l]kl( do )kl 0 ( trac ( trac cr) ,MQ

12u0*=18 utrls.s| éq5.2-18

D’apres les équations [éq 3.5-7] et [éq 5.2-18], on peut déduire I'expression de H

H=4M*(P-P,, ||[P—P

trac trac

En posant :

A;=—2k M?*P—P
i

PCV

kO(P_Ptrac_Pcr

+kP | +12 40 éq 5.2-19

P—-P

PC}"

5, +6us, éq 5.2-20

trac trac

on peut écrire la matrice plastique symétrique suivante :
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5.3

A?l Ay Ay, A Ass 6\5:“‘411*912 6\/31“1411523 6‘/31“’411531
A%z Ay, Az, 6‘/5/11422312 6\/2/11422523 6‘/2ﬂA22531

s — -
pr=_L1| . A3 6‘/5/‘A33S12 6V2 pudyys,;  632pdy sy, 60 5.2-21
2.2 2 2 q 9.2
H 36477, 364°5,,5,; 3645585,
364753, 36 4755353,
36 1453,

Opérateur tangent en implicite. Option FULL MECA

L'opérateur tangent cohérent de l'option FULL MECA se calcule comme ['opérateur tangent en
vitesse pour I'état de contraintes courant.

Néanmoins, des éléments théoriques permettant de le calculer sont données en annexe, au
paragraphe 8. A noter, que les équations présentes dans I'annexe supposent que le critére passe par

un état de contrainte nulles, P, .et K_,  ny étaient pas encore introduits. Il faut penser a les
prendre en compte et au besoin de réactiver ces équations pour 'opérateur tangent cohérent.

Parameétres matériaux et variables internes

Parametres matériaux

Les paramétres £ et v obligatoires sous le mot clé ELAS ne sont pas utilisés par la loi CAM_CLAY.
Le mot clé ELAS peut de ce fait étre évité si I'utilisateur n'a pas besoin de renseigner o ou p .

Les données spécifiques au modéle Cam_Clay sont :

Le module élastique de cisaillement ( ,
La pente critique A ,
€
l+e,

«La porosité associée a une pression initiale et liée a l'indice des vides initial : n =

«La compressibilité initiale K

cam ’

«La pression de traction tolérée P (doit étre négative)

trac ’
- Le coefficient de gonflement élastique : x (qui conduita k),

- Le coefficient de compressibilité plastique : A (qui conduita f ),

«La pression critique initiale P_., tel que P_,—F soit égale a la moitié de la pression de

consolidation,

trac

Remarque 1 :

Le nombre de données est peu élevé, ce qui rend le modéle trés simple. Une des limitations les plus
visibles du modéle est I'hnypothése de 'alignement des points critiques sur une droite de pente M .
Ceci est d’ailleurs I'expression du concept de frottement interne. On peut aussi interpréter la grandeur

. M
M en la reliant a I'angle de frottement interne de Coulomb par la relation : sin d)zm . Oron

sait que pour des matériaux trés cohésifs, cet angle varie quand la contrainte moyenne diminue. On
constate d’ailleurs que pour un calage de M sur un essai triaxial a une certaine contrainte moyenne,
on simule bien avec ce modele les triaxiaux réalisés avec une contrainte moyenne pas trop différente
mais on ne peut pas estimer correctement les paliers plastiques pour une large gamme de pression de
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confinement (cf. [bib2]). Il est donc nécessaire de recaler M pour plusieurs plages de contrainte
moyenne.
Remarque 2 :

L’accroissement des contraintes est relié a I'accroissement des déformations volumique selon I'une ou l'autre
des lois de comportement :

Avec Cam_Clay :

AP=|kyP+K

cam ASV
1+80 . n L ,
Ae, avec f,=—— ou eO:l— ; n est la porosité et c’est une

tr(40)=3(k, P +K ;
K —n

cam

donnée matériau.
En élasticité :

tr(do)= tr(4e)=3KAg,

_E
(1—-2v)

L’analogie entre la partie hydrostatique de Cam_Clay et I'élasticité linéaire a I’état initial permet
d’écrire :
I+e,| P
[relP o __E
K 3(1-2v|

E et v ne sont pas des données matériaux mais plutdt u le module de cisaillement :
E

2(14v)
Ce qui revient a écrire I'égalité suivante en éliminant £ :

ILL:

1+v) _3(1+e0)P7+3Kca K

m

(1+eO)P7
—+K == . =
K cam -3 (1—2y| (1—2v] 2 uk
et on trouve I'expression de v :
3(1+e)) P+3K_ K—2pK

6(l+ey) P +6K
au démarrage du calcul, P~ correspond au champ de contraintes initial .

K—2 UK

cam

on peut ensuite déduire £ apartirde v : E=2u(1+v)
les conditions suivantes sont a vérifier :

3(1 +e0)P_+3KcamK—2,wc
6(1 +60)P_+6Kcamlc+2ﬂ7€

O<v= <0.5 et E>0

si 'une ou l'autre des deux conditions n’est pas satisfaite, un message d’alarme avertit I'utilisateur de
la non cohérence des paramétres fournis.

Remarque 3 :
*Si P, estdonné nul:

deux possibilités pour K, :

1- K, positif (des contraintes initiales nulles sont permises)
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2- K, nul (il faut absolument initialiser les contraintes)

*Si P
une seule possibilité pour K,

vae €St donné négatif:

m "

+K,_,>0

* K . positif comme il faut satisfaire la relation &, P m

trac

(on ne peut initialiser les contraintes et donner une valeur nulle a Kcam )

6.2 Variables internes

V', : pression critique P,
: état plastique

NS}

: contrainte de confinement P

w2

: contrainte équivalente QO

. r . . . p
: déformation plastique volumique &

W

[=)}

: déformation plastique équivalente efq

NN ST

: indice des vides e

-

7 Mise en ceuvre d’un calcul avec la loi CAM CLAY

71 Initialisation du calcul

Dans le modéle caM CLAY, la loi élastique non-linéaire fait apparaitre une contrainte hydrostatique
pour une déformation volumique nulle [éq 3.3-3].

L'utilisateur adopte I'un des deux choix suivants :

* Donner au paramétre matériau Kcam qui représente une compressibilité initiale une
valeur positive. Le calcul peut se faire avec un état de contraintes initiales nulles.

« Donner au paramétre matériau K, qui représente une compressibilité initiale une
valeur nulle. Initialiser I'état de contraintes selon I'une des deux fagons différentes :

«Effectuer un calcul élastique linéaire en affectant des conditions aux limites telles que le
champ de contraintes dans la structure soit une compression hydrostatique uniforme.
On extrait de ce calcul le champ de contraintes aux points de Gauss. Ce champ de
contraintes est considéré comme I'état initial de la contrainte hydrostatique nécessaire
alaloi CAM CLAY dans le calcul STAT NON_LINE utilisant le modele CAM CLAY.

sUtiliser l'opérateur CREA CHAMP pour créer avec l'opération 'AFFE' un champ de
contrainte hydrostatique aux points de Gauss, la contrainte dans ce cas est donnée de
signe négatif (convention Aster pour les compressions) et constitue I'état initial dans
le STAT NON_LINE suivant.

7.2 Exemples de résultats obtenus sur des essais triaxiaux

Les figures suivantes montrent des trajets de chargement triaxiaux avec des évolutions de la
déformation axiale en fonction du déviateur ( . Elles sont issues de calculs numériques effectués
avec le modéle CAM CLAY implanté dans Code_Aster. Ces test ont été effectués en utilisant une
modélisation de type KIT HM en condition non drainée (cette condition nous permet facilement de
charger de maniére purement déviatorique, la partie hydrostatique du chargement étant reprise par la
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pression de I'eau). Les allures des courbes obtenues numériquement avec Code_Aster sont tout a fait
comparables aux courbes schématiques présentés dans le papier de Charlez [bib2].

Dans le premier test, le matériau est normalement consolidé, c'est-a-dire que la pression
hydrostatique de départ est égale a la pression de consolidation (dans ce cas 6.10° Pa).
L’écrouissage (positif) commence dés le début de la phase déviatorique, sans phase élastique
préliminaire. Le durcissement continue jusqu’a un palier de plasticité parfaite quand on atteint le point
critique (O =MP).

Quant aux trois autres tests, la phase déviatorique commence pour une valeur de la contrainte
effective moyenne inférieure a la pression de consolidation, le matériau est de ce fait surconsolidé.
Dans le cas ou P est supérieure a Pcr égale a 3_105 Pa , le point spécifique du chargement
coupe la surface de charge avant la droite critique. Il y aura donc trois phases spécifiques : une phase
élastique, une phase plastique contractante puis une phase plastique parfaite.

Dans le casou P=P | le comportement est plastique parfait juste aprés la phase élastique.

Dans la cas o P estinférieure a P, , le point représentatif du chargement coupe la droite critique

avant la surface de charge qu’il atteint au cours d’'un trajet purement élastique. Dans cette
configuration, le comportement est adoucissant et dilatant et I'énergie bloquée diminue. Le point
représentatif du chargement rejoint ensuite I'état critique ou le matériau entrera en plasticité parfaite.
Le comportement CAM CLAY ne peut produire un comportement continuement contractant/dilatant. Le
point représentatif du chargement est obligé de passer par I'état critique ou I'ensemble des
parametres d’écrouissage (déformation volumique plastique, pression critique, énergie bloquée)
deviennent stationnaires [bib2].

cr ?
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radoucissement

/

2,E-01

T
2,E-01
epsi

v

T T
3E-01 3E-01

état critique

4,E-01

élastique

0,00E+00

0,E+00

6,00E+05 -

5,00E+05 -

4,00E+05 -

3,00E+05 -

Q(Pa)

2,00E+05 -

1,00E+05 ~

0,00E+00

5,E-02

/

AN

durcissement

élastique

1,E-01

2,E-01
epsi

état critique

2,E-01

3,E-01

0,E+00

6,00E+05 -

5,00E+05 -

4,00E+05 +

Q(Pa)

3,00E+05 -

2,00E+05 +

1,00E+05 -

5,E-02 1,E-0

1 2,E-01
eps1

état critique

2,E-01

élastique

3,E-01

0,00E+00

0,E+00 5,E-02

1,E-01

2,E-01

2,E-01
eps1

3,E-01

3,E-01

4,E-01

Manuel de référence

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)

Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux



Code_Aster dotaut

Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 29/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision :
5d50a8aeab22

8 Annexe : Opérateur tangent en implicite. Option FULL MECA

Nous présentons dans cette annexe des éléments de calcul de 'opérateur tangent cohérent.
8.1 Cas général

8.1.1 Traitement de la partie déviatorique

On considére ici que la variation de chargement est purement déviatorique (JP=0) .
L'incrément de la contrainte déviatorique s’écrit sous la forme :

—_ N AND . )
Asij—2p(A8ij Aeij) éq 8.1.11
Autour du point d’équilibre (07+Aa) , on considére une variation Jds de la partie déviatorique de la
contrainte :
Calcul de &/
On sait que :
AEP=3A s, éq8.1.1-3
En dérivant cette équation par rapport a la contrainte déviatorique, on obtient :
0tp=30Ads,+3 A5, éq 8.1.1-4
Calculde § A
Ona:
=L oL A];I_ 2L s, 2L ar
P mn P ~ mn éq 8.1.1-5
21—{3s 45, +2M*(P=P,,| 4P|
H mn mn | Ccr|
p

Si on ne considére que I'évolution de la partie déviatorique de o (5P: 0) , alors :

6 (A4 H,)=6 AH + ASH ,=[38s,, s, +3s,, 35, |- 2M> APSP ¢q8.1.16
Or: 6 P,=kP,d¢" .
Comme Ae?=2AM*(P—P, ), ona deb=28AM*(P—P,)—2M’ AP, , éq8.1.1-7
Dol :

25 AMZ(P—PCV):[%quAMz oP,,. éq 8.1.1-8
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Par ailleurs,
H =4kM*PP (P—P_)et 0 H =4kM*P(P—2P )0 P .. éq8.1.1-9
)4 cr cr p cr cr

En injectant cette derniére équation dans I'équation [éq 5.3.1-6], on obtient :

5 AH , +[4NkM* P(P=2P )+ 2M>4P|6 P, =[385,, 45,,,38,,05,,,] ~ 6a8.1.1-10
En utilisant la relation [éq 5.3.1-8], il vient alors :
54 335,45, +35,,,05,, o 8441
- (H , +4) eq st

4 2 M2<P_Pcr>

A=|4k AM* P(P-2P _)+2M AP] _—

avec er 1 2

+AM
2kP,,

On obtient alors immédiatement la variation de la partie déviatorique de la déformation plastique :

el :L(Asmnésmnskl +Smn5SmnSk,) +ismnAsmn5skl +LM2(P- P, )APésk,
(H,+A) H, H,
éq 8.1.1-12
53_,7 s'écrit alors :
. 18u 18 1 12u 5
éq 8.1.1-13

qui devient en séparant les termes en variation de contraintes et le terme en variation de déformation

totale :
éq 8.1.1-14
ou en écriture tensorielle :
d 120 202/ p 18u , 18 u _ ~
{14 1+—Hp M?(P Pcr)AP+—Hp As: s +—(HP+A)(S+AS)®S Is=2ud {&} q8.1.1-15
gu’on peut encore écrire en symétrisant le tenseur (s+A4s)® s :
120, .2 18 u 18 u <
I 1+=EM?P—P, |AP+—E As: s |+ F——N{ds=2pud 2 ;
p I ( o o ds:s (H +A) s=2u0 { &} éq 8.1.1-16
P p p
1
avec : N:E{((5+As) Qs)+(s® (s+As))T}
Calculde N ,enposant : T,;=s,+4s,
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T ®s=

Soit :

on pose :

et

i
T8y,
Ty sy
T35,
‘/§T12511
‘/§T23511

|\/§T31S”

C=

I

T8y T\ 535 ‘/ngslz
T5y8,, T 833 \/ETZZSIZ
Ti3 S22 T33S33 ‘/2T33512
‘/ET12522 ‘/ET12533 2T s,
‘/ETzsszz ‘/ET23S33 2T 38,
‘/2T31522 ‘/2T31533 Ty 89,
1
N=§i<T ®s)+(T®s)]
1 6 2 9
2 M2(P—P | AP+—— 4s:
2w H P=P,, H
p p
c=—(As:s)
d=—M*P-P,
H
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1
\/§T11S31

‘ET22S23 \/§T22S31

\ET33S23 \/§T33 S31

2T, 555 2T ;55

2T 35,5 2T 385,

2T5 593 2T5; 85,

9

2N

S) (H,+4)

AP

éq 8.1.1-17

éq 8.1.1-18

éq8.1.1-19

éq 8.1.1-20

éq 8.1.1-21

La matrice symétrique C de dimensions (6,6) est trop grande pour étre présentée entiere, on la
décompose en 4 parties C, ,C, ,Cy et C, :

avec

Cl C2
c, C,
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1 9 9 9
E+C+d+<H +A)S“T“ 2(H +A)(T11522+T22511) m(T11S33+T33511)
p p p
9 1 9 9
2(HP+A)(T22S“+T“S22) ﬁ+c+d+(Hp+A)Tzzszz 2(HP+A)(T22S33+T33S22)
9 9 1 9
2(HP+A)<T33S11+T11S33) 2(Hp+A)(T22S33+T33S22) Z+c+d+(Hp+A)T33S33
I éq 8.1.1-2IZ
942 942 942
2(H +A)(T11312+311T12> 2(H +A)(T“S23+S“T23) 2(H +A)(T11513+S11T13)
p P p
942 942 942
2(H +A)(T22512+522T12) 2(H +A)<T22523+522T23) 2(H +A)<T22313+322T13)
p p p
92 942 942
2(H +A)(T33S12+S33T12> 2(H7+A)(T33523+533T23) m(T33S13+533T13)
p p p
6q 8.1.1-23
C;=C, éq 8.1.1-24
1 18 9 9
Z+c+d+(Hp+A)S12T12 (Hp+A)(T12S23+T23S12) (H;7—+A)(T12S23+T23S12)
9 1 18 9
(H +/1)(7123*9124'7112523) ﬁ+c+d+(H +A)Tzzszs (H +A)(T23313+T13323)
p p p
9 9 1 18
(HP+A)(T13S12+T12S13) (Hp+A)(T13S23+T23S13) 2_u+c+d+(Hp+A)T13S13
' 6q 8.1.1-25
Calcul du taux de variation de volume :
Ae?=2M*A(P—-P,), 6¢"=2M*6A(P—P, ) —2M" A5 P, =B A=378(5+AS).5 s
v Cr \4 cr cr (Hp+A)
éq 8.1.1-26
— 2 _ _ 2 MZ(P_PCF)
B=2M*(P—-P ) -2M?*f— " ,
avec : cr 1 Yy éq 8.1.1-27
2kP,
ou en utilisant [éq 5.3.1-11]
3B
el = +4s).0 5 .
I3 (Hp+A)(S 5).0s éq 8.1.1-28
On adonc:
5e=(Com—DB (st 45),5,) :
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8.1.2 Traitement de la partie hydrostatique

On considére maintenant que la variation de chargement est purement sphérique ( 6 s=0 ).
Lincrément de P s’écrit sous la forme :

AP =P exp|ky 46— P éq 8.1.2-1
La dérivation de cette équation donne :
oP=k,P|d¢,—de” éq 8.1.2-2
Calcul de de”
On sait que :
Ae?=A2M*P—P | éq 8.1.2-3
En différenciant cette équation, on obtient :
oe!'=2M*(6 A|P—P,,|+4(0P—0P,,) éq 8.1.2-4
On connait I'expression de A
OM?(P—P_ |AP+3sAs
A= = éq 8.1.2-5
H H
p p
en posant
b=2M?*(P—P, | AP+3sAs éq 8.1.2-6
En différenciant AA , il vient :
2M? 4kM? b
o= |P=P,|oP+(6P—0P,,|AP|-=—==—|5 PP, [2P— P |+oP,, P(P—2P,
I3 P
éq 8.1.2-7
On cherche I'expression de 0P .. en fonction de 6/
Ona
oP _=kP, o’ éq 8.1.2-8
On peut écrire :
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oP,, 5 5
5 =0A2M |P— P, |+ A2M*|6P—6P,, éq 8.1.2-9
1+ A2M*kP,, 5 5 ,
o T[T O2M |P=P,|+A2M?6P  éq8.1.2-10
2M?*(P-P_ |kP,, 2AM kP,
oP .= 5 5 éq 8.1.2-11
1+2 kP, AM 1+2 kP, AM
On pose
2M*kP_(P—P,,
= 3 éq 8.1.2-12
1+2M* kP, A
2M*kP,, A
a= 3 éq 8.1.2-13
[1+2M* kP, 4]
On a alors :
OP . =adoP+ cod éq 8.1.2-14
En remplagant I'expression de 5Pc,, dans 04 [éq 5.3.2-7], on trouve :
5A:[2M2(P—Pcr 5P+2M2(5P—05A—a5P)AP].}_I—
p .
4 éq 8.1.2-15
AEMD 15 pp (2P~ P, | +(cod+adP| P[P—2P,
p
En regroupant les termes en d4 etceux en JP , on trouve :
o ziéP éq 8.1.2-16
e
avec,
1
f=—|2M*(P—P_,|+2M" 4P—2aM’ AP
H cr
P .
4 éq 8.1.2-17
_ARMTD [2p—P_|P +aP(P-2P,|
p
2¢M? AP 4bckM*
o=+ bekM” pp-2p, éq 8.1.2-18
p Hp
L’expression de 585 devient donc :
58522M2[A—aA—Aci+i(P—Pcr ]5P éq 8.1.2-19
e e
d’oui 'expression de d¢  en fonction de JP
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k,P i
5P:Téc‘,‘v éq 8.1.2-20
G=1+2M’k, P /I—aA—Aic+L(P—Pcr éq 8.1.2-21
e e
Calcul de la variation de déformation déviatorique :
d8;=08"=334 s=3L Ps; éq 8.1.2-22
e i
On a donc finalement :
58y.=Fl.J.5P éq 8.1.2-23
avec
3f G 4
F=—:3s— 1 &g 8.1.2-24
e’ 3k, P ca8

8.1.3 Opérateur tangent

L’'opérateur tangent relie la variation de contrainte totale a la variation de déformation totale. Etant
donné que I'incrément de la déformation totale sous chargement déviatorique s’écrit :

B 1 .
0 gy':(czjkl_m(s—i_ds)kléij) Dklmné O mn éq 8.1.341
p
avec :
2/3  —=1/3 —=1/3 0 0 O
-1/3 2/3 —-1/3 0 0 O
pl=|~1/3 =1/3 213 0 0 0 6q 8.1.3:2
0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
la projection dans I'espace déviatorique,
et que sous chargement sphérique on a :
6 e;=F; Dy 6oy éq 8.1.3-3
avec :
—1/3
—1/3
pr=|"1/3 éq 8.1.3-4
0
0
0
la projection hydrostatique, on a alors :
5%: Aiikl og,, éq 8.1.3-5
avec :
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B -1
= —_——— .o .o 2 A -
A = (C i (HP+A)(s+As)mn(5y)Dmnkll—i-Fkal éq 8.1.3-6

I'opérateur tangent discrétisé.

8.2 Opérateur tangent au point critique

Si le point de charge est au point critique (PZPC,,) , 'expression générale de l'opérateur tangent

n'est plus valable. Ceci se manifeste notamment par des divisons par 0 (voir les équations du [§
5.3.1]). On détaille dans ce qui suit I'opérateur tangent cohérent au point critique en passant comme
pour le cas général par la décomposition en partie déviatorique et en partie hydrostatique.

8.2.1 Traitement de la partie déviatorique

Rappelons qu’au point critique, les expressions du multiplicateur plastique A et de sa dérivation A
s’écrivent de la fagon suivante :

_[o° ) _30°  0°90 .
A=|=—-1]/6 et oA= — éq 8.2.1-1
( 0 : 6uQ  6uQ?
avec,
3 s°0s° 3 sOs
== t == 5q 8.2.1-2
0Q 7 e e 0Q 20 éq

d’ol I'expression de 04 :

e e e
sa= 3505 O st éq 8.2.1-3
u2l o0 0
Rappelons de méme I'expression de Js :
ds; =211 5&; —38As,—3A8s,|
En remplagant 4 et d4 par leurs expressions, on peut écrire :
e e
S, 08 € €
5sl.]:2,u§ {51.].—%%317 %Q—3s,d 5sklsl.].—(%—l)5si].i, éq 8.2.1-4
5s |0 +—65 p) ———es s, |=2u|o 3 Sy 5%, €q8.2.1-5
K| 9 ijki 0 ikl — 9 ijk 2Q3 k-S|~ ) 0°0 K e
ou en écriture tensorielle :
e e e
os QIff—égs®s =2u Ii—és B |53 .
0 2 0° 2 0°0 éq 8.2.1-6
¥ G — H
Comme Js ne dépend pas de ¢ , on peut confondre §& avec de .
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En utilisant le tenseur de projection dans I'espace des contraintes déviatoriques D! [éq 5.3.3-2], on
peut écrire :

1 -1
=D.C.H 6q8.2.1-7

0
I3 2

8.2.2 Traitement de la partie hydrostatique
En écriture tensorielle, on a la relation suivante :
1°6P=k,Pde, . éq 8.2.2-1
d’aprés I'équation [éq 5.3.2-2] avec 585: 0 au point critique.

Comme JOP ne dépend pas de o0 & alors on peut confondre § £ avec Je .

1?6P=k,P d¢ éq 8.2.2-2
En utilisant le tenseur de projection dans I'espace des contraintes hydrostatiques D? [éq 5.3.3-4], on
peut écrire :
) S
oe=——D" oo éq 8.2.2-3
ko P g

8.2.3 Opérateur tangent

En combinant les contributions des deux parties déviatorique et hydrostatique, on trouve I'écriture de
I'opérateur tangent qui relie la variation de la contrainte totale a la variation de la déformation totale
au point critique :

1 -1 d
D .G.H I
de= +——D*|.d0
2p ko P
ou
50_1./: Ai/.,d oe,, éq 8.2.2-4
avec
_ d -1
D'.G.H' 1 .
A= + D’ éq 8.2.2-5
2u kP
Manuel de référence Fascicule r7.01: Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code_Aster ‘detaut

Titre : Loi de comportement CAM_CLAY Date : 03/04/2017 Page : 38/38
Responsable : PLESSIS Sarah Cle : R7.01.14 Revision :
5d50a8aeab22

9 Bibliographie
+ |.B BURLAND, K.H. ROSCOE : On the generalized stress strain behaviour of wet clay,
Engineering plasticity Cambridge Heyman-Leckie, 1968.

* Ph. AL CHARLEZ (Rapport Total) : Exemple de modele poroplastique : le modéle de
Cam-Clay.

»  M.ABBAS : Algorithme non linéaire quasi-statique. Documentation de référence Aster
[R5.03.01].

 J.LEMAITRE, J.L. CHABOCHE : mécanique des matériaux solides, Dunod 1985.

* ROSCOE K.H., SCHOFIELD A.N., WROTH C.P., "On the yielding of soils", Géotechnique,
vol. 8, n°1, p. 22-53, 1958.

e SCHOFIELD A.N., WROTH C.P., "Critical state soil mechanics", McGraw Hill, New York,
1968.

*  BURLAND J.B., ROSCOE K.H., "On the generalized stress-strain behaviour of wet clay",
Engineering Plasticity, Heyman-Leckie, Cambridge, 1968.

10 Vérification

La loi de comportement CAM CLAY est vérifiée par les tests suivants :

SSNP136 Test de fondation filante avec la loi de CAM CLAY [V6.03.136]
SSNV160 Essai hydrostatique avec la loi CAM CLAY [V6.04.160]
SSNV202 Essai oedométrique drainé avec la loi de CAM CLAY [V6.04.202]
WTNV122 Essai triaxial non drainé avec la loi CAM CLAY [V7.31.122]

11 Description des versions du document

Version Auteur(s) Description des modifications

Aster Organisme(s)

6.4 J.EL-GHARIB, G.DEBRUYNE Texte initial

EDF-R&D/AMA

7.3 J.El-Gharib, EDF-R&D/AMA Opérateur tangent pour le point critique

9.4 J.El-Gharib, EDF-R&D/AMA Modification opérateur tangent, ajout de
variables internes, cf. fiches REX 10585 et
10700
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