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Calcul de modes non-linéaires avec l'opérateur
MODE_NON LINE

Résumé :

L'opérateur MODE NON LINE permet de calculer les modes non-linéaires d'un systéme linéaire conservatif
autonome doté de non-linéarités de choc localisées. On décrit ici les méthodes numériques utilisées pour le
calcul des modes non-linéaires.
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1

Introduction

Les modes non-linéaires sont un outil mathématique qui permet d'interpréter des phénomeénes
dynamiques non-linéaires. lls sont une extension des modes propres [R5.01.01] utilisés pour
interpréter les systémes dynamiques linéaires.

L'opérateur MODE_NON_ LINE permet de calculer les modes non-linéaires de systemes dynamiques
avec des non-linéarités de chocs localisées.

On rappellera la définition des modes non-linéaires, puis on décrira les non-linéarités de chocs
supportées par I'opérateur (contact unilatéral, bilatéral et annulaire) et enfin on décrira I'algorithme
employé. Ce dernier est une combinaison de la méthode d'équilibrage harmonique (EH) et de la
méthode asymptotique numérique (MAN), qu'on appelle EHMAN (cf. [Bib1]).

Cette documentation n'est pas une présentation exhaustive des modes non-linéaires. Elle se contente
de rappeler les principales hypothéses sous lesquelles on peut rechercher des modes non-linéaires a
I'aide de MODE_NON_LINE, ainsi que les principes adoptées pour la représentation des non linéarité
et les éléments algorithmiques de base. Pour une présentation plus compléete, et les détails de
l'implémentation, on renvoit le lecteur a la référence [Bib1].

Définitions des modes non-linéaires

La premiére définition a été donnée par Rosenberg dans les années 1960, mais c'est au début des
années 1990 que la définition la plus solide théoriquement des modes non-linéaires a été donnée en
utilisant la théorie des systémes dynamiques. Ainsi un mode non-linéaire est défini comme « une
variété invariante de dimension 2 de I'espace des phases, tangente a un point d'équilibre stable du
systéme linéarisé » (cf. [Bib2]).

Pour les systémes conservatifs, on peut définir un mode non-linéaire comme une « famille de
solutions périodiques ». Cette définition est beaucoup plus attractive car donnant accés a des outils
numeériques performants comme les méthodes de continuation. C'est pourquoi c'est cette définition qui
a été choisi ici, par conséquent MODE_NON_LINE permet le calcul de famille de solutions périodiques.

Modélisation

On suppose qu'en l'absence de contacts, la structure étudiée a un comportement linéaire et que les
équations régissant son équilibre dynamique ont été discrétisées par différences finies ou par
éléments finis. On obtient un systeme discret d'équations différentielles du second ordre a n degrés
de libertés.

De fagon générale, ces équations prennent la forme suivante :
M.U(¢)+K.U(¢)+F"(U(z))=0,

. M est la matrice de masse du systéme,
. K est la matrice de rigidité élastique du systéme,
. F™ est le vecteur des forces non-linéaires de chocs,

On se place dans le cadre de non-linéarités localisées, c'est-a-dire que les forces s'appliquent sur un
nombre relativement faible de degrés de liberté. On notera I, I'ensemble des indices de ces degrés

de liberté, et I, son complémentaire, cest-a-dire I,=(1,...,n}=1I_UI,. La taille du vecteur I,
estégalea n, .

Pour pouvoir utiliser I'algorithme EHMAN qui combine la méthode d'équilibrage harmonique (EH) et la
méthode asymptotique numérique (MAN), il est nécessaire d'adopter un certain formalisme. Celui-ci
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consiste a réécrire le probléeme sous la forme d'un systéeme d'ordre un, possédant des non-linéarités
au plus quadratiques, sois un systéme d'inconnue S de la forme

A(S)=C+L(8)+0(S,S), (1)

ou C estune constante, L est une forme linéaire et (O une forme quadratique. On regroupe en
général les termes du membre de droite sous I'appellation R(S) , le probleme a résoudre se mets
alors sous forme condensée

A(S)=R(S) )

Pour cela, on introduit deux vecteurs d’'inconnues supplémentaires F"l(t) et Z(t) , ainsi que des
équations supplémentaires pour définir ces vecteurs. Le vecteur F"l(t) décrit la force de contact et

le vecteur Z(t) est appelé vecteur des variables auxiliaires. Le vecteur Z(t) est de taille n, .

Cette réécriture relativement abstraite, détaillée par le biais d’exemples, conduit a résoudre un
systéme de la forme

ou G est un opérateur quadratique, qui définit le contact de fagon implicite. G peut-étre décomposé
de la maniére suivante
G(S(t))=G+G,(S(t))+G,(S(t),S(t)). (4)

G est une application constante, G, linéaire et Gq bilinéaire.

3.1 Contact unilatéral

il A
—_ 'E' E”'
9 .

La non-linéarité de contact unilatéral, sous sa forme non-réguliére, s’écrit :

()= "(11-g) si ()0,

5
0siu"(t)<g, ©)

ou O est la raideur de contact, g le jeu entre le noeud de la structure et le nceud de contact. La
régularisation proposée s'écrit sous la forme implicite

£ (e)(£(t) —au(u™ () - g)) —am=0, ®)

ou " représente le parameétre de régularisation.
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3.2 Contact bilatéral

7

< / /F? u

La non-linéarité de contact bilatéral, sous sa forme non-réguliére, s'écrit
a(u"(t)-g) siu"(t)>g,

0 si [u"(t)l<g, 7)
a(u™(t)+g) si u"(t)<—g,

fnl(t):

ou O est la raideur de contact, g le jeu entre le noeud de la structure et le noceud de contact. La
régularisation proposée s'écrit sous la forme implicite suivante

)" (e)=alu"(6)=g))(f" () —a(u"()+g)) -’ nu"(t)=0, (8)
ou M représente le paramétre de régularisation. On peut le réécrire sous une forme quadratique,

o’ g’ f"(t)—nou" ()= f"(¢) z(t)=0,

z(t)=(f"(t)—au"(t)]=0. (©)

3.3 Contact annulaire

A

r2=(uxnl)2+(uynl)2

On introduit z(t) , la distance radiale par rapport a la position d'équilibre (ex, ey) du nceud de choc,

nl

dont la position courante est (ux u';l) : Z(t) s'écrit
Z(t):\/(uzl(t)—ex)2+(u';l(t)—ey)z. (10)

La non-linéarité de contact annulaire, sous sa forme non-réguliére, s'écrit

(o _|a(z(t)—g) siz(t)>g,
f (t)_( OSii(t)sg, ’

(1)
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ou g désigne le rayon de I'anneau (autrement dit le jeu) et & ( a>0 ) désigne le coefficient de
raideur associé. En introduisant les composantes f:l et ffl de la force non-linéaire dans les
directions x et y , la régularisation proposée s'écrit sous la forme implicite suivante

C0le-al-g)-wro
(1) (u (1)~ (u
£ )£
£ )~

ou " représente le parametre de régularisation.

t) ey)
(t) 0. (12)
(¢)=0

3

Procédure de calcul des modes non-linéaires

On cherche les solutions périodiques du systéme

M.U(t)+KU(t)+ (U () ):0’ (13)

en écrivant le vecteur U(t) a l'aide d’une série de Fourier que l'on tronque a lordre H, (en
supposant que l'influence des harmoniques supérieures est négligeable), soit

H,
U(1)=Uy+ Y, Ug cos(kwt)+Ugsin (k wt). (14)
k=1

On effectue le méme développement pour les vecteurs d’inconnues F“l(t) et Z(t) , mais avec un
ordre de troncature différent, qu'on appelle £, . Il vient alors

F"I+ZF cos (kwt)+Fysin(kwr),
(15)
Z(t)=Z0+Z Zocos(kwt)+Zgsin(kwt).

k=1

Nota Bene : Le choix d'ordre différent découle directement des grandeurs représentées. Pour
un systéme choquant peu, au voisinage du mode linéaire, la réponse U(t) sera proche d'un
sinus pur. On choisira donc un nombre d'harmonique faible. On augmentera /1, lorsqu'on

cherchera a obtenir des solutions associées a des niveaux d'énergie élevés. En revanche,
méme pour des forces de choc faible, le contenu spectral peut étre important, en particulier si

le choc est raide. Il faudra donc retenir un nombre important d’harmonique, et on aura donc en
général H >H,.

nl

En pratique, on pourra commencer a réaliser un calcul en choisissant des ordres relativement
faible, pour avoir une idée du comportement principal. En revanche, avec un nombre
d'harmonique faible, on ne sera pas en mesure de capter correctement les bifurcations. On

augmentera donc graduellement les valeurs de /1, et H, pour faire apparaitre des
comportements plus complexes.

Aprés avoir effectué un équilibrage harmonique, on obtient un systéme algébrique sous-déterminé
dont les inconnues sont les coefficients de Fourier de U(t), F“l(t) et Z(t) et l'inconnue

supplémentaire, la pulsation propre ® . On regroupe ces inconnues dans un vecteur unique afin de
mettre le systéme sous la forme (2). On peut alors utiliser la MAN tel qu’indiqué dans la référence
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[Bib3]. Pour cela, on développe en série entiere le vecteur d'inconnu S en fonction d’un paramétre
de chemin a

N‘\M‘\‘
S(a)=8,+Y, d'Ss,, (16)
k=1
ou S, correspond au vecteur d'initialisation de I'algorithme, et S, pour k=1,..., N, sont les

coefficients de la série entiére qui restent a déterminer. Ensuite, on développe en série de Taylor la
fonction R, au voisinage du vecteur d'initialisation S

N MAN

SOl 2

k=1

N MAN

Z alSz

=1

N MAN

Z akSk

k=1

dR
+ R
ds

d*R
+—

0=R(S(a))=R(S,) ds’

a's, (S,) (17)

Cette relation est vraie quelque soit a , on passe alors a la résolution d’'une suite de N ,,,,, systémes
linéaires possédant la méme matrice tangente, dépendant les uns des autres de maniére récursive. La
résolution de ces systémes permet d’obtenir les vecteurs S, . A noter qu'on peut calculer analytique-
ment cette matrice car la fonction R est quadratique, soit

R () e=Lle)+0le,.50)+0(Sye), (18)

ou e; est le vecteur de la base canonique. On obtient ainsi une branche de solutions S(a) avec

a€l0,a,,],ou a,, représentele domaine de validité de la série entiére. Dés lors, on peut obtenir
les branches de solutions périodiques qui forment les modes non-linéaires du modéle.
A

La meéthode permet également de localiser les bifurcations simples par la détection de série
géomeétrique dans la représentation en série entiére.
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