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Intégration des relations de comportement
viscoélastiques dans I'opérateur STAT NON LINE

Résumé

Ce document décrit dans le cas des comportements viscoélastiques les ingrédients nécessaires a la mise en
ceuvre de l'algorithme non-linéaire STAT NON LINE décrit en [R5.03.01]. Les données d’entrée de toutes les
relations de comportement viscoélastiques intégrées dans Aster ont de maniere générale la méme forme.
Seule la fagon d’introduire la donnée principale (la fonction vitesse de déformation visqueuse) varie : elle est
présentée suivant les différents mot-clés qui permettent a I'utilisateur de choisir la relation de comportement
souhaitée.

Ces quantités sont calculées par une méthode d’intégration semi-implicite ou implicite. A partir de I'état initial,
ou a partir de l'instant de calcul précédent, on calcule le champ de contraintes résultant d’'un incrément de
déformation.
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Introduction

On décrit ici I'implémentation du modéle de viscoélasticité non-linéaire de Lemaitre, qui peut se
ramener pour certaines valeurs particuliéres des parameétres a une relation de comportement
viscoélastique de Norton.

Une variante (dépendant de la fluence) de ce modele de Lemaitre a été ajoutée, en vue de la
modélisation des assemblages combustibles (mot-clé LEMAITRE IRRA). Ce modéle a pour
particularitt de comporter une déformation anélastique supplémentaire : la déformation de
grandissement.

Un modéle viscoélastique avec seuil a été ajouté. Il s’agit d’'un matériau dont le comportement est
purement élastique jusqu’a un seuil puis une fois ce seuil dépassé, la relation de comportement
devient un cas particulier de la relation de Lemaitre ( LEMA SEUIL).

Enfin, un modéle viscoélastique avec fluage en logarithme de la fluence a été implanté, il est
accessible par le mot-clef vVISC IRRA LOG.

Pour chacun de ces modéles, on suppose que le matériau est isotrope (sauf pour la déformation de
grandissement, qui, elle, est uniaxiale). lls peuvent étre utilisés en 3D, en déformations planes
(D_PLAN) et en axisymétrique (AXIS).

On présente dans cette note les équations constitutives des modéles et leur implantation dans
Code_Aster.

Relation continue

On se place dans I'hypothése des petites perturbations et on scinde le tenseur des déformations en
une partie élastique, une partie thermique, une partie anélastique (connue) et une partie visqueuse.
Les équations sont alors :

€,—€,tg,te, tE,

o=AITe,
. 3¢
€,=g O-eq’?\’T)z_
O,
avec :
\ : déformation visqueuse cumulée A= %év:év

~ . . ~ 1
g : déviateur des contraintes ¢ =0 — 3 Tr((r ) 1

_ T 3.~
0,, :contrainte équivalente Ueq—\/g(’-(’

A|T| : tenseur d'élasticité
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Nature de la fonction g pour chacune des relations de
comportement

3.1

3.2

3.2.1

Relation LEMAITRE

Dans ce cas, g s'exprime de fagon explicite ( ¢ est ici un scalaire) :

(1 o 1
g(c,?\,T)—(EW) avec EZO’

Les données des caractéristiques de matériaux sont celles fournies sous les mots clés facteurs
LEMAITRE ou LEMAITRE FO de 'opérateur DEFI_MATERIAU.

1 1
LEMAITRE= F(N=n, UN SUR K= rak UN SUR M = —)
m

Le module d'Young E et le coefficient de Poisson y sont ceux fournis sous les mots clés facteurs
ELAS ou ELAS FO.

Relation de LEMAITRE dépendant de la fluence (LEMAITRE IRRA)

Ce paragraphe décrit la dépendance vis a vis de la fluence (et son traitement) de la relation de
comportement viscoplastique de J. Lemaitre, introduite pour la modélisation des assemblages
combustibles et applicable aux éléments 2D et 3D massifs et aux éléments TUYAU, sous le mot-clé

LEMAITRE TRRA..

Formulation du modeéle

Les équations sont les suivantes :

avec :
T,=273,15°C

n>0, 1/K=0, 1/m=0

¢,>0 ,0/R=0 , L=0, B réel quelconque

Les coefficients sont fournis sous les mots-clés LEMAITRE_IRRA et ELAS de DEFI_MATERIAU et ¢
est le flux neutronique (quotient de l'incrément de fluence, définie par le mot-clé AFFE VARC de
AFFE MATERIAU, par 'incrément de temps).
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3.2.2

3.3

3.4

La loi de grandissement est : Eg(t)=f(T,<I>,)Eg avec Eg déformation uniaxiale unité dans un
repére R, donné par l'utilisateur a l'aide du mot-clé MASSIF (voir [U4.42.01] et [U4.43.01]) et
f(T,d)t) .est également une fonction définie par I'utilisateur dans DEFI MATERIAU ([U4.43.01]).

Remarques :

La fluence, le temps et le flux @, doivent étre exprimés en des unités telles que le rapport
&/ P, soit sans dimension. Q/R esten Kelvin. T esten °C.

Traitement de la dépendance vis a vis de la fluence

Le modele décrit ci-dessus correspond en fait a une loi de Lemaitre normale, définie par les trois
coefficients n, 1/K "’ et 1/m avec:

B/n 9
Lo, nR(T+T,)
K @,

1
— e
K'

Il suffit donc de calculer 1/K ’ et de le fournir comme donnée au calcul a la place de 1/K .
Par ailleurs, dans le calcul de la contrainte élastique, on ajoute aux déformations anélastiques (nulles
par défaut) la déformation de grandissement exprimée ci-dessus, apres avoir effectué le changement

de repére entre le repére local et le repére R, .

Relation LEMA SEUIL

Pour ce comportement, g s’exprime aussi de fagon explicite (puisqu’il s’agit d’'un cas particulier de la
relation de LEMAITRE présenté ci dessus) :

Si D<1 alors g(o',?\,T):O (comportement purement élastique)

Si D>1 alors g(U,?\,T)ZA ® avec 4>0, $=>0

25
V3

t
Avec : D:%{ Geq(u)du

Les données matériaux a renseigner par [l'utilisateur doivent étre fournies sous le mot clé
LEMA SEUIL ou LEMA SEUIL FO de l'opérateur DEFI MATERIAU :

LEMA SEUIL = F (A=A,  S=S)

Quant au parametre ¢ , il s'agit du flux de neutron qui bombarde le matériau (quotient de l'incrément
de fluence, définie par le mot-clé AFFE VARC de AFFE MATERIAU, par l'incrément de temps).

Le module d’'Young E et le coefficient de Poisson y sont ceux fournis sous les mots clés facteurs
ELAS ou ELAS_FO.

Relation VISC_IRRA LOG

Pour cette relations, g ne s’exprime pas de fagon explicite. Le comportement est représenté par un
essai de fluage unidimensionnel, a contrainte constante, qui fait intervenir le temps écoulé depuis
l'instant ou I'on applique la contrainte. La relation de comportement est ici définie par la donnée de

quatre fonctions flvgl,fz’ g, décrivant I'évolution de la déformation visqueuse au cours du temps :

e, =\=flt]g,lo, T|+1,ltlg,lo,T] éq 3.4-1
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La fonction g se calcule alors numériquement en éliminant le temps ¢ de la maniére suivante :

1) pour un triplet donné (()"?\, T) , on résout en ¢ [I'équation [éq 3.2-1] par la méthode de
Newton (voir [bib2]). On trouve une approximation de la solution t(\(r N\, T) ,

2) on obtient la valeur de la fonction g en ((y,?\, T) en dérivant par rapport au temps
I'équation [éq 3.2-1] (voir [bib1]) :

¢,=A\=glo, N, TI=f1ltlg,lo, T+ [t g,l0,T)

et en substituant dans cette nouvelle équation la valeur de t(o,?\,T) trouvée
précédemment. On trouve la formulation uniaxiale suivante :

¢, =\=glo N, TI=fltlo N\, Tlg, o, T)+ filtlo N, Tllg,lo . T)

La forme des quatre fonctions fl’gl,fz,g2 est prédéfinie et I'utilisateur n’introduit que quelques
paramétres dans le fichier de commande.

Pour vISC IRRA LOG,o0na:

filtl=In(1+ .®.1)
Q

gl((r,T):A.(r.eiT

foltl=d.t
0

gz(cr,T)ZB.(r.e T

Le parametre ¢, est le flux de neutrons. |l est doit étre renseigné sous le mot-clé facteur
AFFE_VARC via la variable de commande IRRA.

Les paramétres A, B, w et Q sont ceux fournis sous le mot clé facteur VvISC IRRA LOG de
lopérateur DEFI_MATERIAU.

On notera que, pour toutes les fonctions :

t s’exprime en heures
T sexprimeen °C
g s’exprime en MPa

Il faut donc rentrer des données cohérentes avec ces unités dans le fichier de commande et dans le
fichier de maillage.

Le module d’Young E et le coefficient de Poisson vy sont ceux fournis sous les mots-clés facteurs
ELAS ou ELAS FO.

Intégration de la relation de comportement

4.1 Etablissement de I’équation scalaire pour le schéma implicite et avec
des coefficients élastiques constants
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On designe par ¢,, la deformation totale a linstant ¢f+A¢
déformation totale au cours du pas de temps courant.

et par Ag,, la variation de

On appelle €, la déformation a linstant ¢+ At résultant de la dilatation thermique et des
déformations anélastiques (parmi lesquelles figurent éventuellement les déformations de

grandissement, cf [§3.2]). On a donc :

AEOZ[O((t+At)(T(t+At)—T

—alt)[T(t)]-T

ref ref
ou I, estle tenseur identité d’ordre 2 en dimension 3.

Onpose Ae=Ag, ,—A¢g,

Iite [t+At]—¢ 1

Comme on suppose ici que i est constant, on a la relation suivante entre les déviateurs de A ¢ et

A

AG=2u(AE-Ag, éq 4.1-1
Or, la loi d’écoulement s’écrit, de fagon implicite :
Ag, 3 _ o .
At —Eg(()'eq,?\ +(AEV eq,T)O_—eq eq4.1-2
On a donc, en éliminant A e, entre [éq 4.1-1] et [éq 4.1-2] :
- ~ - o
2uAe:A0+3uAt.g(Ueq,?\ +(Asv eq,T)—
Oy
_ éq 4.1-3
L 3 g((req,?\ +(Aev eq,T) y
(G +2uAE): 1+3uAt 16}
o

eq
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Enposant G°=6"+2puAE ,onadonc:

e __ - 3
Ueq—3uAt.g O'eq,?\ +(AEV eq,T)+Geq éq 4.1-4
Or, on a d’apres [éq 4.1-2] :
(A €, eq:At.g O'eq,?\_-i-(A R T)
D'ou:
02q:3u(A € legT O eq
(Asw S qu—ceq
7 3u
En substituant cette derniére expression dans [éq 4.1-4], on a :
-1
e __ e
0, =3nAL.g2\0,,, N\ +§ Ooy= Oy T |F0,,
Si I'on pose, O'iq,?\_,T et At étant connus :
flxl=3pAr.g|x ?\_—}-L(O'e —x) T|+x—0o.
- I-*l g s 3“ eq ’ eq

comme étant la solution de I'équation scalaire :

on peut alors calculer la quantité Gqu(G*—FAG)eq

f (x)=0 ou x= Ogf » convention adoptée pour les paragraphes suivants.

Dans le cas d’une loi de Lemaitre avec seuil, LEMA IRRA SEUIL, les équations précédentes ne sont
utiles qu’une fois le seuil franchi. En effet en-dega du seuil le comportement est élastique.

On discrétise le seuil implicitement :

D(O‘-f—AO'):%f(O'-FAO')eq(M)du

De la méme fagon que pour l'intégration des lois de comportement élasto-plastique de Von-Mises, on
distingue alors deux cas.

D(oc +Ac)<l alors glo"+Ac,\, T|=0

2
G

D(o"+Acg)>1 alors glo™+Ac N, T|=4. ©

Il en résulte a partir de I'équation ci-dessus :

g(07+AG,?\,T)¢A. ¢ implique D(oc +Ac)<l1

2o
N
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¢ donc

2
Or g ne peut prendre que la valeur 0 ou 4. ﬁc"q

g((r_—i-A(r,?\,T);ﬁA. @ implique D(oc +A0)<1 et Ac=A4.A¢

=0
V3o

soit g(c_—i-AG,?\,T):A. @ alors D(c"+A4.Ae)>1

730
Le critére de franchissement du seuil peut donc s'écrire D (o~ +A4.Ag)>1

Or D(oc™+A4.A¢)= (0_+A.As)eq(u)du

| —
ob}”

En discrétisant le temps, on a alors :

1

D(oc +4.Ae)=— | _+A.Ae)eq(u)du+%j(0+A.Ae)eq(u)du

t

%}
O%“

- +A4.A ,
D(oﬂrA.Aa):l D*S+G""7+((I ; E)eq(t—t)

%)

4.2 Résolution de I’équation scalaire : principe de la routine ZEROF2

On montre facilement que, si les conditions requises au paragraphe [§3] sur les caractéristiques des
matériaux sont vérifiées, la fonction f est strictement croissante et 'équation f (x)ZO admet une
solution unique.

Si O'Zq:() , alors la solution est x=0 . Sinon,ona: f (O)=—0§q<0

Le probléme consiste donc a trouver pour une fonction f quelconque la solution de I'équation
f|x]=0 sachant que cette solution existe, que f[0)<0 etque f est strictement croissante.

L’algorithme adopté dans ZEROF2 est le suivant :

- on part de a,=0 et b,=x, ou X,, est une approximation de la solution. Si c'est

ap
b0)<0 ), on se raméne par la méthode des sécantes (

nécessaire (c’est-a-dire si f
anf bn _bnf(an)
z = :
" flb,|=fa,
casou f(a)<0 et f(b)>0 :

puis a,,,=b, et b,.,=z,) en une ou plusieurs itérations au
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\ 4

(Dans le cas de la figure ci-dessus, cette premiére phrase s’est faite en une itération :

a,=b, et f(b,)>0).

« oncalcule N, = partie entiére (\/ N_ .| ou N_..
que l'on s’est donné. On résout alors I'équation par la méthode des sécantes en utilisant
toutefois la méthode de dichotomie a chaque fois que n est multiple de Nd :

est le nombre maximum d’itérations

1)
Si N, divise n

_an+bn
z,= >
sinon
anf(bn _bnf(an
z =
" SIb)= S a,
finsi
n=n+1
si[flz)|>€
si flz]<0
an+1:Zn bn+l_bn
sinon
an+1:an bn+1:Zn
finsi
alleren 1)
sinon
La solutionest: x=2z, - FIN
finsi

Cette deuxiéme partie de l'algorithme permet de traiter en un nombre d’itérations raisonnable les cas
ou f est trés fortement non-linéaire, alors que la méthode des sécantes aurait convergé trop
lentement. Ces cas de forte non-linéarité se rencontrent notamment avec la loi de LEMAITRE, pour

n
des valeurs de — grandes.
m
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4.3 Calcul de la contrainte a la fin du pas de temps courant

D’aprés [éq 4.1-3], si x est la solution de I'’équation scalaire, en posant :

1 X
_ o
glx,\ +$ Uﬁq—x),T eq
1+3puAt
x
ona:
G=b|x, 0|6 éq 4.3-1

N e __ .y . y N 2 . . N _
Dans le cas ou Ueq—O , ce qui équivaut d'aprés I'équation scalaire @ x=0 , on prolonge b par

1,
continuité. Pour cela, on pose y|x|=A +3— (req—x) et Glx|=g(x.,ylx),T|. La dérivée de

M
G s’exprime en fonction des dérivées partielles de g au point (x,y(x), T) :

G'lx)=28 (v ylx), )~ L 281 ylx], 7]

ox 3udy
Le prolongement de b par continuité donne alors :
5(0,0/= 1
1+3uAtG'(0)

et on a, toujours dansle casou o° =0, §G=0.

Une fois que I'on a calculé G , on obtient ¢ par la relation ( K est ici supposé constant) :

o=0 +Ao=0+ %Tr(o_)+KTr(As) 15 éq 4.3-2
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44 Schéma semi-implicite

Avec un schema numérique implicite [éq 4.1-2], dans le cas, par exemple, ou g ne dépend pas de
\ , seule intervient par le calcul de A €, la valeur de la contrainte en fin de pas de temps. Il peut en

résulter des erreurs numériques importantes si la contrainte varie fortement au cours du temps (voir
[bib2]).

Pour remédier a cela et améliorer la résolution, on discrétise la loi d’écoulement de fagon
semi-implicite :

5129
Ae Ag, 2
v=3, o +89 ,7\‘+( e - AT éq 4.4-1
At 2 2 e 2 2 N
+—
2 e

Pour transformer de la fagon la plus économique ce qui a été programmé précédemment (en suivant
la formulation implicite [éq 4.1-2]), il suffit de diviser chaque membre de I'équation [éq 4.4-1] par 2 :

_ Ac - (Aeve - AT AG
+— A+ 1T+ 5+ ——
(aes2) 3 1\° 2)eq’ 2 0 T 9T
At 2 2
0'7+A—0-
2 /.,

et de faire la méme chose avec la relation [éq 4.1-1] :

On constate que ce systéme est de la méme forme que celui constitué par les équations [éq 4.1-1] et

Acg
[éq 4.1-2], la donnée étant % au lieu de A ¢, les inconnues étant respectivement A2_0 et u

aulieude Ao et Ag etlafonction % remplagant la fonction g .

On peut donc utiliser la résolution des paragraphes [§4.1] a [§4.3] ainsi que I'algorithme correspondant

en introduisant % et en divisant la fonction g par 2. ll reste alors a multiplier les résultats Az_(r

Ace . . . . . .
et > Y par 2 pour obtenir les incréments de contrainte et de déformation visqueuse calculés par le

schéma semi-implicite (le A o etle Ag de I'équation [éq 4.4-1]).
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On remarquera que le calcul de I'opérateur tangent n’est pas affecté par cette modification du schéma
numeérique. En effet, on a évidemment :

Ao
o122
Ao _ 2
OA¢ Ae
Pl it
4.5 Prise en compte de la variation des coefficients élastiques en
fonction de la température
On a,si A estle tenseur d’élasticité :
Ae=Ag +A(47" o)
avec :
AlA " o)l=47 T +AT|lo+AG)|—47 T |0~
Ceci se traduit dans les équations du [§4.4] par :
A
ZH(E_ ~_+A_O- =3uAt . -0 2u +_2u
2 2 2 _ Aco 4
o +——
2 eq
En posant :
Ge=| ZH F20 5o 4o E)
4 2
et
Trloe)=| 23K 1 7]+ 3k Tr(ﬁ)
6K 2
on se ramene exactement au cas précédent [§4.4].
5 Calcul de I'opérateur tangent
Dans le cas ou U;:O et x=0, on prend le tenseur d’élasticité comme opérateur tangent.
Sinon, on obtient cet opérateur en dérivant I'équation [éq 4.3-1] par rapporta A€ :
~ 5 Ob|x, o) ~e
oG :6AU: ( q66+b(x,crj oG
0Ae OAcs 0Ae oA
puis en dérivant aussi [éq 4.3-2] par rapporta A ¢ :
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OAG _OAG oTrlAel oAG
o209 _ +KI, =
OAs OAc OAc¢ OAc¢

+KI' 1,

On notera que, dans ces équations, les tenseurs d’ordre 2 et d’ordre 4 sont respectivement assimilés a
des vecteurs et a des matrices. [ estici un tenseur d’ordre 2, assimilé a un vecteur :

'1,=(1,1,1,0,0,0

Onadeplus:
oblx,0, _0b(, ge] x  0b |, o o0
GIY: ox' oA oor, “UoAs

Il faut donc calculer . Pour cela, on dérive implicitement I'équation scalaire par rapporta A g .

€
Pour simplifier, on omettra par la suite dans I'écriture de g et de ses dérivées le paramétre 7 .

On a alors :

, oct, oo
3G x+1] 25 1A 98 | S %0 %
OA€ oy OAe OAce

D’ou :

0
1-A 28 x, v Py
eq

ox _ oy
0Ae 14+3uArG x| 0Ae
0g
1-At—=(x,
ox _ ay(x y)3u66

0Ae  14+3pAtGlx o

q

avec I'expression de @' 1\x) obtenue au [§4.3].

On obtient finalement 'expression suivante de I'opérateur tangent :

OAT _ ¢ s e

O0A€ _KI3I3+2”[YU () +b(x,<req A]
avec

A:gif :Jﬁ_%lz.‘l3 ou Jg est la matrice identité de rang 6.

3

1-ar98x,y)
= 3 e oy B
Y o X

[

Q(Geqf “143uA1G [x)

Remarque :
Dans le cas de la loi VISC_IRRA LOG, on verifie facilement que :
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’ A\ 1 r 72 " ’ /2 " ’ ’ r "
G lx|=— —lgg\ L —f1 1)@\ = fafs +g1g2(f1fz_f1f2)
fig+7,8
’ ’ ’ " 1 " "

+g2g1(f1fz_f1f2)_3z(f1g1+f2g2)]

0g |, )_flgﬁfzgz

oN ’ fi&1+t/,8,

oo [ f"\ " [ f' ", désignent les valeurs de f, et [, et de leurs dérivées au

point t(x , YV, T) etou g, 8 ’ng,g ', désignent les valeurs de g, et g, et de leur dérivée

par rapport a O au point (x,T ) (voir [bib1]).
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