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Modeéele de comportement élasto-visqueux
META LEMA ANI avec prise en compte de la
metallurgle pour les tubes de gaine du crayon
combustible

Résumé :

En vue de la réalisation de calculs 3D de la gaine combustible en situation accidentelle de type APRP, le
département MMC a formulé, pour les tubes en Zircaloy, un modéle de comportement élastovisqueux, sans
seuil, anisotrope et prenant en compte I'effet de la transformation de phase alpha-béta sur le comportement
mécanique.

On décrit ici ce modéle, disponible dans Code_Aster sous le nom de META LEMA ANI, et son algorithme de
résolution. Il est disponible en 3D, déformation plane, axisymétrie.

La matrice d’anisotropie de Hill peut étre renseignée soit en coordonnées cartésiennes, soit dans le repére
cylindrique associé au tube. A ce jour, on a supposé que 'axe axial z du repére cylindrique associé au tube
correspondait a celui du repére global. Si bien que si plusieurs tubes doivent étre modélisés ou bien si 'axe du
tube ne correspond pas a celui du repére global, le modéle n’est pas correct. A terme, il faudrait soulever cette
restriction.

Les équations en vitesse sont intégrées numériquement par un schéma implicite d’Euler. Le systéme
d’équations obtenu est résolu par la méthode de Newton.
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1 Contexte

Lors de la premiére phase d’'un accident de dimensionnement de type APRP (Accident de perte de
Réfrigérant Primaire), les crayons combustibles sont soumis a une rapide élévation de température, a
des transformations de phase du matériau et a des changements de conditions aux limites
mécaniques. L’étude d’'un accident d’APRP nécessite une bonne connaissance du comportement de la
gaine des crayons combustibles lors de la premiére phase dite de « gonflement-rupture ». En
particulier, il est nécessaire d’avoir une bonne idée de la déformation totale de la gaine.

Des modéles de transition de phases, de comportement mécanique et de rupture ont été développés,
et identifiés sur la base d’essais expérimentaux.

Pour la partie métallurgique, le Zircaloy subit des transformations métallurgiques entre 700°C et
1000 °C, ou ils passent d'une phase de structure hexagonale compacte (phase froide alpha ou )
a une phase de structure cubique (phase chaude béta ou R ). On trouvera dans [R4.04.04], les
équations régissant les cinétiques des transformations au chauffage ( « se transforme en () et au
refroidissement ( 3 se transforme en ).

Pour la partie mécanique, le modéle est écrit en unidimensionnel, dans la direction circonférentielle
du tube. Méme si ce modéle est conforme aux expériences, son utilisation pour réaliser des calculs
3D aux éléments finis n'est pas possible. De plus, les alliages en zirconium présentent un
comportement anisotrope, au moins en phase  , qui ne peut étre pris en compte dans un modéle
1D. D’un point de vue sollicitation, le tube subit un gradient azimutal de température entrainant des
gradients de déformation circonférentielle, mais aussi axiale, qu’il est important de prendre en compte
pour obtenir une réponse conforme a I'expérience.

C’est pourquoi, le département MMC a formulé un modéle 3D pour décrire le comportement de la
gaine en Zircaloy dans le cas d’'une analyse type APRP. Les lois de Norton décrivant le comportement

1D du matériau dans différents domaines (o, x— [, ) sont remplacées par des lois de Lemaitre,
avec prise en compte de I'anisotropie de la phase (. La phase [ est isotrope. Le domaine ~— 8
est supposé présenter une anisotropie proportionnelle au taux de présence de la phase (.

On décrit ici I'implantation numérique de ce modéle, disponible dans Code Aster sous le nom de
META LEMA ANI, et son algorithme de résolution. Il est disponible en 3D, déformation plane,
axisymétrie.

Manuel de référence Fascicule r4.04: Comportement métallurgique

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



CO d e_A S te r Version v14

Titre : Modele de comportement élastovisqueux META_LEMA_ANJ...] Date : 25/11/2019 Page : 4/16
Responsable : DE BONNIERES Philippe Clé : R4.04.05 Revision :
25e6878d0189

Relation META LEMA ANI dans Code_Aster

2.2

2.3

Généralités

Le modele présenté est élastovisqueux, sans seuil (la limite d’élasticité est nulle), avec pris en compte
des transformations métallurgiques de ce matériau et pris en compte de I'anisotropie de la phase ®.
La viscosité est décrit par une loi de type Lemaitre.

Le modéle est introduit dans Code_Aster en 3D, déformations planes (D_PLAN), et axisymétrie (AXIS)
sous le nom de META LEMA ANI.

La prise en compte de I'anisotropie s'effectue par un tenseur d'ordre 4 (matrice de Hill M ) affectant
les lois dévolution de la déformation visqueuse et la contrainte équivalente (contrainte de Von Mises
au sens de Hill).

Les équations en vitesse sont intégrées numériquement par un schéma implicite d’Euler. Le systéme
obtenu est résolu par la méthode de Newton.

Restriction d’utilisation du modeéle

Les équations du modéle peuvent étre écrites soit en cartésiennes, soit dans le repére cylindrique
associé au tube (1=e,,2=¢,,3=z) . Ceci est du au fait que les coefficients de la matrice de Hill,

M |, sont connus dans ce repére.

Au niveau de I'implantation dans Code_Aster, on effectue dans ce cas un changement de variables
des champs tensoriels (un autre choix aurait été de faire subir le changement de variable au tenseur

de Hill M , mais il est plus simple de procéder a I'inverse)

*  Pour un calcul 3D ou en déformation plane, le tenseur des contraintes connu dans le repére
global (1=x,2=7y,3=z) esttransformé dans le repére local (1=¢,,2=¢ 3=z) ;

* Pour un calcul 2D, axisymétrique, le tenseur des contraintes connu dans le repére global
(1=e,,2=z,3=¢,) est calculé dans le repére local (1=e,,2=¢,,3=z) ; dans ce cas,
le changement de variables est simple puisqu’il s’agit uniquement d’intervertir les indices 2 et
3.

Limitation : on a supposé que 'axe z du repére cylindrique associé au tube correspondait a
celui du repére global. Si bien que si plusieurs tubes doivent étre modélisés ou bien si I’axe
du tube ne correspond pas a celui du repére global, le modéle n’est pas correct. A terme, il
faudrait soulever cette restriction.

Utilisation

1) Lutilisation de ce modéle nécessite un calcul préalable des proportions des phases
et B, activé par le mot clé facteur COMPORTEMENT=’ZIRC’ de [I'opérateur
CALC_META.

2) Dans l'opérateur STAT NON LINE, on accede a ce modéle mécanique en utilisant le
mot clé facteur suivant :

| COMPORTEMENT = (
RELATION = 'META LEMA ANTI’
RELATION KIT='ZIRC’
ITER INTE MAXI = nombre d’itérations maximum pour Newton
RESI INTE RELA = critere d’arrét du processus de Newton
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3) Les données matériaux relatives au modéle META LEMA ANI, sont renseignées dans

l'opérateur DEFI MATERIAU en utilisant les mots clés facteur ELAS META et
META LEMA ANI.

Remarque : les matrices de Hill pour les phases et g sont données dans le repére
cylindrique (l:e,,,2:ee,3=z) , méme pour un calcul 2D axisymétrique ou les indices 2
et 3 sont intervertis.

2.4 Variables internes

Les variables internes du modéle META LEMA ANI sont :

V1 :la déformation visqueuse cumulée,
V2 : lindicateur de plasticité (0 ou 1).

3 Notations

On notera par :

1d
7:rA
A

matrice identité
trace du tenseur A4

partie déviatorique du tenseur A4 définie par A =A- (%Tr A)ld
A:B =Y A;B; =Tr(AB")

L]
produit tensoriel : (A ® B)jjq =A;By

produit doublement contracté :

valeur équivalente de Von Mises au sens de Hill définie par Aeq =VA:M:A

Matrice d’anisotropie de Hill
coefficients de I'élasticité isotrope
coefficient de dilatation thermique
température

température de référence

Par ailleurs, dans le cadre d’'une discrétisation en temps, toutes les quantités évaluées a linstant
précédent sont indicées par -, les quantités évaluées a l'instant ¢+ /A ¢ ne sont pas indicées et les

incréments sont désignés par A . On a ainsi :

AQ=0-0

Manuel de référence
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4  Présentation du modéele META LEMA ANI

41 Remarques importantes

» Par la suite, les équations du modéle sont présentées dans un repere « générique » (1,2,3)
qui représente soit le repere cartésien (Ox,0y,0z), soit le repére cylindrique

(1=e,,2=e,,3=z) associ¢ a la gaine d'axe z .

*  D'’un point de vue purement métallurgique, le Zircaloy comporte deux phases, la phase froide
o et la phase chaude B, qui peuvent étre présentes simultanément, en respectant la
condition Zo+Zg =1, ou Z, et Zg représentent les proportions de phase et de phase

[ , respectivement.

+ D’un point de vue mécanique, on considére, pour les paramétres matériaux du modeéle
mécanique, trois phases : la phase 1 = phase  pure, la phase 2 = mélange [ et la
phase 3 = phase [ pure. C’est pourquoi, on voit apparaitre trois indices par la suite dans les

équations. Les trois phases sont distinguées de la maniéere suivante :
¢ Si0<Z, <0.01 =>phase 3 =f

Si0.01 <Z, <0.1 =>phases 3 = et 2 =a (loi des mélanges linéaire)
Si0.1 <Z, <0.9 =>phase 2 =a.3

Si0.9 <Z, <0.99 =>phases 1 =a et 2 =0f} (loi des mélanges linéaire)
Si0.99 <Z, <l =>phase 1=

o & & o

4.2 Equations du modele
Les équations du modéle sont :
+  Partition des déformations en des parties élastique ¢¢, thermique gth et visqueuse ¢V :
g =¢® +g 1q +g" avec & =o(T- Trer)
* Relation contrainte — déformation : on sépare la partie déviatorique de la partie sphérique :
6 =0 +%Opp1d

Spp =3K(epp- 38th)

G =2u(§ - ev)

* Lois d’écoulement de la déformation visqueuse :

& :pM:c

Oeq

avec la contrainte équivalente au sens de Hill définie par :6¢q =V6': M:o
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EM3 si 0<Z, <0.01
M =M? =z, M! +(1-Z,)M?3 si 0.01 <Z, <0.99
I .
HMl si 0.99 <7, <I

La matrice d’anisotropie de Hill, M , est de la forme :

HMll Mj; Mz 0 0 0 H

Mo M Mo o o 5 MMM =0
M(er,ee,z) :DO 13 0 23 0 33 M 0 0 javec[Mjr+Myy+My3 =0

: “ D M3+ Maz+M33 =0

o 0 0 0 Mg 0 I

0 0 0 0  M66]

Soit :
M ———1 ( M M M )
12 ) - My Moy +Msjj
M ———1 ( M M M )
13 5 - Myp+Mpr- Msj
M ———1 ( M M M )
23 2 117 M227 V33

Remarque : dans le cas isotrope, on a :
My =My =M33 =1
1
Mij; =Mj3 =My3 =- 5
3
M44 :M55 :M66 :Z =0.75

+ Lavitesse de déformation équivalente est donnée par :

o _ |/l meom
p:HﬂH e” /T ou de maniere équivalente Ceq ~ ﬁ(e[l DD)D PP ~O
m

ap contrainte visqueuse o,

* Loi des mélanges sur la contrainte visqueuse G,

3
_ L VA PR A
Geq =Oy —Elfi(Za)cVi avec g . :ai(te/T) pMipl/ i
avec
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10 si 0<Z, <09 si 0<Z, <0.01
f| :Ew si 09<Z, <099, O1"Zy) o g <Z, <0.1
1 0.09
il si 0.99<Z7, <l si 0.1<Z, <l
00 si 0<Z, <0.01
I
0. Q1= Za) g <Z, <0.1
H 0.09
f, =1 si 0.1<Z, <09
0 -
01-Za99) o 49 <Z, <0.99
[ 0.09
1o si 099 <7, <1

ou (a,-,Ql-,nl-,mi) sont des parametres matériaux rattachés aux trois phases métallurgiques.
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5 Intégration du modéle

5.1 Discrétisation des équations

Connaissant le tenseur des contraintes g~ , la déformation visqueuse équivalente p les tenseurs

des déformations totales ¢~ et Ag, les températures T~ et T, et la proportion de phase o Z,, on
cherche a déterminer (6,p).

La discrétisation implicite du modéle donne :

g =t +eMd+e’ avec e =a(T- Tref) éq. 5.1-1
c :E+1Trcld éq. 5.1-2
3
Tro =3K[Tre- 3™) éq.5.1-3
c ZZM(E- sv) éq.5.1-4
M:o
AgY =Ap éq.5.1-5
Ocq
O¢q =V6:M:0 éq. 5.1-6
—Zf (Za)al( Q/T)/n (p' +Ap) A—pH éq. 5.1-7
i 0At[

Dans la résolution de ce systéme, seule la contrainte déviatorique & est inconnue car la trace de 6
est fonction uniquement des déformations totale € et thermique gth , qui sont connues.

En remplacant dans I'équation 5.1-5, le tenseur des déformations visqueuses en fonction du tenseur
de contraintes déviatoriques tirée de I'équation 5.1-4, on obtient finalement le systéme suivant :

&+ 2uAp O —ZMAE+2—ME' =g 1" ,
%a gpppdoo €q.5.1-8
~Tr
O¢q =V6:M:0 éq.5.1-9
3 /n
Oeq =31z T M o s ap)” QA—IDQ éq. 5.1-10
i=

Le tenseur des contraintes ng‘ est connu puisqu’il est fonction de lincrément du tenseur des
déformations totales et du tenseur des contraintes a l'instant précédent.

La résolution de ce systéme d’équations, dont les inconnus sont (E,Oeq,Ap), est faite dans le
Code_Aster par une méthode de Newton.

Une fois résolu ce systéme, on en déduit le tenseur des contraintes G et la déformation
équivalente P:
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6 =6 +K|Tr le™ +Ag)- 30(T- Tyef)|Id éq. 5.1-11
p :p- + Ap éq. 5.1-12
5.2 Résolution

Par la suite, on posera :

6 :QMEe éq. 5.2-1
1
N; =n— éq. 5.2-2
i
1 NQ/T
Yi :Efi(za)ai—AtN_ éq. 5.2-3

Le systéme 5.1-8 a 5.1-10 s’écrit en contrainte :

~ ~ M:o ~T
Cl(,Ap) =6 + 2uAp———- G1F =0 éq. 5.2-4
vo:M:o a
3 )
Cz(c,Ap) =+v6:M:o - ZMZyi(p' +Ap)m1 ApNi =0 éqg. 5.2-5
i=

Pour faciliter la méthode de Newton, il est préférable de choisir des inconnues dans la méme unité
(donc soit des contraintes, soit des déformations). On utilisera pour cela la relation 5.2-1 entre le

tenseur des contraintes et le tenseur des déformations élastiques Ei? qui devient alors I'inconnue du

probléme (ce qui présente I'avantage d’adimensionnaliser le systéme). Finalement, le systeme a
résoudre s’écrit :

1 ~e ~Tr
~ ~ M:
Gl Ap) =< =€ + Ap tE .%o éq. 5.2-6
2u \/Ee M:F¢ M
2 3 .
G2(%,Ap) :(2:— =\VE*:M:2°- Zyi(p' +Ap)m' ApNi =0 éq. 5.2-7
uw i=l
De maniére plus contractée, on pose :
IG1(y)0 I~e[l
G(y) =0 =0 y 0 avec y ZDS 0 éq. 5.2-8
iG4(y)g [APf

La résolution par la méthode de Newton donne :

1065 (y.) ,
0 oy éqg. 5.2-9

H¥ns1 =yn +0yn

En itérant en n jusqu'a convergence.
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G
On donne I'expression du tenseur —— ci-apres : les calculs sont précisés en annexe 1 (dans I'annexe

les expressions sont données sous forme indicielle).

log! oG10
i =
oG _[og® Apj
oy lag? aG20

—1
108 OAp[

éq. 5.2-10

Ou chaque terme vaut :

1 1
oG~ :C+£M . _Ap (M:Ee)®(M:§e);—aG :LMfe éq. 5.2-11

0g* £oq (s . }3 OAP g
oG _M:E o673 (o Jm NN omp |

= : =- 3y +A Ap id—1+ ! 2. 5.2-
0g® sgq OAp i:1yl b b P HAP p +ApH °9. 9212

1
5.2.1 Algorithme
1) Si Og(rl =0 alors g :aTr etp=p°
2) Sinon

2.1) Initialisation de la méthode de Newton : solution pour M isotrope

G+3uAp—2 - §
Ocq

T =05

o Y e
—_
+
(98]
>T
[l
Q

eqH éq. 5.2.1-1

© Ogq ZOeT(r1 - 3uAp

3 m,
chrl - 3uAp =2u2yi(p' + Ap) ApNi éq. 5.2.1-2
i=

Une fois A p connue (par 'algorithme décrit au § 5.2.2), on en déduit O¢q et G qui servent
pour l'initialisation de Newton

2.2) Itération de Newton

Le processus itératif s’arréte lorsque le maximum de la fonction G(y) est inférieur ou égal au
critére donné par l'utilisateur (mot clé RESI INTE RELA sous COMPORTEMENT de I'opérateur
STAT NON LINE). Si le nombre d'itérations dépasse celui donné par ['utilisateur, le processus
s’arréte en erreur fatale.

3) Calcul de la matrice tangente
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5.2.2 Reésolution du probléeme isotrope
On doit résoudre I'équation suivante :
3 - im; .
Oeg - 3uAp =203 Yi(P +Ap) Ap™; éq. 5.2.2-1
i=l
On posera par la suite Ap =x >0 .

On pose également :
F (x) zoeTé - 3ux = F{(x) =-3u <0 VWx éqg. 5.2.2-2

Et

3 .
F2(x) :ZMZYi(P_ + x)ml xNi
i=l
éq. 5.2.2-3
s 3 . ‘
F* () =2u2 Yiami(l)_ +X)m] N +N1(P_ +x)m' (Ni-10

1=l

La fonction Fj(x) est une fonction linéaire décroissante en X. La fonction F,(x) est une fonction

Tr
o
positive croissante en X. La solution ysol est bornée entre 0 et —°4 . On résout I'équation 5.3.2-1
3u
par une méthode de Newton avec borne contrélée. Linitialisation de Newton se fera avec la borne
Tr
;- Oeq
supérieure L.
3u
FaA
& B
a| \ h
- S
> S
3u
La méthode de Newton donne :
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F(x) F(x) Fz(x) 0 - 3ux - 2u2yl(p +X) xNi
i=

) K, éq. 5.2.2-4
Xk k X
Fii(x )
Soit :
N; [
DG 3Mx - 2u2yl(p +xk) k
XK+ =xk . i J éq. 5.2.2-5

kNi- 100

H 3u- 2MZY1Hm1(P +xk) i~ Nl+N(p +xk)m'x HD
I I

=

5.3 Expression de la matrice tangente

Le systéme formé des équations du modéle écrit sous forme discrétisée (G(y)=0) est vérifié en fin
d'incrément. Pour une petite variation de G, en considérant cette fois A ¢ comme variable et non
comme parameétre, le systéme reste a I'équilibre et on vérifie dG =0 , c'est-a-dire :

log!  oG!005Ee 0 18AZD

0og \p 100 0_[ 0 ;

Dan G2 0o 07 0 éqg. 5.3-1
0 =10 0 7 0

fog® OAp{RdApE 100 O

. . . _ oG
Les équations précédentes montrent que l'on est conduit a réutiliser la méme matrice —— que

oy
précédemment pour évaluer I'opérateur tangent.
Il faut évidemment compléter par la partie trace. On peut au final écrire la matrice tangente H
comme suit :

-1
oG
doij =Hjjk1 8A &g, Dij =H—H
ijkl éq. 5.3-1
Hjjk1 =2uDjjpi+— 3 (ZM Dijpp +3K 6ij )61(1
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Annexe 1 : Expression du Jacobien

oG

Afin d’obtenir le tenseur —— qui servira pour la résolution de Newton, il suffit de linéariser chacune

des expressions ci-dessous :

M,Ee ETF
\/Ee:M:Ee 21
[~e e 3 (- )mi 1/n; .
=Ve :M:g - Yy'p +Ap/ Ap i éq. A1-2
i=

* Linéarisation de I’équation A1-1 :

G! =%+ Ap éq. A1-1

.l=e ~€
G! +5G! =5° +58° +(Ap +Ap) M: 5 40 S L gm
Jee +oze) M (ze +oze) 24
(Ap+6Ap)M:(§e+6§e) _lem

\/EE:M:§e+2§e:M:6§e 2u

o Gl +0G! =3¢ +6%¢ +

~€ . .swe
o G +5G! =%¢ + 08¢ +L(Ap+aAp) (§e+6§e)§1—ﬂH 15T

2 I
€eq 0 g 1 2u
~ 1 )H M:oEe] 1.
o Gl +35G! =g¢ +0%¢ +—(ApM €€+ ApM: 08¢ +0ApM : €€ l-fé\)sH-—cTr
e 0 2u
£eq u feq
1 e £¥:M: 08¢ 1 -
o G +5G! =%¢ + 8¢ +—EApM €S+ ApM 0+ M :E¢8Ap- ApM : € e%g—z—o“
€eq [l €qq o M
~ 1 ~ - M : 8¢
< dG! =6se+TEApM:68e+M T¢5Ap- ApM % e%g
€eq [ €eq 0
A - 1 ~
o 5G! :EC+ epM (M £ e(E* M)E dF¢ +—M:E0Ap
0 %eq 8eq 0 Eeq
d'ou sous forme indicielle :
oG}, Ap Ap oGE 1
_Cl +— M1 Ml g, NesMrs ’ JZ*M{ B
ot ikl Eeq ikl ™ Seq ijpq €pq k1 OAp sgq ikl <kl
avec Cljkl (6ik6 +6jk611)
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* Linéarisation de I’équation A1-2 :

G? +5G? =y(z° +07¢):M
1=l
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, . 3 '
(g€ +07¢) - Zyi(p' +Ap+6Ap)m‘(Ap+6Ap)l/ni

m; 1/n;
o G24+5G2 =7 M % 428 M- 55" Zyl(p rap/™ 00§ Apl/niH“_fMﬂH
1 p +apf Ap
3 ‘ ,
& G2 +8G? g\/ze ;M;ge(Hw) Zyl(p +Ap)m.H1+ m;OAp HApl/niH“_ 6APH
e:MiE i I p +apl njAp
3 ‘ .
= G2 +8G? gegq(l M—és) Zyl(p +Ap) lApl/niHl+ OAp + rr_lléAp H
8eq i= njAp p +ApH
<€ .8we 3 ' '
o 8G2 gﬂ_ Zyi(p- +Ap)mlAp1/niH 1 + _ml Hf)Ap
feq i< HniAP p +ApH
d’ou
2 FOML. 2
6(:1 :5I_|M1Jkl ; oG _ ZYl(p +Ap) Apl/niH 1 . _mi H
881?] qu OAp = Hl’liAp ) +APH
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