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Eléments MEMBRANE et GRILLE MEMBRANE

Résumé :

Ce document décrit la formulation et limplantation dans Code Aster des éléments MEMBRANE et
GRILLE MEMBRANE. Les éléments MEMBRANE permettent de modéliser un comportement linéaire de
membrane quelconque ou un comportement non linéaire de membranes isotropes. Les éléments
GRILLE MEMBRANE sont des éléments finis plus spécifiquement dédiés a la représentation d’armatures d’acier
dans un massif (pour des applications de Génie Civil type béton armé). Les principales caractéristiques de ces
éléments sont les suivantes :

+  éléments de membrane, sans rigidité de torsion ;

+ pas de degrés de liberté de rotation, mais en contrepartie pas de possibilité d’excentrement ;

* support géométrique surfacique (triangle, quadrangle ; linéaire ou quadratique, et biquadratique
seulement pour les MEMBRANE) ;

Les éléments GRILLE MEMBRANE permettent de modéliser un comportement non-linéaire des barres
d'armature.
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1 Introduction

La modélisation MEMBRANE permet de représenter le comportement mécanique d'une membrane
éventuellement anisotrope en linéaire et uniquement isotrope en non linéaire. Elle permet de modéliser
des éléments de structure dont la rigidité de flexion est négligeable.

Les éléments GRILLE MEMBRANE permettent de représenter le comportement éventuellement non-
linéaire de barres d'armature dans une structure en béton armé. La principale contrainte est que les
barres d'armature doivent étre périodiquement réparties sur une surface, et orientées toutes dans la
méme direction. Précisons cependant que des barres d'armatures croisées peuvent étre modélisées
par superposition de deux modélisations GRILLE MEMBRANE (voir plus loin).

Les éléments de type GRILLE MEMBRANE viennent compléter les possibilités de modélisation
d’armature dans Code_Aster, en complément de la modélisation GRILLE EXCENTRE. On présente ci-
dessous les différences entre les modélisations GRILLE MEMBRANE et GRILLE EXCENTRE.

On rappelle que la modélisation GRILLE EXCENTRE est basée sur une cinématique de coque DKT
avec une seule couche dans I'épaisseur [R3.07.03]. Ce soubassement DKT implique la présence de
degrés de liberté de rotation aux nceuds des éléments GRILLE EXCENTRE: s'il permet la notion
d'excentrement, il est inutile lorsque I'on n'a pas besoin d'excentrement (dans ce cas il alourdit le
modéle de fagon inutile, car non seulement les degrés de libertés de rotation allongent le vecteur
d’'inconnues, mais il faut de plus bloquer un nombre non négligeable de ces degrés de libertés par
double multiplicateur de Lagrange). La modélisation GRILLE MEMBRANE est une modélisation basée
sur une cinématique « surfacique », elle ne nécessite pas d’autres degrés de liberté que les
déplacements habituels (en revanche, bien évidemment, cette modélisation ne permet pas d’utiliser la
notion d’excentrement).

La modélisation GRILLE EXCENTRE, basée sur DKT, nécessite des éléments géométriques de
support de type triangle ou quadrangle linéaire ; la modélisation GRILLE MEMBRANE est développée &
partir des supports géométriques surfacique triangle ou quadrangle, linéaire ou quadratique.

Pour les deux types de modélisation, en revanche, seule une direction d’armature est disponible par
éléments finis. Cela permet de modéliser tout type d’armature a plusieurs directions, en superposant
un élément par direction ; le colt de calcul engendré par ces duplications est faible : pas de duplication
des degrés de libertés (donc colt d'inversion de matrice constant), duplication des calculs
élémentaires (mais ils restent simples, en nombre réduit en 3D — éléments de surfaces contre
éléments de volume — et les calculs élémentaires pour des structures a grands nombres de degrés de
liberté sont de codt faible comparé au co(t d'inversion).
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2

Formulation linéaire des éléments de MEMBRANE

Pour un élément de membrane, I'énergie de déformation peut se mettre sous la forme :
= lf O:eds (1)
2
avec O la contrainte membranaire et € la déformation membranaire.

La seule difficulté est d’obtenir une expression du type €=BU ou l'on note U les valeurs nodales
du déplacement.

Pour cela, il faut utiliser un peu de géométrie différentielle. En notant a la base naturelle (non
orthogonale, seul le troisieme vecteur, normal a la surface, est normé) du plan de 'armature et g la
métrique contravariante associée a cette base (cf. [R3.07.04].pour plus de détails). On part de
I'expression de la dérivée contravariante :

i

ou i ‘
Vuza—gzu |,a;®a’ (2)
J
. X

avec {Eﬂ‘ un paramétrage admissible de la surface et Cll:g . En utilisant le tenseur métrique g ,

on a alors :

_ou' iy
Vu—a—g—ubg a,®a, (3)
J

On définit alors la direction d’'armature par le vecteur normé ¢, que I'on complete, pour la facilité de

'exposé en une base orthonormée }%J . On appelle R l'opérateur de passage entre cette base et la

base naturelle tel que :
a,=Rle, (4)
On note en grec les indices ne prenant que les valeurs dans |1,2] , et on obtient :

Ech:(vu'(xB:(%‘ai R?(R[Zglk (5)

Par définition de R : R;=0 et par définition de g : ¢'*=g¢>*=( . On obtient donc :

: ou
e =Vl = -a’
B B (8

RSR; g™ (6)

)

Si 'on note maintenant 3 la dérivée des fonctions de forme au point de Gauss envisagé, il vient :

— B 067
805_R3R9g Bé,n(ay)i Ui,n (7)
Avec n, l'indice du nosud. D’'oli le B cherché :
_ papb 80 % y
B, ,=R\Ryg"' B, |’} ®)
A partir de B , on a alors toutes les expressions classiques de la déformation :
e=BU (9)
des forces nodales :
F=[B'o (10)
et de la matrice tangente :
oo
K=|B"==B 11
I (11)
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3

Formulation non linéaire des éléments de MEMBRANE

Toute la partie théorique ainsi que le développement de I'élément fini de membrane sont fondés sur le
travail de Anh LE VAN, publié dans son ouvrage Coques et membranes, Fondements de I'approche
non linéaire [1] .

Dans ce document, nous respecterons les conventions suivantes, sauf contre-indication :

® les lettre latines € {1,2,3}

® les lettres grecques € {1,2}

® on utilise la convention de sommation d’Einstein

® on écrit en majuscule les composants se référant a la configuration initiale

® on écrit en minuscule les composants se référant a la configuration déformée

® on écrit en gras les tenseurs d’ordre supérieur ou égal a 1

®* on mettra un indice 0 pour signifier que I'on se trouve sur la configuration initiale

®* les accolades {EI} désignent un vecteur colonne

®* les crochets <D> désignent un vecteur ligne

® les crochets droits [D] désignent une matrice ayant plus d’une ligne et plus d’une colonne

L’étude des membranes repose sur beaucoup d’éléments de géométrie différentielle, nous allons donc
en exposer les principes les plus importants dans le cadre de notre étude. La géométrie différentielle
fait référence a l'application du calcul différentiel a la géométrie, elle intervient notamment dans les
problémes faisant intervenir la notion de courbure. Elle nous sera utile pour tenir compte de la
géomeétrie courbée des membranes.

3.1 Géométrie différentielle
On travaille dans I'espace euclidien tridimensionnel € muni du produit scalaire usuel (a, b]l—>a. b,
de la norme euclidienne ||-|| et d'un repére global orthonormé (O;el,ez,e3) .
Le premier élément a expliciter est la base locale (ou base naturelle covariante), cette base n’est a
priori ni orthogonale ni normée. Soit une surface S, , P, un point appartenant a cette surface et
(€',8) un systéme de coordonnées de cette surface. On définit la base naturelle covariante
(A,,A, A;) par(ennotant X le produit vectoriel) :
oP, . A, XA
S N=A= (12)
o A< A,
On écrira alors dans la configuration déformée, en notant S la surface et P la position du point P,
aprés déformation :
oP . a, Xa
a,= i N= 335 172 (1 3)
o |a;xa,|
On peut maintenant définir la premiére forme fondamentale :
AaBEAa'AB (14)
on peut alors construire la matrice :
A ]=|An Ao (15)
AZ] AZZ
cette matrice est symétrique et inversible (car A1 et A, sont libres). On note son inverse :
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. _|AY AP
A7|=[A.] E[AZI e (16)
on définit alors la base duale (AI,AZ) de la base (Al,AZ) par :
A‘=A"A, (17)
Cela permet de définir le tenseur métrique :
A=A,A® AP (18)

En théorie des coques ou des membranes, c’est le tenseur A qui interviendra a la place du tenseur
identité | en 3D.

On écrira: ||A, X A,||=vVA ou A=det|A..| ,onappelle A lejacobien de la transformation.
Finalement, on définit le tenseur de courbure :
B=B,A“® A’=(N ,.A;].A°® AF (19)

B est par définition symétrique, comme son nom l'indique il sert a mesurer la courbure d’une surface
en un point.

3.2 Hypotheéses

Pour parvenir aux équations caractérisant le comportement des membranes il est nécessaire de faire
plusieurs hypothéses. Le but ici n’est pas de redémontrer comment on parvient a ces hypothéses,
nous allons donc les donner directement sans entrer dans les détails, ceux-ci sont présents dans [1] .
Les hypothéses sont :

® Les déplacements de la membrane sont représentés par les déplacements de la surface
moyenne.

® On utilise 'hypothése cinématique de Cosserat :
O Tout point défini le long d’une fibre reste aprés déformation le long de cette méme fibre.
O 1l n’y pas de changement de forme de la fibre dans I'épaisseur.

® |’épaisseur H de la membrane est trés faible, mathématiquement cela se traduit par les
conditions H|tI‘B’<<1 et 12(detBl<1 -

0,11 0‘12 0
¢ On considére un état de contrainte plane lo]=|62" o2 o0
0 0 0]

®* La masse volumique est constante dans I'épaisseur.
®* Les contraintes sont constantes dans I'épaisseur.

®* Le moment de flexion d’ordre 2 est négligé.

3.3 Equations régissant le mouvement des membranes
3.3.1 Principe des puissances virtuelles

L’outil utilisé pour la mise en équation des membranes est le principe des puissances virtuelles (PPV),
dont I'expression en variables lagrangiennes s’écrit : V ¢ | V' champ de vitesses virtuelles ",

T . * * * _ L *
_J"QD ":grad, U d90+fgu p,.f.U d90+jmu T.U dAO—fQUpO.U.U dQ, (20)
Avec :
e II : le tenseur de Piola-Kirchhoff |
e T=II.n : le vecteur de contrainte nominale (sur le bord)
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° Po : la masse volumique a I'état de référence
e f : les forces massiques

On note les dérivées temporelles avec la notation « ~ ». Q; représente le volume initial et on notera

S, la surface moyenne initiale. La frontiére 0Q, comprend les faces supérieure et inférieure et le

bord de la membrane. On notera H I'épaisseur.

On reconnait dans le PPV les expressions suivantes :

®* La puissance virtuelle des quantités d’accélération

P*(poﬂ):fgu p,-U. U dQ,

(21)

en utilisant les hypothéses de petite épaisseur et de masse volumique constante dans

I’épaisseur, on obtient :
P*(poﬂ):fso p,H.U.U"dS,

®* La puissance virtuelle des efforts internes

P;t:—fgvl'IT:gradqu*d Q,

(22)

(23)

pour écrire les contraintes plus simplement on va utiliser le tenseur des contraintes de Piola-

Kirchhoff II, ZI:Z”AAit&Aj . Comme les composantes de s contraintes de Cauchy o

“® sont

constantes dans I'épaisseur et que I'épaisseur H est trés faible on peut affirmer que les
composantes de contraintes de Piola-Kirchhoff Il £** sont aussi constantes dans I'épaisseur. En

supposant de plus un état de contrainte plane on arrive a :

Z11 212 0
[Z} — 221 Z22 0
0 0 0

Grace a ces trois hypothéses on peut déduire que :
* o afl * aff _ (¢}
P, =—[, N"a,.U},ds, aec N’=Hx
®* La puissance virtuelle des efforts externes
Pext:_fgg p,.£.U dQO+waT.U dA,
qu’on peut réécrire sous la forme :

szt:fsa p.U*dSO+_fSO c.a,dS,+ .[aso (F.U*+C.a; ds,

(24)

(27)

ou P (resp. F ) est la force surfacique sur So (resp. linéique sur le bord 05, yet C (resp.

C ) est le couple surfacique sur So (resp. linéique sur le bord 650 ). On décompose p et F

dans la base naturelle actuelle : p= p“ aa+p3 a, et F=F° a,+F’a; .
On peut finalement écrire le PPV sous la forme : YVt YU, v as

-J NTa, Uydsy+ [ pUTds [ c.ajdsy [ [F.UC.a5lds,= [ pH.U.UTdS, (28)
3.3.2 Equation locale du mouvement et conditions aux limites
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On peut maintenant exploiter le PPV pour obtenir les équations locales de la dynamique des
membranes et les conditions aux limites sthéniques. Ces équations ne seront pas utilisées pour coder
'élément fini mais les conditions aux limites sthéniques sont nécessaires pour comprendre le
comportement des membranes.

La premiére chose a faire est d'effectuer des intégrations par parties a l'aide du théoréme de

* *
divergence afin d’éliminer les dérivées U,g et de faire apparaitre U . On obtient :

1 of * af * *
fso\/—K(N a,VA| U dS,— [ N*a . U'vy. Ayds,+ [ p.UdS, 00

+fsoc.a;d80+faso(F.U*+C.a;)d 50:f50 p,H.U.UdS,

Avec U, la normale unitaire extérieure & 05, et située dans le plan tangent a So .

En utilisant le fait que les champs virtuels U et 3" sont indépendants et arbitraires on obtient :
® Conditions nécessaires sur le chargement externe :

O Le couple surfacique doit étre nul : ¢=0 .

O La force linéique sur le bord de la membrane ne doit pas avoir de composante
transverse suivant 33 : F°=0 .
© Le couple linéique sur le bord doit &tre nul : C=0 .

* Equation locale de la dynamique : Vit , v Poeso

. 1 ag — )
a, ;N P+a,—(N B\/A)’B + p=p,HU (30)

VA

+  Condition aux limites : V t , V' P €0S,

o__ af
F'=N""(v,A;)
F’=0
On remarque que les conditions nécessaires sur le chargement externe portent sur la nullité de
certains termes. Cela pouvait étre intuité sachant qu’'une membrane n’a pas de rigidité en flexion. En
effet, appliquer un couple a une membrane entrainerait un mouvement de corps rigide. D’ailleurs, une
pression appliquée sur une membrane plane va aussi entrainer un mouvement de corps rigide tant
que cette derniére n'est pas déformée et n'a pas acquis une rigidité dite « géométrique ». Pour

remédier a ce probléme, il faudra créer une rigidité « géométrique » artificielle au début du calcul en
imposant une précontrainte que I'on pourra enlever par la suite.

a, NP v,A,=F = (31)

3.3.3 Lois de comportements

Pour lier les contraintes du matériau a ses déplacements, il est nécessaire d'utiliser des lois de
comportement. Dans le cas des membranes on utilise des lois de comportement dites
« hyperélastiques ».

Nous allons nous contenter de deux lois de comportement hyperélastiques parmi toutes celles qui
existent : la loi de Saint Venant-Kirchhoff et la loi néo-Hookéenne. Nous les caractériserons par leur

énergie de déformation volumique w fonction du tenseur de déformation de Green-Lagrange E (tel

que E=E;A'® A’ avec Eij:;_(aij_Aij) ) ou du tenseur de dilation C (tel que C=C;;A'® A’

avec Cl.j:aij ).

Le contrainte de Piola-Kirchhoff II, )X , est alors reliée a E ouC par :
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ow ow
¥=Sym——=2Sym—
Yo E -3¢ (32)
avec
ow_1|ow [ow)
SYMGE =2 8E+(8E) (33)
3.3.3.1 Loi de Saint Venant-Kirchhoff

3.3.3.2

3.4

3.4.1

Le matériau hyperélastique standard est caractérisé par la loi de Saint Venant-Kirchhoff. Son énergie
de déformation volumique s’exprime par :

W(EJ:ZO:E+%E:D:E (34)
avec D un tenseur d'ordre 4 appelé tenseur d'élasticité.

Loi Néo-Hookéenne

La loi néo-Hookéenne est une autre loi de comportement hyperélastique classique, elle est
notamment utilisée pour I'étude de matériaux incompressibles. Cette loi donne de meilleurs résultats
lorsque le corps subit de grandes déformations. Son énergie de déformation volumique s’exprime par :

w(C):;_{trC—B)—p.an+2A(an)2 (35)
H et A sont les coefficients de Lamé, ils sont définis par :
Ev E

= et -
A (1+v)(1—2vV] H 2(1+v) (36)

avec E (resp. V )le module d’Young (resp. le coefficient de poisson).

Discrétisation éléments finis

On a présenté dans les paragraphes précédents les équations servant a la résolution du
comportement des membranes. On les reformule afin de pouvoir les coder dans code_aster.

Interpolation de la géométrie

On notera indifféremment P0 ou X la position initiale d’'une particule courante située sur la surface

moyenne initiale So . Les coordonnées du point X dans un repére orthonormé fixe
(0 ;e e, e3) sont notées (X1, X;, Xy :

L'élément de référence d’'un élément fini e de la surface SO est noté eg . Les coordonnées de
'élément de référence sont notées ( El’ 22) . La géométrie de I'élément e est représentée par
l'interpolation :
e e
¢ 37
1 2] _ . ] 1 2\ [+ 1€ (37)
(E ) E )HX:PO avec Vle\]-)ZJBJ’ XIZ\N(E ) E ),‘/‘[Xii
ou
* Le vecteur ligne (N) est la fonction dinterpolation géométrique de I'élément e
N:NlNZNnne avec nne le nombre de nceuds de I'élément.
® Le vecteur colonne {Xi}e contient les Nne coordonnées X; des nceuds de I'élément e .
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oP
En un point X=P, de I'élément e , les vecteurs A = GE: de la base naturelle sont calculés par

Vae 1,2], Vi€[1.2,3], [A[=N /X (38)
6X1 < a%
o0& 0§
Le raisonnement est strictement identique pour les vecteurs de bord, on change juste la notation. La
géométrie de I'élément e’ est représentée par l'interpolation :
elE 96'
¢ X avec Vie12,3, X=IN'g[x]

dg'd&’=||A,xA,||dE'dE’

L'élément d’aire dSO est défini par dSOZH

(39)

3.4.2 Interpolation du champ de déplacement

On décompose le vecteur déplacement U=U|g!, Ez,t) de la surface moyenne dans la base
orthonormée fixe (El, €, 93)

U=U'e, (40)
Puisque la base (el, e, e3) est orthonormée, les composantes covariantes et contravariantes dans

cette base sont confondues. Par conséquent, la position haute ou basse des indices i dans la

relation précédente est sans importance.
On travaille avec les éléments finis isoparamétriques, d ans un élément fini e de la surface S, ,

chaque composante Ui du déplacement est donc interpolée par :

Vie1,2,3, U=N[g', &))|U,[t)’=N,U* (sommationsura€(l,nnel) (41)
ou
®* Les fonctions d’interpolation Na sont les mémes que précédemment

® Le vecteur colonne {Ui}e contient les nne composantes de déplacement Ui(t) des noeuds de

'élément e .
On écrit :
ur |
(U2)
U, U3
N.N N,N
U2 :[ 1 1]\[1 2 2N2...} U1 (42)
U, (U 2)?
U3
Ce qu'on abrége en :
Ul=[N]uf* (43)

3.4.3 Interpolation et discrétisation du champ de déplacement

On décompose le tenseur gradient du champ de déplacement dans la base Ai ®A].
H=grad, U[Q,,t)q _, =H,,A'® A’ (44)

Seules les composantes HiB nous intéressent, on réécrit ce tenseur sous forme de vecteur colonne :
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Hl Hll
H2 H21
(ﬁ)z H;|_|Hs
H4 H12
H5 H22
HG H32
On a alors la relation :
Hi=[G|[ur
avec |G| une matrice de dimension 6 x3nne telle que :
(A, (A,), (A),] (A), (A,), (A,
Nl,l (AZ)I (Az)z (Az)s N2,1 (AZ)I (Az)z (Az)s
[G]E :(AS)l (A3)2 (A3)3: (A3)1 (A3)2 (A3)3
(Al)l (AI)Z (A1)3
N[ (A,), (A;), (A,);
.(AB)I (AB)Z (A3)3-
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Les champs virtuels, indiqués par « * », seront discrétisés de maniére identique.

3.4.4 Discrétisation du principe des puissances virtuelles

Maintenant que I'on dispose de nos fonctions d’interpolation, on peut écrire le principe des puissances

virtuelles sous forme matricielle :
® Puissance virtuelle des quantités d’accélération :

P(pyU)= [, poH.U.U'dS,= 3 (U7 (M [0
avec [M] la matrice masse élémentaire : e
M= p,[N["[N]HAS,
® Puissance virtuelle des efforts internes :
Pl=—J, M":grad, U'dQ,=— (U ¥

e

avec .

v '=[ [c]'fi/Hds,

De la méme maniére que précédemment, seules les composantes " nous intéressent :

11
Hl
21
2

w

1

I
=l=l=y=N=

N
N

5

o[ e e e [

w
N

6

R emarque : a u lieu d'utiliser {ﬁ}

, on exprimera par la

. [l . .
suite |¥) en fonction de Piola

Kirchhoff Il (Z) afin de pouvoir utiliser les lois de comportement du paragraphe 3.3.3 .
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o Puissance virtuelle des efforts externes :
Pw—fsop.U dso+.[aso F.Uds,=), U
e

avec

e

e s‘/ *\‘E'[ 1)
@+, U @' (53)
x

*\e[

I

le— T (' — T
@ =fe[N} plds, ¢ [@)=[_[N]"[F|ds, (54)
On note {pJ (resp. lF} ) le vecteur contenant les trois composantes du vecteur force surfacique

P (resp. force linéique F ) dans la base orthonormée (el, e, e3) .

3.4.5 Linéarisation et expression de la matrice raideur tangente

(Rl
Dans le schéma de Newton-Raphson, le probleme va étre de calculer le terme % , que l'on
(Y
appelle matrice raideur tangente, de dimension 3nnx3nn avec nn le nombre de nceuds total de
I'élément . On appelle (R}=/® — ¥ le résidu. On écrit :

{KJza{R}_alﬁ‘l’}_al@:

= J =Ky |+/ K
olul olul olu| K+ (53)
On a au niveau élémentaire :
e 0¥ o®f . .
K=—{-L_ "= + K 56
K] aluf oluf K[ +[K | (56)

e

On appelle [K.,, la matrice tangente élémentaire due aux efforts internes et [ch ¢ la matrice

tangente élémentaire due aux efforts externes.
Dans le cas ou il existe aussi des chargements suiveurs appliqués sur le bord de la membrane, il
apparait aussi la matrice raideur tangente élémentaire due aux efforts externes sur le bord e’

('€
—0 D@
o/uf*

On notera que les chargements suiveurs n’existent qu’en grandes déformations. En effet, comme en

petites déformations on fait 'hypothése d’une géométrie fixe pour réaliser les calculs, les chargements
qui dépendent du déplacement n’ont pas lieu d’étre.

K= (57)

3.4.6 Calcul des contraintes dans la membrane

Une remarque importante, bien qu’évidente au regard des équations, est que l'on travaille sur la
configuration non déformée de la membrane. Cela a pour conséquence que I'on sera en mesure de
calculer les contraintes de Piola-Kirchhoff Il et non celles de Cauchy. Or, on ne dispose pas d’équation
portant sur I'évolution de I'épaisseur, ce qui en fait aussi une inconnue. On peut montrer que les
contraintes de Cauchy sont liées a celles de Piola-Kirchhoff par I'équation :

h GaBzinaB
[[aix a| (58)
A A,||

ce qui donne deux inconnues pour une équation. On ne pourra donc avoir accés qu’aux contraintes de
Cauchy intégrées sur I'épaisseur, aussi appelées « efforts généralisés », s’exprimant par « he ».

3.5 Expression des éléments codés dans code_aster

On donne dans ce paragraphe l'expression des différents tenseurs tels qu'ils sont écrits dans
code_aster.
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On a pour la loi de comportement de Saint Venant Kirchhoff :
E 1 1
yP=y by Z[1-v)[AYAP+ACAPY+APAY 2 (2 — A | (59)
° 1-v2|2 2170y by
Et donc :
oz’ B, s ABY| L 2AH  Aap Ay
=pulA"AP+ AT AY [+ —— A" AY 60
OE,, ul | A+2p (50)
Et pour la loi néo Hookéenne :
@b _ b wp_ap) A (ARG (21 e ] ap
2 P=3y (AP —a )+2 In T W(kq G (61)
Et docc :
ofd C )
Lox7_ _ Hhwm vyl p—Ah‘l detC|[a*®a"P+a® a*"
2 OE; Cs3 2 2 (62)
Yool +2p—=
A
A op det|a,, . o
Avec Cy=5-W }\—ex , q=——1—- ,et W lafonction de Lambert w(z)e"'* =z ( z€C
M q det[A,,

).
Dans les prochaines expressions on notera 0 le symbole de Kronecker et on aura :
i=3la—1]+p €' j=3(b—1)+q (63)

Avec i, j €1,3Xnne| , a, be[1,nne| et p, q€/1,2,3] .
La matrice masse s’écrit :

Mf=[ §,p,N,N,HAS, (64)

La matrice tangente élémentaire due aux efforts internes :

o B 1oz |\ [ox |
[Ky =L Ny N, [ 8,24 x, X 55 (_aE) Hog HdS, (65)
Et le vecteur force interne élémentaire :
(wi=[ N, .x, Z"HdS, (66)
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4

Formulation des éléments de GRILLE MEMBRANE

Pour une nappe d’armature uniaxiale, I'énergie de déformation peut se mettre sous la forme :
1
b=—| Soeds 67
ZI (67)

avec S la section d’armature par unité de longueur, o la contrainte (scalaire) et ¢ la déformation
(scalaire). On cherche a obtenir une expression du type e=BU oul'on note U les valeurs nodales
du déplacement. En reprenant la démarche de la section précédente, on démontre cette fois-ci que :
| ‘ ou
e=| V qu = «

1 1 B
PTR R.R,g" (68)

En introduisant la dérivée 1§ des fonctions de forme au point de Gauss envisagé, il vient :
e=R\ R, g™ By ,la",U (69)

D'olile B cherché. On notera qu’il a la forme d’un vecteur, due a la nature scalaire de la déformation
recherchée :

i,n

1 pl 2
Bi,n:R(nygﬁyBB,n(aa)i (70)
A partirde B , on retrouve toutes les expressions classiques de la déformation, des forces nodales et
de la matrice tangente :
e=BU
_ T
_ [ rT00
k=[B"$2B
On notera que ce sont les lois de comportement unidimensionnelles qui sont utilisées pour obtenir la
contrainte a partir de la déformation. Toutes les lois de comportement disponible en unidimensionnel

sont utilisables. A défaut, on peut également utiliser les lois tridimensionnelles, grace a la méthode De
Borst.
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5

Matrice de masse

Pour les éléments MEMBRANE et GRILLE MEMBRANE, les termes de la matrice de masse sont obtenus
aprées discrétisation de la formulation variationnelle suivante :

+h!2
swe .= [ [puadudzds= fpm (i1du+vdv+i dw)dS (72)
—hl2 S
+hi2
Avec p,= f pdz .La discrétisation du déplacement (pour N nceuds) pour cet élément
~hl2

isoparamétrique est :

N Uy
ZNk v, [tk=1,--,N (73)

Wy

La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de
translation, a alors pour expression :

M, 0 0
M=l0 M, O (74)
0 0 M,
A vec M, .!;pmNTNdS et N_(Nl Nk)
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