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Eléments finis de tuyau droit et courbe
avec ovalisation, gonflement et gauchissement
en élasto-plasticité

Résumé :

Ce document présente la modélisation d’un élément fini de tuyau utilisable dans des calculs de tuyauteries en
élasticité ou en plasticité. Les tuyaux, courbes ou droits, peuvent étre relativement épais (rapport épaisseur sur
rayon de la section transverse jusqu’'a (.2 ) et sont soumis a divers chargements combinés - pression interne,
flexions planes et anti-planes, torsion, extension - et peuvent avoir un comportement non linéaire.

Cet élément linéique combine a la fois des propriétés de coques et de poutres. La fibre moyenne du tuyau se
comporte comme une poutre et la surface du tuyau comme une coque. L'élément réalisé est un élément de
tuyau droit ou courbe en petites rotations et déformations, avec un comportement élasto-plastique en
contraintes planes.

Trois modélisations, correspondant a trois différents types d’éléments, sont disponibles :
* TUYAU 3M, qui prend en compte 3 modes de Fourier au maximum, et qui peuvent s’appuyer sur des

mailles a 3 nceuds ou a 4 nceuds.
* TUYAU_6M, qui prend en comte jusqu’a 6 modes de Fourier, et s’appuie sur des mailles & 3 nceuds.
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Introduction

Il existe une importante bibliographie sur la modélisation des tuyauteries et de nombreux éléments finis
de tuyaux droits et coudés sont disponibles dans les grands codes d’éléments finis. Des synthéses ont
déja été réalisées [bib1], [bib5], [bib6], par le passé que I'on a complétées en incorporant les derniers
développements connus dans le domaine [bib11]. Les effets importants a prendre en compte sont le
gonflement dG & la pression interne et I'ovalisation des sections transverses par flexions combinées
plane et anti-plane. On se place dans I'hypothése des petites rotations et déformations dans le cadre
de ce document.

Il s’agit d’un élément linéique a 3 ou 4 nceuds, de type poutre courbe ou droite avec plasticité locale
prenant en compte I'ovalisation, le gauchissement et le gonflement. La cinématique de poutre est
enrichie d’une cinématique de coque pour la description du comportement des sections transverses.
Cette cinématique est discrétisée en M modes de Fourier dont le nombre A/ doit a la fois étre
suffisant pour obtenir de bons résultats en plasticité et pas trop grand pour limiter le temps de calcul.
La littérature nous incite a utiliser M =6 [bib9], [bib13] en plasticité. En élasticité, pour des tuyaux
épais, on peut se contenterde M =2 ou M =3.

Les différentes théories de coques et de poutres pour les
éléments finis de tuyaux droits ou coudés

On présente dans ce chapitre les éléments de cinématique en géométrie curviligne tridimensionnelle,
ainsi que leurs restrictions dans le cadre des modéles de poutre et de coque. En effet, pour batir
I'élément fini de tuyauterie enrichi qui répond au cahier des charges défini en introduction, on exploite
une technique de décomposition de la cinématique tridimensionnelle. La cinématique de coque y
apporte la description de I'ovalisation, du gonflement et du gauchissement, tandis que la cinématique
de poutre y décrit le mouvement général de la ligne de tuyauterie.

Les différentes théories de coques et de poutres utilisées pour chacun des éléments traduisent les
hypothéses choisies a priori sur le type de déformations et de comportements.

21 Le tuyau en théorie de poutre

21.1 Cas d’un tuyau coudé
Une premiére approche relativement simple revient a considérer le coude représenté ci-dessous
comme une poutre creuse de section circulaire. La poutre est obtenue par rotation d’'angle ® de la
section circulaire autour de (OZ . Un point de la poutre est repéré par sa distance r par rapport a
l'axe de la poutre et par les deux angles 0, ¢ ou O estI'angle longitudinal avec QY indiqué ci-
dessus et ¢ I'angle trigonométrique avec (OZ mesuré sur la section circulaire.
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Figure 2.1.1-a : Géométrie et cinématique du coude en théorie de poutre
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Dans le systeme de coordonnées curvilignes (7 , 0, ¢ ), les relations entre les déplacements u
des points du coude de positon 7,=OM=—Re (0)+re,(0,¢) et les déformations de

Green-Lagrange sont données par le tenseur suivant dans la base naturelle (7 , 0, ¢ ):
0| r,+ul 8(r0+u)_8r0 or,
ox OB ox 0P

2f 8=

Les vecteurs unités dans les directions (7 , 6, ¢ )sont:
ory 1 0r, 10r o \/aro or, \/Gro or,
b 0d

Si I'on exprime la position d’un point du coude dans la base orthonormée torique locale ( €,,¢€,. €, )

e = .
00 00

" or " 400 B oo

par (V,,Vy,V4 )onales relations suivantes :

or, or, or,
= ,e,= ,e = :
"0y, % Oy Oy,

e

L'expression du tenseur des déformations de Green-Lagrange dans cette base est alors :
8(r0+u) 8(r0+u) or, Or,
«p oy, 0yg 6y0('6y8'

2¢

Les relations de passage entre I'expression des déformations de Green-Lagrange dans le systéme de
coordonnées curviligne et dans la base torique locale précédemment définie sont :

Err:frr
_Joo

00 A2
_J oo

¢¢_Bz
_Jos

% 4B
_fer

or A—
_Sor
E¢'_B_

L'utilisation de cette base est particulierement intéressante car les relations de comportement dans la
base torique orthonormée sont simples d’utilisation. Pour le coude ci dessus, si 'on considére que les
déformations restent petites, on obtient alors [bib4] aprés linéarisation des déformations de
Green-Lagrange :
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ou,
E”:8r
ou
€= _1 0ly + o 04 +
400 AB o R
1 8u u

+r
“¢“Ba¢ R,
1wy 10wy m o4
“0™Y04T B 400 ABOd
1 0u, ”e+%
400 R, Or

18u Uy Ou,,

+
B@d) R, or

2¢

2e yGr

2¢ or=Yor=

avec:
R+7rsin
R+rsind R,

sin ¢

Les expressions des déformations établies ci-dessus s’écrivent alors :

A=R+rsind ,B=r ,R = =r

ou,
E”_ar

B 1 <6ue+ fusing)
896_R+rsin¢ EY: ud)coscb u, s ¢
1 Ou,
€od ,,(5(1) +u,)

=Yo4= 1 (8u¢ —u cosc|>)+1——
0~ Yoo R+rsing 00 0 r
1 ou, ) Ou,
R+rsin<b(86 u951n¢)+8r
1, 0u, Ouy

r¢:yr¢:;(6¢ —u¢)+67

2¢

2Er6:yr6:

2¢

Le déplacement u,., Uy, U, , d’'un point du coude dans la base torique associée a la section transverse
d’observation peut facilement s’exprimer en fonction des déplacements et des rotations associés au
centre de la section transverse. En effet, si on note U, U,,u; le déplacement dans la base curviligne

locale (0(9) , x(e) s y( 9) s z(ﬁ)) associée a la section transverse comme indiqué sur la [Figure 2.1.1-
a] on a les relations suivantes, valables dans le cadre de la cinématique des poutres de Timoshenko

[R3.08.01] :
u,(r,0,¢)=u_(0)+6_(0)rsindp— Gy(e)rcoscb
u,(r,0 ,c]>)=uy(9)+6x(9)rcosc|>
uy(r,0,¢p)=u_(06)—0_(0)rsind
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ou u,,u,u_ estle déplacement de translation de la section et 0 , 0 , 0_ Ila rotation de son

centre o . L'expression des composantes du déplacement dans la base orthonormée torique locale (
€., €y, €, )sobtient par changement de repére :

uy(r,0,d) ul(r,e,¢):ux(6)+92(9)rsin¢—9y(G)rcoscb
u¢(r,9,q>)=u3(r, 0,¢)sindp—u,(r,0,d)cos ¢=uz(9)sinc|>—uy(9)cosc|>—9x(9)r
u.(r,0,¢) —[u3(r,9,c|>)cos<1>+u2(r,9,¢)sin¢]=—[uz(G)coscl>+uy(9)sinc|>]

L'introduction de ce champ de déplacement dans I'expression des déformations linéarisées nous
permet d’obtenir I'expression des déformations tridimensionnelles associées a la cinématique de
poutre :

Er}’:O
e - 1
% R+rsind

E¢¢:0

(ux,e—uy—rexcos¢+62yersin¢—ey’ercos¢)

2e =L
%¢ R+rsind

+(0_cosdp+0 sind)

2erezm(—uxsincb—uy’esincb—uzﬁcos<1>+9yrsin<1>coscb—é)zrsinzcb)

+(stinc|>—6ycosc|>)

2&r¢=0

(—uxcoscb—uylecos b+ uz‘esin¢—r9xle+eyrcosz¢—92rsin¢coscb)

2.1.2 Cas du tuyau droit

Les expressions des déformations établies ci-dessus s’appliquent aussi au cas du tuyau droit, ou I'on
remplace 0 par s ou s estl'abscisse curviligne le long de la fibre moyenne du tuyau, avec :

A=1,B=r 1/R=0 R, =r.

Les expressions données pour le coude s’écrivent alors pour le tuyau droit :

ou,
= or
ou,
)LX:ax
_1 Ouy
f07, (5 T
ou, 10u
2¢ =y =—b4- %
o~ Ve ox rood
5 ou, Ou,
e = —
n= Y ox Or
1 ,0u, Ouy,
2e V=, (g e,
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yZ,
Section transverse : vue de 1 vers 2

Figure 2.1.2-a : Géométrie et cinématique d’un tuyau droit en théorie de poutre

Comme précédemment, le déplacement , u,.,u ,u, dun point du tuyau dans la base torique
associée a la section transverse d'observation peut facilement s’exprimer en fonction des
déplacements et des rotations associés au centre de la section transverse. En effet, si on note

U, u,,us; le déplacement dans la base curviligne locale (0 X, ), z) associée a la section
transverse comme indiqué sur la figure ci-dessous on a les relations suivantes :

u,(r,x,¢) ux(x)+62(x)rsincb—ey(x)rcoscb
uy(r,x, d)=u (x)+0 (x)rcosd
uy(r,x,)=u_(x)-06_(x)rsing

et:
ux(r,x,c])):ul(r,x,d>):ux(x)+Gz(x)rsind>—9y(x)rcosc]>
ud)(r,x,¢):u3(r,x,c|>)sinc|>—u2(r,x,cb)coscbzuz(x)sincb—uy(x)coscl)—@x(x)r
ur(r,x,¢)=—[u3(r,x,c|>)cosc|>+u2(r,x,d))sincb]:—[uz(x)cosc|>+uy(x)sincb]

L’introduction de ce champ de déplacement dans I'expression des déformations données ci-dessous
nous permet d’obtenir I'expression des déformations associées a la cinématique de poutre :

E}"}":O
sxxzux’erez,xrs1nc|>—9y,xrcosq>
a¢¢=0 ‘
2e,,=—r0, +(0 +u, Jsing+(0,—u, )cosd
2e,=(0_—u, )sind—(0 +u_ )cosd
2Er¢=()
2.1.3 Remarques
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2.2
2.21

Le fait que €,.,&,, et €., soient simultanément nuls montre que la cinématique de poutre ne peut

représenter les déformations des sections transverses a la fibore moyenne du tuyau. En effet, les
sections transverses sont animées d’un mouvement de corps rigide, ce qui interdit de modéliser le
gauchissement, le gonflement et I'ovalisation.

Le tuyau en théorie linéarisée de coque
Cas général

Le tuyau coudé est considéré comme une coque mince de révolution (portion de tore). La surface
moyenne est obtenue par rotation d’angle ® d'un cercle de rayon « dont le centre est a une
distance R de I'axe de révolution Oz . On désigne par h I'épaisseur du coude. On impose a cette
épaisseur de rester constante ainsi qu’a la section du coude d’étre parfaitement circulaire. Un point sur
la surface moyenne est caractérisé par les deux angles 0, ¢ et sa position —h/2<C<+h/2 par
rapport a la surface moyenne, ou 0 est I'angle longitudinal, variant entre 0 et ®, et ¢ I'angle
mesuré sur la section transverse.

: Faayon de La saction transversale \

: Epaisseur du conds \\‘_
: Angle longimdinal

: Angle de section transversale x

1 : Deplacameant axial de la surface moyenns ¥
z v : Déplacement crthoradial de la surface movenne e"#f
" w : Deplacement radial de la surface moyenna o . E}.l'
[ : Froration de 1a surface moyerms par rapport & e - - "!'_
[je - Rotation de la surface moyenne par rapport d ep Ii\,.__-" I _g.-f'r"|_ -
w1
|1 -
i [=-a_Z
I i
.-'I ,—l- -\,{EIE |lI
/-’ 1
; !
i . h! ".l
: Bayon de courburs - ~1 _—— _l|r, i I| i
|
|

Figure 2.2.1-a : Géométrie et cinématique du coude en théorie de coque

On se place tout d’abord dans le cadre de la théorie linéarisée des coques avec cisaillement
transverse telle qu’elle a été décrite par exemple dans Washizu [bib14]. Il limite notre étude au cadre
des petites déformations. En outre, les grandes rotations de la surface moyenne ne sont pas prises en
compte. Les déplacements et rotations sont ainsi définis par rapport a la géométrie initiale du coude. Si
les déplacements des points de la surface moyenne dans les trois directions 0 axiale, ¢
orthoradiale et T radiale sont notés u,v et w ceux de n’importe quel point du coude
s’écrivent de la maniére suivante :

Me:u(e,¢)+t_.l3¢(e’ (I))
u¢:v(e,¢)—CBe(6,¢)
uCZW(e,Cb)

ou BO et B¢ sont les rotations par rapport aux vecteurs €, et €y respectivement.
Les déformations en tout point sont ainsi données par [bib14] :
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. _EgetTheg
00 1+T/R,
. _EpptCKeg
*P1+T/R,
5 2Eg,+2CKg,
s = =
00~ Y00 (1+§/Re)(1+7;/R¢)
2¢,. =Yy 20
0 T 14C/R
5 2E .
€ —
$t = Yo T+C/R,)
avec :
A=R+asinc|>,B=a,Re=m,a—scE1¢,R¢=a.
sin

ou Egq, Ey, et Egy sontles déformations membranaires de la surface moyenne, Koo, Ko, Kgy

les déformations de flexion de la surface moyenne et Eov;’ EM les distorsions transverses. Les

déformations de la surface moyenne sont reliées aux déplacements de la surface moyenne en
remplagant le champ de déplacement du paragraphe précédent par celui donné ci-dessus. On trouve

alors :
1o0u v 04  w
E, =——F——+—
% 400 AB 0 Re
_lav _ w
b Boo R<b
1 ou 10v u 04
2E0=5 ¢ T450 ABod
o _L10Py Pyoa
7400 ABO¢
1 OB,
0= "B 3¢
ow =L By 04 108 1 10w 1 10v u 04,
% Bop ABOH A00 RyBOH R, A90 ABI$
_ 1 ow u
2Loc=Pot 50 TR,
1 ow v
2F, =—B ,+——"——
T 0
B oo R¢
Soit encore :
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1 ou
EGG m(é%'FVCOS(I)'f‘WSIHd))
1 0Ov
E, o= _(6<I> +w)
1 ov 1 Ou
Yoo~ R+asind (86 —ucoscb)Jr—a?
1 oB
00T R+asind (59" ~Bocos®)
« —_LOB
b a6c1>
1 0By 1 0B, sin 1 ou 1 1 v
=——*_ - - (=
Koo a 0 R+asin<b(69 B¢COS¢) [R-l-asmcl)aacb R+as1n<1>a<86 ucos )]
1 ow .
= + —
Yor=hy R+asind (69 usin )
1 ow
_Be (5¢ V)

Dans cette théorie il y a donc cing inconnues ; 3 déplacements u,v et w ainsi que deux rotations
Be, I3¢ . Si 'hypothése de Love-Kirchhoff est appliquée (tube mince) les cisaillements transverses

sont nuls et il N’y a plus que les 3 déplacements u,v et w puisque :

_ 1 ow .
Bo= Reasmg o0 Sin®)
B() L_(g%_v)

2.2.2 Cas du tuyau droit
Si l'on applique ces équations au cas du tuyau droit avec :
A=1,B=a ,1/Re=O ,R¢=a.

On retrouve I'expression plus habituelle pour ce genre de géométrie :
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a—V+w)

ov 1 ou
2p =9v Louw
** O9x add

OB,
Kxx_ax
_ 108,
0T 50
1 0By OB, 10v
2K, =ty [ CY
Kxo add Ox [aﬁx]
_ ow
2E, =B,
1 ow
2E, =—p +— (-
it

Dans cette théorie il y a donc cinqg inconnues ; 3 déplacements u,v et w ainsi que deux rotations
Bx, B¢ . Si 'hypothése de Love-Kirchhoff est appliquée (tube mince) les cisaillements transverses

sont nuls et il N’y a plus que les 3 déplacements u,v et w puisque :

ow
b= ox
_Loow_

2.2.3 Remarque
On peut introduire directement la cinématique de coque dans le champ de déformation 3D. Dans ce

casona:
€90= Lot TKgg
20— LoaTCKepg
2se¢=ye¢:2Ee¢+2§ Ko
=2E,,

2 €9 =Yor
:2E¢7;

284 =Yg

ou les expressions E@Q,ECI>cl> et E9<|> pour les déformations membranaires, Kgq, Ky 4, Koy pour
E EM pour les distorsions transverses sont données par

les déformations de flexion et L.,
I'expression suivante dans le cas général :
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E ;(a—+vcos¢+wsm¢)
00" R+rsindg 00
1,0v
E¢¢ _(5¢ )
_10u 1 ov
2F —t —
07 1 9 R+rsmc|>(86 ucosd)
1 0B,
Kee:R+rsin¢(69 ~Bocos )
_195
b ” ad)
1 an) 1 0B
2 == — +
Koo r oo R+rsinc|>(86 Bycos )
2 E R+asm¢+ 1 (6W—usinc|>)

9§:B¢R+rsincb R+rsing 00
_ a 10w
E¢C__Ber_ (5<|> V)

On remarque qu’a I'ordre 1 en T les deux fagons de procéder donnent des résultats identiques. C’est
la définition de la déformation de membrane ou de flexion qui change. Dans le premier cas elle est
indépendante de la position dans I'épaisseur et est calculée pour le rayon moyen de la section
transverse du tuyau, alors qu’elle en dépend dans le cas de I'approche 3D. Le terme entre crochet
dans l'expression du [§2.2.1]. représente un couplage entre la flexion et la membrane qui apparait
lorsque I'on exprime R+rsind et r en fonction de R+asind et a . Dans la suite de notre
analyse nous utiliserons cette expression 3D dégénérée de la cinématique de coque.

Si en outre nous utilisons I'hypothése de Love-Kirchhoff pour les cisaillements transverses,

EQ»Q:EM:O on retrouve bien les expressions suivantes des rotations :

_ 1 ow .
Bo= R+asin¢ (86 usin )
1 0w
Be_a (ad) V)
et:
_ 1 1 O’w Ou . cosd Ow
KGG_R+rsin¢[ R+asinc|>(@e2 P R nd)- a (8<I> V)]
L @w _ov
. cos ¢ acosd
2 =(=—- +
Kog (ae usmd))[(R+rsin¢)(R+asind>) r(R+asind)?
0w [ 1 N 1 |
000¢p a(R+rsing) r(R+asind)
ov 1 ou 1
+ (= + —_—
00 a(R+rsind) (acb sind-+ucosd) r(R+asing)
les expressions pour £y, £, et £, restantinchangées.
On peut étendre aisément cette remarque au cas du tuyau droit.
2.3 Analyse des tuyaux droits et coudés
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En conclusion des deux analyses précédentes on peut modéliser le tuyau comme un élément de
poutre dont la section est une coque mince. Cette interprétation est faite dans la plupart des codes
([bib2], [bib8], [bib9], [bib10], [bib12], etc...). En I'absence de gauchissement des sections transverses
(i.e. les sections transverses restent planes) le déplacement axial de poutre donne la nouvelle position
de la section transverse et les déplacements d’ovalisation (il suffit de prendre alors u=0 dans les
équations de coques minces) permettent de savoir comment celle-ci se déforme. La déformation totale
est obtenue comme superposition des déformations de poutre et des déformations d’ovalisation. Le
champ de déplacement que I'on représente sur la figure ci-dessous s’écrit :

U=U"+U".
Dans le premier champ de déplacement I'image de la section transverse est une section transverse

identique obtenue par translation et rotation de la premiére. Dans le second champ de déplacement, la
section transverse est déformée.

flexion-torsion d’une poutre droite

En théorie des poutres-Euler En théorie des coques

| / —

Coupe Section transverse Coupe Section transverse

gauchissement ovalisation

Figure 2.3-a : Décomposition du déplacement en champs de poutre et de coque

La modélisation élément fini doit donc rendre compte de deux réponses mécaniques différentes : celle
de la poutre et celle de la coque pour l'ovalisation, le gonflement et le gauchissement. Ces trois
derniéres modélisations font intervenir des degrés de liberté qui ne sont pas nodaux (décomposition en
série de Fourier par exemple).

Eléments mixtes coque-poutre pour les tuyaux droits et
courbes

3.1 Cinématique
On décompose le champ de déplacement en une partie macroscopique de «poutre» et une partie
supplémentaire locale de «coque». V est l'espace utile des champs de déplacements
tridimensionnels définis sur une section quelconque de tuyau.
Pour la partie poutre, comme en [R3.03.03], on introduit I'espace T des champs associés a un
torseur (défini par deux vecteurs) :
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T=|veV /3T, Q) el que vIM|=T+QAGM|

Pour les champs de déplacement de T, T est la translation de la section (ou du point G ), QQ la
rotation infinitésimale et les champs v sont les déplacements conservant la section S plane et non
déformée (On utilise Ia encore les hypothéses de NAVIER-BERNOULLI).

T est un sous-espace vectoriel de dimension finie égale & 6. Il posséde un supplémentaire
orthogonal pour le produit scalaire sur V' :

TL VEV/_[VW 0VweT

Tout champ u de V' se décompose alors de maniére unique en somme d’un élément de T et d'un
élémentde T

u=u’+u' u’eT , u’'eT*
On postule alors pour les déplacements de surface du tuyau définis au [§2.2] la décomposition en série

de Fourier suivante qui vérifie le principe d’orthogonalité précédent avec les déplacements de poutre
jusqu’a l'ordre 3 en I'épaisseur du tuyau :

Zu x)cos md
+Zu x)sin md
v(x,p)=w,(x sm<1>+22v x)sin m
w?,(x) cosc|>+Zv x)cos md

m=2
w(x, cj))— ?(x) (expansion radiale uniforme)

+ZW x)cosm ¢

ml

+z w? (x)sinmd

m=1

ol x est'abscisse curviligne le long du coude ou du tuyau droit, indifféeremment, et A le nombre
de modes de Fourier. Les rotations B.(x,d) et By (x,b) se deduisent de
ulx,d),vix, ) et wix, | parles relations de Love-Kirchhoff du [§2.2.1].

Remarque :

On peut noter que dans la décomposition de v(x, c|>) et w(x, c[)) les termes en
cos et sindg ne sont pas complétement indépendants du fait de I'orthogonalité avec les
déplacements de poutre. Ceci permet en outre d’éviter les mouvements de corps rigide, car
si v, vo, et w; ,, W, sont indépendants, on peut trouver une solution non nulle donnant

des déformations nulles. Par ailleurs dans I'expression de u(x , cl)] on note l'absence des
termes en cos¢ et sin¢ déja présents dans la partie poutre.

Si l'on néglige la variation de métrique avec I'épaisseur du tuyau les conditions
d’orthogonalité rigoureuse entre les déplacements de poutre et ceux de la surface du tuyau
sont satisfaites. Dans le cas contraire, pour satisfaire rigoureusement cette condition il

faudrait un développement en série de Fourier des rotations BX(X,CI)) et B¢(x )
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‘commengant a l'ordre 2. Ceci est incompatible avec les hypothéses de Love_Kirchhoff pour
ces rotations.

3.2 Loide comportement

Le comportement du nouvel élément est un comportement 3D en contraintes planes, car le
comportement global de la structure est celui d’'une coque mince. Il en résulte que 07;?;:0 et la loi de
comportement s’écrit de fagon générale de la maniére suivante :

)4 s
O-xx Exx-i_sxx Exx
P s
O ¢ o0 T €00 €49
— )4 s —

O =C YooY =C Yo
P s
O¢y Yo T Yo Yeo

o P LyS
xT yxr+yx1; ng

Dans notre cas on négligera les cisaillements transverses pour la partie coque de notre champ de
déplacement. Il en résulte donc que yzxzyécbzo . Comme par ailleurs [§2.1.2] on a montré que

yf¢: 0 il en résulte que Uch:O . Pour un comportement élastique on a ainsi :

1 v 0 0 v 0 0
O-xx A% 1 0 0 Exx \% 1 0 0
Too|=—E o o 1Y o [|%e| eec=—E_|o 0 1Y o
T 1-v? 2 Yo —v? 2
1—v 1—v
o, 00 0 Y, 00 0
© 2 ¢ 2

3.3 Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour I'élément de coude avec le type de
comportement précité vaut :

! 2T hl2

Wdef:ff f/ (sxx(rxx+s¢¢(r¢¢+yx¢0x¢+yx§crx§)dV
0 0 —hi2

ou [ est I'abscisse curviligne qui vaut /=(R+rsind)0 pour un coude ol O est 'angle parcouru
pour décrire le coude. Dans le cas d’'un coude, on a ainsi dV =(R+rsind)d 0rd $d T et pourun

tuyau droit dV =dxrdddT ou T . est la position dans I'épaisseur du coude qui varie entre -h/2 et
+h/2. Dans la suite, afin d’alléger les notations, on emploiera la seconde expression.

3.4 Energie interne élastique du coude

Dans le cas d’'un comportement élastique, I'énergie interne élastique du coude s’exprime de la fagon
suivante :

2T

I

(I)int:

N | —

hi2
E
_‘}!;2 ( l_vz(E§x+ei¢+2vexxe¢¢)+G(yi¢+yf?;))dV
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Cette énergie peut étre décomposée en une partie d’énergie de poutre, une partie d’énergie pour la
hl2 12w
surface du tuyau et des termes de couplage du type _f f f ei’x.eix av .
—-hi2 0 0

3.5 Travail des forces et couples extérieurs

Avec la décomposition des déplacements énoncée en téte de paragraphe, le travail des forces
s’exercant sur le tuyau s’exprime de la maniére suivante :

I +hl22m /2w +h/22m
w = [ [F .U+ av+[ [ F (U"+US)(axhi2)d bdx+ [ [ F (U"+US)rdddC=
I +hl2 20Tr_h/2 ’ I 2w b +h/2 2™ o
[ [ [F.vurav+] [ F, .U (axhi2)d pdx+ [ [ F. .U rdbdC+
0 —hl2 0 00 —hi2 0
[ +h]2 2w [ 2m +h/2 2w
[ [ [Fr.vav+[ [ F, U (axhi2)dbdx+ [ [ F .U rdpdc=w? +w*,
0 —hl2 0 00 —hi2 0

par simple décomposition linéaire, ou F,, F_,F . sont les efforts volumiques, surfaciques et de
contour s’exergant sur le tuyau, respectivement.

On détermine ainsi :

I +h/22m /2™ +h/2 21
wr=[ [ [F, UPdV+ffF UP(axh2)d bdx+ [ [ F, U"rd $dt
0 —hl2 0 —hl2 0
et:
I +h/22m /[ 2m +h/22m
=[ [ [F . vav+[ [ F Usaxhi2)dddx+ [ [ F. Urdddg
0 —h/2 0 0 0 —hl2 0

Le travail des forces extérieures peut donc étre séparé en deux contributions distinctes des mémes
forces, sur la cinématique de poutre et son supplémentaire.

3.6 Principe du travail virtuel

Il s’écrit de la maniere suivante : 8 W, ,=d WP +§ W w—0W,, avec:

ext

1 27 hI2

5 Wl.m:{ { hf/z (0,88, +0,,88,,+0 8y, ,+0, 8y . )dV

3.6.1 Partie efforts et couples extérieurs pour la partie poutre

La discrétisation du principe du travail virtuel pour les efforts extérieurs donne :
I
SWe=[(f Su+f =du+f du+m56 +m 50 +m 50 )dx+

ext
0

[¢x6 ux+cl)y6uy+¢z6uz+ux6ex+uy69y+“2692]0,1

fx, fy, fz : forces linéiques agissant suivant x , y et z passant par le centre de gravité des
sections transverses :
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+hl2 2T 21t
fi= f f Fv.eird¢d7;+f F_e(axhl2)d$ ou e e e  sontles vecteurs de la base
~hi2 0 0

curviligne locale.
m,,m,,m_ :couples linéiques agissant autour des axes x , y et z :

+h/2 2T 21
m,= f f(rXFv).el.rdc|>d§+f (rXF )).e(axhl2)dd ou e e, e sontles vecteurs
—hl2 0 0

de la base curviligne locale.
b, d)y, ¢, : forces concentrées agissant suivant x , y et z passant par le centre de gravité des

sections transverses :
+h12 2T

b, = f f Fc.el.rd $dT ou e, €, €. sontles vecteurs de la base curviligne locale.
~h/2 0

My K, H, :moments concentrés autour des axes x , ) et z :
+h/2 2T

M= f f (rXFC).el.r dbdTou e, e, e, sontlesvecteurs de la base curviligne locale.
—hi2 0

3.6.2 Partie efforts et couples extérieurs pour la partie coque

On suppose que les efforts extérieurs appliqués sur le coude sont indépendants de I'épaisseur du

coude
[ 2w
swi.=[ | (F.8u+F 86v+F sw+M 8B +M 5B,)d0d ¢
00
2Tt
+ [ [®,8u+d 5v+d,5w+Mo8By+M 5B, ,dd
0
ou:

F_F . F, :forces surfaciques agissant suivant x , ¢ et r

+h/2
F= f F .erdC+F_ e(axhl2) ou e e, e, sontlesvecteurs de la base torique locale.
—hl2
M .M, : couples surfaciques agissant autourde x et ¢ :
+h/2
M; = f(gerXFV).eirdé‘ +(xh/2e . xF )e;(a =h/2) ou ex,e¢,er sont les
-n/2

vecteurs de la base torique locale.

<I)x,CI>¢,CI>r : forces linéiques agissant suivant x , ¢ et r

+h/2
¢ = f F.erdC ou e, e, e, sontlesvecteurs de la base torique locale.

~hi2
M M :couples linéiques agissant autour de x et ¢ :

+h/2
M = f (T e, X Fc).el.r dT ou e, e,, e, sontlesvecteurs de la base torique locale.

—hl2

Remarque :
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Lorsque les forces extérieures appliquées sont indépendantes de &, le travail extérieur sur
la cinématique de coque est nul excepté celui des forces de pression correspondant aux
forces suivant €, . On remarque aussi que les expressions des moments linéique et
concentré par rapport a r sont nulles. On retrouve bien qu’il n’y a pas de moment exercé
perpendiculairement au plan de la coque.

3.7 Efforts généralisés

Si S estI'aire de la section transverse S du tuyau, on pose :

N:f O ds : effort normal au centre de gravité de la section transverse.

Ty:! nydS:—£ (sinpo  +cospo, ,)dS

:l!(rxzdSZ_!(smdn(rm—coscbcxc)dS les efforts tranchants suivant y et z .

M, { _Zny)dSZ_f 0,495 . moment de torsion autour de x .
My:£ 20, dS== frcoscb(r dS . moment de flexion autour de ¥ .
M. = fygxxdszfr51n¢0xxds : moment de flexion autour de z .

5
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4 Discrétisation numérique des formulations variationnelles

4.1 Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour

la partie poutre
En un point de la fibre moyenne, le champ de déplacement de poutre est dans le repére curviligne

u
y
PP Up = uz
local défini au [§2.1] : - 0
X
0
y
eZ
Ce champ peut étre discrétisé de la maniére suivante :
N N
— k k k — 7 | k k k
u= kzl H(0)[ufx, +ul y +utz,] et 0= ;;1 H,[0][0%x,+0"y, +0!z,]

Il est & noter que les valeurs nodales sont données dans les repéres locaux attachés aux nceuds et
que u et O doivent étre exprimés dans le repére local associé au point courant.

41.1 Poutre courbe

On obtient alors :

ux N ux(xk x>+uy(yk x) Gx N el;<xkx)+el;(ykx)
u, :kZ::lHk(e) u’;(xk.y)-i—u’;(yk.y) et |0, :];Hk(e) eﬁ(xhy)"‘e];(h-.)’)
u, utz, 0, 0%z,

D’aprées la cinématique de poutre présentée plus haut au [§2.1] :
‘c‘rrzo
Y
9% R+rsind
E4p=0
R+rsind
+(6_cos ¢+ eysinq))
1
28 g=————
" R+rsing
+(ezsin¢—eycos¢)
25r¢=O

(u, g—u,—7r0 cosdp+0_,rsing—0 rcosd)
(—uxcosd)—uy,ecos gtu, sinp—r6 ,+6 r coszcb—ezrsin beosd)

(—u,sind—u, osind—u, ycosp+0,r sin pcosp—0_rsin’ )

Sachantque X (==Y et ¥ ;=X avec de plus
xX.x,=y.y,=cos(0-0,)=C,ety.x,=—x.y,=sin(0-6,)=S, .
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Cela implique pour le champ de déformation :
N
1 , . .
gezm; [Hk(uicos(e—ek)—ul;sm(e—ek))+Hk(—ul;sm(9—6k)—u';cos(e—ek))
—Hk(ui‘sin(G—ek)+u’;c0s(6—6k))—rf_lkcoscb(Gﬁcos(e—ek)—el;sin(e—ek))
—rﬁkcos¢(6fsin(6—6k)+6’;cos(6—6k))—r1:1k coscb(eicos(e—ek)—Gl;cos(e—ek))
+r H, sin¢0F]

E¢¢=O
N

1
qu;—]; R+rsind
—H'kcos d)(u/;sin(G—Ok)+u';cos(9—6k))—choscb(ufcos(e—ek)—ul;sin(e—ek))
+Hulsing—r H,(6,cos(0—0,)—0"sin(0—0,))—r H,(—0,sin(0—0,)—0"cos(6—0,))

&

[—chosd)(ufcos(G—Gk)—uﬁsin(O—Gk))

+rI:]kcoszcb(Gisin(e—ek)+9]y‘cos(G—Gk))—rlrlkefsincbcosd)]
+ H sind(0%sin (0—-0,)+0% cos (0—0,))+ H 0 cos

1
yr(%: Z

R+7sin ¢

N

k=1

[—Hksincb(ufcos(G—Gk)—uisin(e—ek))

—H'ksind)(ui‘sin(e—ek)+u’;cos(e—ek))—Hksind)(uicos(e—Gk)—u];sin(e—ek))
—H'ku];cos<1>+r1:1ksin¢cos¢(9’)‘csin(G—Bk)+9’;cos(9—9k))—r H,0%sin’ ¢ ]
—H  cos <1>(eisin(e—ek)JrO];cos(G—ek))+Flkelz‘sinc|>

Soit sous forme matricielle :

et

1

k
ux
Uk
P y
€00 A
— P \ P —["z P
y§¢ = Z B, U, ou Ui =| 7| estle champ de déplacement au nceud k
P k=1 ex
Yoc 0
¢
0
z
H.C; - H;S, —r H[S, cosg —r HLC, cos ¢ \
R+rsmg R+rsing R+rsing R+rsing r Hy sing
N 0 _ _ —E
—2H: Sy —2H G —2rH,Cj cosg 2rH Sy cos¢ R+rsmg
R+rsmg R+rsing R+7sing R+rsing
0 0 0 0 0 0
—HpS;cosp —H.Cjcos¢ H,.Si(Rsing+2r) HyCy(Rsing+2r)
R+rsing R+rsing Hi sing R+rsing R+rsing RH; cosg
—2H,C,cos¢  2H;Spcos¢p R+rsing r HiC r H.S; R+rsing
R+rsmg R+rsmg ~ R+rsing R+rsing
—HpSpsing  — H,C; sing
R+rsing R+rsing —Hcos¢ —RH.S; cos¢ —RH_C, cosg¢ RH, sing
—2H,Cp s ¢ 2H S, sing  R+rsing R+rsing R+rsing R+rsing
R+rsimg R+rsme /
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La matrice de passage des déformations au champ de déplacement s'écrit ainsi : B" = (Bf . 'BI;

4.1.2 Poutre droite

w| 7 IR U VAR G
u,|= Z H(x) ul; et |0,|= H(x) 9’;
u | 7 u 0. 0~

D’aprés la cinématique de poutre présentée plus haut [§2.1] :

Er}"ZO
sxx:ux’x-l-ez’xrsmcb—ﬁy,xr cos ¢
s¢¢=0

2e ,=—70, +(0 +u, )sing+(0.—u, Jcosd
2¢,=(0,—u, )sind—(0 +u, )cosd
2e,,=0

cela implique pour le champ de déformation :
(Hkuf—I?krcos(¢)9/;+ﬁkrsin(¢)elz‘)

0

N ' ' —
yW:Z (—chos(¢)u’;+Hksin[<|>)u];—Hkrelfjrﬁksin(¢)61;+ch05(¢)0§)

N
DY (—H;{sin(q))u/;—H,; cos(cb)u/;—rlkcos(d))l;%—ﬁksin(¢) 6’;)

Soit sous forme matricielle :

k
ux
P k
& x uy
e? ul u'
— PysP . P — .
Ij’ = Z B, U, ou U, = ,f est le champ de déplacement au nceud A
Yep| k=1 0,
P k
yxC ey
k
0
z
et:
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H, 0 0 0 —r cos(cl))H—,; rsin(cb)ﬁk
B = 0 0 0 0 0 0
710 —cos(¢p)H, sin(p)H, -—r H, sin(¢p)H, cos(d) H,
0 —sin(p)H, —cos(db)H, 0 —cos(¢p) H, sin(dp) H,

La matrice de passage des déformations au champ de déplacement s'écrit ainsi : B' = (Bf : '-Bﬁ

4.2 Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour
la partie supplémentaire

On discrétise le champ de déplacement pour la surface du tuyau sous la forme :

N
U'= Y H,|x|US avec:
k=1

| 1 | |
i i
u m u km
i i
Vm 4 km
Wi Wi
m km m= 2,M
o o
u m u km
— o Rp— o
U = Vi et'U/f_ Vim
] o
w m w km
i i
Wy Wi
o o
W Wi
WO W()k
| 1 | 1
On a ainsi :
u(x, o) cos(mdp) 0 0 sin(mdgp) 0 0 S0 0 0
vix,d) |=[0 sin(mdg) 0 0 cos(mdp) 0 © sin(¢p) —cos(dp) 0 U’
w(x,d) 0 0 cos(mdp) 0 0 sin(md) : cos(¢d) sin(d) 1
m=2,M
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si les indices m de Uf{ sont ordonnés de la fagon suivante :

i

Up m=2
i

Vi m=2
i

Wi m=2
o

uk m=2
o

vk m=2

0
Wi m=2

;aqn
Il

La cinématique de coque présentée plus haut au [§2.2] est :

599=Ee+§xx
E(M):Ed)Jr Q’K(b
y9¢:2E9¢+2 §K9¢
Yor=2E ;=0

Yy =2E ;=0
421 Coude

Avec :

1
E, =——
%9 R+rsind
1,0v
E, =—(—
PP r(8¢
2E _1ou n 1 (av

0056 T Rirsmg a0 1eos®)

(2—g+vcos¢+wsin¢)

+w)
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et:
_ 1 1 O*w ou cosp  Ow
K”_R+rsin¢[ R+asind 992 aesmcb) a (a¢ 2l
_1_(62_”’_8_")
¢ ar 6(p2 8(])
ow . cos ¢ a cos ¢
2 — _
Koo (69 usm(b)[(R+rsin¢)(R+asinc|>) r(R+asind)?
0w [ 1 N 1 ]
000¢p a(R+rsing) r(R+asind)
ov 1 ou . 1
060 a(R+rsind) (6¢ st MCOS¢)r(R+asin¢)

permet de décomposer le champ de déformation de coque sur les modes de Fourier de la fagon

suivante :

s
&
Xx

N

e’ N
bb =kz B, U, avec:
=1

Yio
s
Yc
S Si Si S0 SO sg
Bk_(BkaZ BkaM Bkm=2 BkaM Bk
ou
[ H, cosmpsing CHY cosmg )
H{ cosmg N Csing H, sinmécos@[’ .;'\‘| R+rsmg (R+rsim@d)(R+asind)
R4+rsing (R+asing) R+rsmng L {H, msinm@cosg
a(R+rsing)
m [ 1 ( .;'m2
0 —H;.|l+—|cosm¢ —H, 1+ ‘cosmg&
RN al » \ )

H, cosmcosg

m
—— H, sinmg— ;
poOF ' R+rsmng

. cos¢sing Hycosm¢  afl cosmd

/ I

I - -
Al [ mH{ siam¢  mH sinme |
1+'—|smm¢ 51
. a.’

+
Lr{R+asmg) a(R+rsing)/

H;

T (R+asmg) (R+rsingd) + r(R+asing)
(cosmgcosg—msinmsin @)

r{R+asmd)
\ 0

+{H,

=

R+rsing - cosd cosmg’.’»H; acosm@H.;
+< =4
" R+asm¢ (R+rsing) r{R+asing)
0 0 J
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( H, sinmgsing CHY sinmg
H sinmg {sing H, cosmﬁ| ) ! 5 R+psing (R+rsing)(R+asing)
— = — i, St Q-1 Ccosd ) )
R+rsing (R+asmg) R+rsmg ' a- ) {Hy, mcosm@ceosd
a(R+rsing)
i y
m 1 mo .
0 - —H; | l+—|511m.:o —Hp[1+2 - |5111m@
r \ a J
B, = m . H sinmdcosg
— H, cosmp———— . P L i -
P R+rsing & ) & mH;, cosmg { mH, cosmg@
. . . i . = |cosmg - — —
Lcos@sm¢ Hp smm¢  aly, smmo a,-' ) \r(R+asm@) a(R+rsing) )
- — — — —
"R+asing R+rsing riR+asing) R+rsing o cosg Hy simmg  aHp sinmg
L (mcosm@sing +sinm@cos @) ? R+asing R+rsing r(R+asing)
ik r(R+asing)
\ 0 0 0
et
[ 2H, cosdsing (HY cosd H,(sin’ ¢—cos’ @) (HY'sind H, sind
R+rsing (R+rsmmd)(R+asingd) R+rsing (R+rsmg)(R+asingd) (R+rsing)
+ 2¢H, cosgsing 2H, cos® ¢ _ ¢ HY
a(R+rsiné) _a(R-i-r'sincé) (R+asin@)(R+rsind) |
£) 2 Q) H,
—| 1+ —| 1+L| H, sin¢ —t
BJE — "
k & ,J | ¢ ,-,;\' s
|, 1+ ) - | 1 P (H| cosg
H; L -H; @) 2 R4rsmo)R+asing
Smé{R+r sin ¢ ?(R-i-asmgi')] cos [R-i-rsmé r(R—i—asm,@)] ( r : o )
) (Hacos¢
(H; cos¢  cosg . acosg ] (H{ sing cosd N acosgd | +m
. . K . R , r 511
R+asmg R+rsing r(R+asing) R+asmg R+rsing r(R+asmg) ' {
0 0 0 )
4.2.2 Tuyau droit
Avec :
£ _Ou
Yo0x
1 0Ov
= (2 pw)
9 r g
ov ,10u
2E =2V 200
? Ox rop
op
i _e
XX ax
_195,
P9 adg
5 108, OB,
X — X
Y rode Ox
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ow
By ox
1 0w
B.=—(5 -V
a 0¢
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le champ de déformation de coque se décompose sur les modes de Fourier de la fagon suivante :

_0
Y 0x

N M
> > H (x) (cosm(pu;m+sinm¢uzm

n=1 m=2

S ()

&

M
0 i : o
w,+ z (cos mow, +smmew,

m=1

M
singw! ,—cos pw? + > (sinmqov;ercosmgov” )

nm

=—>—2 H,(x)

m=2

M
o i : o
w,t Z (cos mow, +sin m(ownm)

m=1

- H(¥)

M
. i o . i 0
smoew,;—cosepw,;+ Z (sm mev,,.+cosmov,

m=2

M
4 i : 14
w,+ E ( cosmow,, +smmow,

m=1

D, H,(x)

N M
ywzg— D H, (x)| singw —cosgw?,+ . (sin mpv, +cos mv?

n=1 m=2

o Xu
a—z z H,(x) (cosmq)u;m+sinm(puzm
0

3
Il
—_
3
Il
)

M
singw!  —cospw?, + Z (sin mev' +cos mgovzm)
m=2

A H,(x)

M
0 i : 4
w,+ Z (cos mow, +sin mgownm)
m=1
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Soit encore :

3
1l
)

N M
-C Y H (x) wZ+Z(cosm¢w +sinmdepw
n=1 m=1
L
€p e ;Z‘EH )| cos pw! +sindw? +zz(mcosmc|>v —msinm v’ )
n= m
L&
+—Z H (x)|w +Z(cosm¢w L Fsinmfw?
I =1 m=1
Ty ~ u .
+=2 > H (x)| cospw’ +sinpw’,+ D, (mcosmcbvlnm—msinmcbvzm
ar ‘o ~

N M
_,_C_ZHn(x) Z (m cosmpw +m’ sinmpw,

M
sinpw! —cos fw?, Z (smm <I>vnm+cosmcl>vnm)

m=2

+mcosm buy,

nm

1
M
Z Hn(x)( msinmu’

N M
+7;—Z H (x)|singpw! —cospw?, Z (sinm¢v;m+cosm eve
a =1 m=2
¢ N M
r_+a_ Z:lHn ) Z (—msinmd)w’nermcosmcl)me
n= =
yx“g:

Ceci donne sous forme matricielle :

eS

XX
es N '
V=2 BU; avec: By =(B},, - Bl Bluo ~ By BY
gxf k=1
g5
ou:
H  cos(mg) 0 —CH " cos(mg)
m 1
0 — H, cos(mg) 1+£ — H, cos(mgp)| 1 C
Bsi _ r a r a
km ™ ’
m . oo ¢ ¢ C
—— H,sin(mp) H, sin(mg)| 1+= m H , sin(mg)
r a r a
0 0 0
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H, sin(mg) 0 —( H, sin(mg)
0 2 H, sin(mgy) 1+£ lHk sin(mg )| 1 {
B.}v{o — r a r a
m ' ) (L8
. 4 Cos(mg) H, cos(mgp) 1+a r+ mH, cos(mp)
0 0 0
et
—{ H, cos(p) —{ H sin(gp) -( H,
H
2 1 ¢ H, cos(gp) 2 l+£ H, sin(¢) £
Big: r a r a r
2 . 2
1+76 % H, sin(p) C C H, cos(p) 0
0 O 0
4.3 Discrétisation du champ de déformation totale
€y 85)( 8fcx
e SP 8? N N N
o0 |=| 0w 4| "o ZB‘; UP+Y B U= B, U,=BU avec
Vxp Y x0 J/W k=1 k=1 k=1
Vx¢ Vi( V)SC(
UP
B:(BiB;c)k:I v et U= ];
’ kk=1,N
4.4 Matrice de rigidité

La formulation variationnelle du travail de déformation est :

o
1 2n hl2 0-xx
5 Wdef:f J. J‘ (58106 58(p¢ 5Vx¢ 5)’;;( ad rd (pdxd (
0 0 —h/2 (O
O,
soit encore :
éexx
1 21 hi2 5
5 Wdef:f -[ J‘ 8xx 8(p(p yx(p ng C 44 rd (Ddxd C
0 0 —hl2 5yw
5yx{
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I 2w w2 || N T N
aw =[] [ || 2B C| Y. B.8U, || rddpdxdT
0 0 —h/2|\k=1 k=1
[ 21 hl2 N N
=[] > U B, Z U,|irdddedt
0 0 —h/2|\k=1 K" k=1
1 2w hi2 oU,
=[] (U . . U T)BTCB Nlrdgaxdc
0 0 —hl2 ! N SU
N
dU,
—(UIT UNT)K
dU
Le principe des travaux virtuels s’écrit alors 5UTK U=F §U ou K estla matrice de rigidité qui
vaut :
[ 21 hl2
K=[[ [ |B'CB| rdpdxd¢
0 0 —h/2
Remarque :

On ne fait aucune hypothése sur la loi de comportement. Cette expression est donc en
particulier valide dans le cas des comportements non linéaires (plasticité).

4.5 Matrice de masse

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle
suivante des termes d’inertie non centrifuges :

ulx, o7

uz‘x,(ﬂ,r)

[ 2p +hi2 ( )

aws = ff f pii.dvrdxd fdz avecu=|"3"* P T
0 0 —hl2 ulx,p,r
vix,o,r

wix,p,rl

Les notations utilisées sont celles du [§2.1] : U, U, et u; sont les déplacements de poutre en un
point de la section et u,v et w sont les déplacements de la fibre moyenne de cette section en ce
méme point.
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La discrétisation donne alors :

k
ux
uk
y
k
MZ
k
HX
k
ey
k
92
i
N U fm
— i
u= Z Hk Nk Y
k=1 iy
km
o im=2, M
U
o
vkm
o
ka
i
Wii
o
Wi
o
Wi
ou les matrices N, ont pour expression :
XX yoX 0 —r cosd(x,-y) —r cosdp(y, y) rsing 0 0 0 0
Xy Yoy O 7 cosd(x,x) 7 cosd(yrx) 0 0 0 0 0
N.=|0 0 1 —r sind(xyx) —7 sing(y,y) 0 0 0 0 0
o cos(mp) 0 0 sin(md) 0 0 0 0
0 0 sin(mg) 0 0 cos(md) 0 sin(p) cos(p) 0
0 0 0 cos(mdp) 0 0 sin(md) cos(¢p) sin(¢p) 1
La matrice de masse a alors pour expression :
[ 21 +hl2
MZ_[_[ f p N N rdxd pdl .
0 0 —hl/2
avec
N:(Hka)kzl,N :
Remarque :
‘Dans le cas du tuyau droit, on a xk.xzyk.yZI et xk.yzyk.xZO .
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4.6 Fonctions de forme
On choisit des fonctions de forme au moins quadratiques pour la partie poutre (déplacements et
rotations) afin d'éviter les phénoménes de blocage numérique [bib3]. Ce choix implique I'utilisation d'un
élément fini a trois ou quatre nceuds. Dans le cas d’'un élément a 3 nceuds, les fonctions de forme sont
quadratiques, et pour un élément a 4 nceuds, les fonctions de forme seront cubiques. Pour la partie
supplémentaire, on choisit de prendre les mémes fonctions de forme que pour la partie poutre.
Les fonctions de forme quadratiques (élément a 3 nceuds) sont les suivantes :
2x X
Hl ( X) = Z__ 1 Z__l
H,|x| = x7 121—1
X [ x
H,lx| = —4 |71
Les fonctions de forme cubiques (élément a 4 nceuds) sont les fonctions de Lagrange d’ordre 3 :
Hlx] _(5_52)(5_53‘ (5_54‘
1 | ( 5
(51 _52)(51_53)(51_54J
Holx| = (5_461 }(5_53)(46—54)
20NV T P s o\ o)
(52_51)(52_53)(62_54J
H.lx) = (5_51)(5_52)(5_54)
’ (‘53_51)(53_52)(53_54)
H x| = (5_51)(6_52,)(6_53,)
4‘ | — / \ |/ \
(54_51)(54_52)(54_53)
—-1<£<1
4.7 Intégration numérique

L'intégration se fait par la méthode de Gauss le long de la fibre moyenne, la méthode de Simpson
dans I'épaisseur et sur la circonférence. Pour l'intégration de Gauss, on utilise 3 points d'intégration
pour les éléments a 3 nceuds, comme pour les éléments a 4 nceuds (ceux-ci sont donc sous-intégrés).
L'intégration dans I'épaisseur est une intégration par couches dont le nombre pourra étre fixé
ultérieurement par l'utilisateur. Pour chaque couche on prend 3 points de Simpson, les 2 points
extrémités étant communs avec les couches voisines. Ainsi pour n couches on utilise 2n+1 points.
Le nombre de secteurs pour l'intégration sur la circonférence, pourra aussi étre fixé ultérieurement par
I'utilisateur. Actuellement les nombres de couches et de secteurs sont fixés a leur valeur maximale : 3
couches (7 points) et 16 secteurs (33 points), ce qui donne au total 693 points d’intégration.
L'intégration de Simpson revient a calculer la somme des valeurs de la fonction aux points

d'intégrations (les extrémités et le milieu de chaque couche ou secteur) affectées des poids donnés par
le tableau ci-dessous.

Cordonnées des points

Poids

—/(3/5) = -0,77459 66692 41483

5/9=0,55555 55555 55556

0

8/9=0,88888 88888 88889

V(3/5) =0,77459 66692 41483

5/9=0,55555 55555 55556

Intégration de Gauss sur la fibre moyenne
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14242 24241

Poids des points d'intégration pour la méthode de Simpson
Ainsi pour une fonction f (x,¢,{) surune géométrie droite on a :

[ 27 hi2 1 27 hi2
ff fxgoCrdxdgodC—szffxga()rdxdgod(
0 0 —hl/2 -1 0 —h/2
/ A 0 NPG Neoy™! WNgpep+] .
:EZNCOU 2NSECT/; ’; mzl [Wk Wi Wi rNCOUf<xNPG’(/)NSECT’CNCOU)

les w, w, w,_ étant respectivement les poids d’intégration sur la longueur, sur la circonférence et
dans I'épaisseur, ordonnés comme le montrent les deux tableaux ci-dessus.

4.8 Discrétisation du travail extérieur

La formulation variationnelle de I'énergie externe pour la partie poutre s'écrit:
I

ow?r —f (fxéux-l-fyéuy-l—fzéuz—kmx56x+my59y+m2592)dx+

ext
0

[goxéux+¢y5uy+¢z5uz+ﬂx50x+:uy59y+/uzéez]0,l
et pour la partie supplémentaire elle s'écrit en prenant en compte uniquement le chargement de
l

pression : (SWZHZ‘[ F owdx+[® ow]),

En tenant compte de la discrétisation des déplacements, on peut écrire :

N i
o2, = 3 [ (B )y XEE 3y X82) + 1, By (5 YOuE +y, ¥O0E) + L H (08 +
E=lq
m, Hy (0)(x,, X605+, x06) ) +m, H, (x)(x,.v08F + v, YOO ) +m, H, (x)060 yax +
[(:erk(‘r)a;, +¢1H,{(J.)m + Hktijm + it Hk(‘r)aé + iy H;,(‘r)aé + it Hku‘r)aék] 1
CX)+ T (x \Jla"r+[¢l H, (0], In" \)lf (¥ X+ 1, (3 ‘\Jla’\ +[, Hy ()] g_[;‘__Hk(:r)dx+[.15=H_k(x)],3ﬂ;
‘o

| By () (103 40y (i ¥ 4 Lt By ()] (ol m)4m, VeV R+, By (s | [ By (o + s By (0] | U

N

=Y Ffoui=¥au’
k=1

et
N /
S W fFrHk(x)dwzdx"‘[FrHk(x)dWZ]o,l
k=110
N I
=200 0 0 0 0 0 [FH(x)dx+[F H,(x)],|5U;
k=1 0
N
=Y Fi8U=F'8U"
k=1
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Remarque :

Pour les noeuds extrémes du coude ona X, .X=Y, =1 et xk.yZyk.x=0 . Dans le cas
du tuyau droit, ona X,.x=y,.y=1 et x,.y=y,.x=0 pour tout I'élément.

5 Caractéristiques géométriques de I’élément de tuyau

On présente dans ce chapitre quelques résultats utiles pour caractériser I'élément tuyau et qui sont
calculés par l'option de calcul MASS INER du Code_Aster. Dans la suite l'indice ¢ désigne les

résultats pour le tuyau droit et I'indice ¢ pour le tuyau courbe.

*  Volume:
I 27 hl2
v,=[ | [ raxdpd;=2nlanh
0 0 —hl/2
| 27 hl2 ® 2 hi2
vo=[[ [ raxdpdc=] [ [ [R+(a+{)sing](a+()dO dp di=21 RO ah
0 0 —h/2 0 0 —h/2

* Centre de gravité : La position de ce dernier est calculée a partir du point milieu aux deux
nceuds extrémes de I'élément de tuyau, dans le repére associé au nceud interne de I'élément
(cf [§2.1.1]). Dans ce repére, les coordonnées du centre de gravité sont :

0
X 0 X
Gd Ge 2

2 .0 1 2 h Q)
=[0] et =—R|=sin—(1+——=|a"+—|)—cos—
au [0 o |y [=R| Gsing (1 Jpala’+ ) —eos

26d ZGe 0

. Matrice d’inertie : Il est relativement aisé de calculer la matrice d’inertie au centre de

courbure du coude O dans le repére défini ci-dessus. Pour avoir son expression on utilise
alors le fait que :
2
) (O)—mb

1. (G)=1
1,(G)=1,(0)
I _(G)=I_(0)—mb’

zz zz
ou b est la distance entre le centre de gravité et le centre de courbure qui vaut :

2 .0 1, K
b=R—=—sin—(1+ a +—/|).
Dans le cas d’'un tuyau droit, la notion de centre de courbure n’a pas de sens. O et G sont

confondus avec le nceud interne de I'élément et le milieu du segment joignant les deux nceuds

xx XX
V.

sommet.
Sion note A [laire du section transverse et / son inertie par rapport au centre de la section on peut
écrire :
1 2 111 sin®
IS (0)=pRO(Z+[AR"+3 ][+ 1)
10)=pu 2 272740
1 I,1 sin®
I (0)=pl(I12+A4°/12) et I (0)=pRO(=+[AR*+3=][~—
;y(>p( 2 ) e w(0)=p RO(S+] =20 )
IS(0)=pl(1/2+A4I°/12) o
1£(0)=pRO(4R +32—)
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Raccord tuyau-tuyau

6.1

Afin de pouvoir représenter correctement une ligne de tuyauterie ou les coudes ne sont pas
coplanaires, il faut choisir une origine commune des ¢ . Ainsi pour deux coudes appartenant & deux
plans perpendiculaires entre eux, il faut pouvoir prendre en compte le fait que les déplacements dans
le plan du premier coude sont égaux aux déplacements hors plan du second dans la section droite de
raccordement.

Ligne génératrice

Figure 6-a : Représentation de deux coudes non coplanaires reliés par un tuyau droit

Dans [bib12], cette origine commune est définie par une ligne génératrice continue le long de la
tuyauterie comme indiqué ci-dessus. Cette génératrice intersecte chaque section transverse en un
point. L’angle entre Z défini sur la [Figure 2.1.1-a] et la droite passant par le centre de la section

transverse et ce point vaut ) .

Construction d’une génératrice particuliere

Pour une section transverse extrémité de la ligne de tuyauterie, on définit un vecteur origine z;
unitaire dans le plan de cette section. Lintersection entre la direction de ce vecteur et la surface
moyenne du coude détermine la trace de la génératrice sur cette section. On appelle X, v,z le
triédre direct associé a cette section ou X; est le vecteur unitaire perpendiculaire a la section
transverse construit a la [Figure 2.1.1-a]. Pour 'ensemble des autres sections transverses, le triédre
X, Y, Z, estobtenu soit par rotation du triedre X, _;, ¥V, _,.Z,_; dans le cas des parties coudées,

soit par translation du triedre X, _;, ¥, _,,Z,_; pour les parties droites de la tuyauterie. L'intersection

entre la section transverse et la droite issue du centre de cette section dirigée par z, est la trace
d’'une génératrice représentée ci-dessous.
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i Q Z B

6.2

génératrice

Figure 6.1-a : Représentation de la génératrice de référence

L'origine des @ commune a tous les éléments est définie par rapport a la trace de cette génératrice
sur la section transverse. L’angle entre la trace de la génératrice et la position courante sur la section
transverse est alors appelé y .

Raccord d’un élément a ’autre

La cinématique du [§3.1] est donnée dans le plan du coude. Celui-ci est déterminé par I'arc de cercle
généré par I'axe du coude. L'origine des angles est la normale au plan choisie comme au [§2.1]. Définir
I'origine a partir d’'une génératrice permet de lever les problémes de continuité de déplacements d’un

élément a un autre. En effet si on postule que les déplacements relatifs des sections transverses sont
M

du type Z u; cos py —|—u;7 sin pyy ou y estl'angle avec la trace de la génératrice sur la section
p=1

transverse, la continuité des déplacements est automatiquement assurée d’un élément a l'autre.

On note Z le vecteur perpendiculaire au plan du coude correspondant a I'origine des angles choisie

jusqu’ici. On remarque que les vecteurs Z et Z, sont dans le plan de la section k . ¢ estl'angle
défini par rapport & Z . Si l'on introduit ¥’ I'angle compté & partir de la trace de la génératrice sur la
section transverse (donc par rapport a Z, ) on a la relation suivante : l/lzqo—Qk ou QkZ(Z,Zk)

angle entre Z et z, dans le plan de la section transverse. Ainsi les déplacements sont désormais

M

du type Z u; cosp(go—Qk)+u;sinp(go—Qk) . Il est a noter que pour un coude donné I'angle
p=1

Qk est identique quelle que soit la section transverse choisie. C'est lors du passage d’un coude a

I'autre que la valeur de Qk change.

Remarque :

Lorsque la tuyauterie est constituée d’éléments droits colinéaires, on choisit arbitrairement
Q=0 .
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6.3 Implantation numérique

La ligne de tuyauterie est maillée par des éléments droits ou courbes a ordonner. Le premier élément
indique le commencement de la ligne de tuyauterie. On détermine pour cet élément le triédre associé

X,, ¥, 2, . Si cet élément est droit, on choisit 2, =0, sinon on calcule £, comme indiqué au
paragraphe précédent. Si le premier élément est droit le triedre associé a la premiére section
transverse du deuxiéme élément X,,),,Z, est obtenu par translation de X, Y,z . Si le premier
élément est courbe, le triedre associé X,,),,Z, est obtenu par rotation de X, Y,,Z; dans le plan
du coude. Dans ce cas ,=0 sile deuxiéme élément est droit et Q,=(z",z,) sile deuxieme

élément est courbe ol 72 est construit comme le z de la [Figure 2.1.1-a]. La suite de la construction

se déduit aisément par récurrence du schéma précédent.

7 Raccords coque-tuyau et 3D-tuyau

7.1 Démarche suivie

On adopte ici un démarche similaire aux cas 3D-poutre [R3.03.03], et coque-poutre [R3.03.06] : il s'agit
de caractériser la liaison entre un nceud extrémité d’un élément tuyau et un groupe de mailles de bord
d’éléments de coques ou 3D. Ceci permet de mailler une partie de la tuyauterie (par exemple un
coude) en coques ou éléments 3D, et le reste en tuyaux droits.

Figure 7.1-a : Liaison entre un maillage COQUE 3D et des tuyaux droits [HI75-98/001]

Gréace a la cinématique introduite dans I'élément tuyau, les liaisons coque - tuyau et 3D - tuyau doivent
permettre de mailler en éléments de coques ou en 3D seulement le coude, sans parties droites,
puisque I'amortissement de I'ovalisation (et du gauchissement) est pris en compte dans I'élément
tuyau.

La liaison se traduit par des relations cinématiques entre les degrés de liberté des nceuds de S (qui
représente la section de raccordement, modélisée par des éléments de bord de coque ou de 3D), et le
noeud N de tuyau.
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Pour que la liaison soit efficace, il faut [R3.03.03] qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

[1] pouvoir transmettre des efforts de poutre au maillage coques ou 3D, et pouvoir transmettre
tous les degrés de liberté de I'élément tuyau (ou les efforts duaux de ceux-ci),

[2] ne pas engendrer dans les éléments de coques ou 3D de contraintes parasites,

[3] ne pas favoriser les relations cinématiques ou les conditions statiques les unes par rapport
aux autres,

[4] admettre des comportements quelconques et fonctionner en dynamique.

Les relations linéaires auront la méme forme que dans le cas coque-poutre, avec des équations
supplémentaires spécifiques aux degrés de liberté du tuyau.

On a déja introduit au [§3.1] I'espace T des champs associés a un torseur (défini par deux vecteurs) :
T=veV /3T, Q) el que vIM|=T+QAGM|

ou pour les champs de déplacementde T, T est la translation de la section (ou du point G ), Q la
rotation infinitésimale et les champs V sont les déplacements conservant la section S plane et non
déformée (On utilise Ia encore les hypothéses de NAVIER-BERNOULLI).
Le déplacement du tuyau vaut alors :
u'=uP+u* uwPel , u'eT?

ou:

T = VEV/_[ v.w=0 VweT

S

La démarche consiste a décomposer le champ de déplacement de coque ;¢ ou le champ de
déplacement tridimensionnel u3d en trois champs :
u'=u’+u'+u’
* un champ de déplacement suivant une cinématique de poutre 4 (torseur),
* un champ de déplacement local de la section suivant la cinématique de tuyau ;* (série de
Fourier) définie au [§3.1],
* un champ supplémentaire ;° orthogonal aux deux premiers au sens du produit scalaire.

Remarque :
|Lorsque la décomposition en série de Fourier du [§3.1] est infinie on a y*=( .

Pour traduire I'équation ci-dessus en relations linéaires, on montre qu’il faut calculer les intégrales
suivantes, pour la coque (ou le 3D) et le tuyau :

+ déplacement moyen : fS u‘ds

*  rotation moyenne : fs GMAu“dS

GM

2 uCdS
s lGM|

+ gonflement moyen : f

+ modes de Fourier: fsuccosp¢dS,fSucsinp¢dS, J'Suc/\%coqu)aﬁ :

. GM . GM : GM .
U sin ppdsS | .u‘cos ppdS | .usin ppdS . Pour
Js IGM]| Js IGM| J; IGM]|

les modes de Fourier on choisira les relations les plus simples a exploiter puisque certaines
sont redondantes (voir remarque du [§6.7]).
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Remarque :

On passe facilement des expressions analytiques du raccord 3D - tuyau a celles du
raccord coque - tuyau. Il suffit de substituer u3d a y° dans 'ensemble des
intégrales de raccordement proposées ci-dessus. On ne reparlera donc de ce
raccord qu’au [§7.8] traitant de I'implantation numérique.

7.2 Cinématique du tuyau.

Dans la base curviligne (0,x,y,z) associée a la section transverse du [§2.1] on note les

déplacements U, U, et Uz ou:

u(r,x,¢)=u_(x )—Gy(x)rcos¢+92(x)rsin¢+u(x,<|>)+§B¢(x,<1>)
uy(r,x, )=u,(x)+0 (x)rcosp—v(x,d)cosb—w(x, d)sind+7 By(x, d)cosd .
uy(r,x,p)=u_(x)=0 _(x)rsing+v(x,d)singp—w(x, p)cosp—C By(x, Pp)sind

Une fois discrétisée cette expression devient :

u,(r,x, ¢)=Z: H (x)(xk-x)uf+Hk (x)(yk-x)uf,—ﬁk(x)(xk~y) 9];)’ cosd)—f_lk(x)(yk~y)G,;rcos¢+f7k(x)9frsin¢+ u(x,$)+CBy(x, d)
(7, b)= 2 H () ()l H o (6) ey 4+ () (3, x) 06 cos bt H (x) (%) 05 cos b (x, ) cos p—w (x, b )sind+C By (x, ) cos b

N

u3(r,x,<|>):Z:k:I H, (x)u'—H (x)(x,x)0rsinp—H (x)( y,-x) 0% rsin p+v (x, d)sin p—w(x ,dp)cos b —T B, (x, ) sindy
ou u'x,(p, , v(x, (p), w(x, (p) s ,[)’e(x, (p) et ﬁg(x, q)) sont discrétisés comme au [§3.1].
Le déplacement en un nceud k d’abscisse X, extrémité de tuyau s’écrit alors :

u(r,x,,d)= ui—o' rcos(cb)—l—@"rsm +Z ukmcosmcb—i-ukmsmmd))-i-CB (x,,P)

k
ok
uy(r,x,, b)= ui+04rcos( cosq)z (v}, sinmd+v,, cosm q))—smq)z (W}, cos m p+wy, sinmd)
—wk151n2¢+wk,c052<|> wks1n¢+7;[59(xk,¢)cos¢
uy(r,x,,d)= u'—0 rsin(p +sm¢z (v}, sin m+v;, cosm ) — cos<1>z (w}, cosmb+w,, sinmd)

—w',c0s2 b—w) sin 2 p— wkcos¢ TPRo(x,, d)sind

GM
Pour le tuyau le vecteur moment cinétique GM A u(M ) et le gonflement mu(M) ont pour
expressions respectives :
—uz(x)rsinqo+uy(x)rc0s¢+r2¢9x(x)—rv(x,(,/))

GMAu(M )= —ru,(r,x,p)cose ,
ru,(r,x,p)sing
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et:
GM

m.u(M):—uz(x)cosq)—uy(x)sin<p+w(x,(/)) .

Remarque :

La premiére composante du champ de déplacement fait intervenir u(x , go) de fagon isolée.
Il en va de méme pour la premiére composante du vecteur rotation vis-a-vis de v|x, q)) et
du gonflement vis-a-vis de w(x,(p) . Cette remarque sera utilisée au [§5.6] pour lier les
modes de Fourier aux degrés de liberté des bords de coque.

7.3 Cinématique de coque

La cinématique de coque de Love-Kirchhoff ou de Naghdi-Mindlin s’écrit dans I'épaisseur :

0°(Q) An) .y,

ulM)=u(Q |+

. uc( Q) constitue le vecteur déplacement de la surface moyenne en Q ,
*  0°(Q) constitue le vecteur rotation en () de la normale selon les directions 7, et 7, du
plan tangenta Q .

L S

Section de coque :
\F §=1IxI
“U o Lligne des points 0 surle feuilletmoyen

1 ohohl o o
I:H- 2—%|ntervalledecr|vant|'epa|sseur.

2_,

Ce déplacement et cette rotation sont calculés dans le repére global. Il est possible par changement de
repére d’avoir leurs expressions dans la base curviligne (0, X, ¥, Z) du [§2.1] associée a la section
transverse de la jonction entre la coque et le tuyau.

Pour chaque noeud, le programme calcule les coefficients des 9+6(M —1) relations linéaires qui
relient :

* les 6 degrés de liberté du nceud de poutre P du tuyau,

« les 2+3X2(M —1) degrés de liberté de Fourier du tuyau,

* le degré de liberté de gonflement du tuyau,
» avec les degrés de liberté de tous les nceuds de la liste des mailles du bord de coque.

Ces relations linéaires seront dualisées, comme toutes les relations linéaires issues par exemple du
mot clé LIAISON DDL de AFFE_CHAR_MECA. Elles sont construites comme pour la liaison 3D-poutre

a partir de 'assemblage de termes élémentaires.
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7.4 Calcul du déplacement moyen sur la section S

7.5

c

Il s’agit de calculer l'intégrale fs u‘dS | ou 3¢ estle déplacement de coque (comportant 6 ddl par

nceud), S estle bord de coque.

Le déplacement moyen sur la section S s’écrit :

J utmids=n] ulQ)di+] [6°(Q|An]

hil2
J.fhlz Vydy;|dl

soit J.s uC(M)dSthluc(Q]dl .
Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :

uy uy
fSuC(M)dS:j"S[uP(M)JruS(M)]dS:! ul |dS=5|u"
k k
u, u,

On établit ainsi que le déplacement moyen de la section du tuyau au nceud A& est égal au
déplacement de poutre du nceud k& . On peut ainsi lier linéairement les degrés de liberté de poutre de
translation au nceud k& avec la moyenne des degrés de liberté de déplacement du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.

Calcul de la rotation moyenne de la section S
foamnuimlas=], " (GQ+y,nl0l|Alul0)+6°(0l Anl Ol y,| dl dy,
=h[ GQrw0ldi+ [, GQalecl0Ianlolldl [ viay,

h
+f,n(Q)Au"(Q)(fhf,2 ygdyg)dHf,n(QJA(H"(QJA nlOl J?) yidy.di

3
soit fSGM/\uC(M).dS:hflGQ/\uc(Q)dl+1}Z—2f10“(Q)dl.

Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :
2 Ak k
re.o; 0,
2 2 k| — k
7 .cos"$p0, =1 0,

2 .2 k k
ro.sin"$po; 0

z

J.GMAu‘(M).ds=[ GMA[u’(M|+u'(M]].dS= |

S

ou / est le tenseur d’inertie de la poutre. On établit ainsi que la rotation moyenne de la section du tuyau
au noeud A est égale a la rotation de poutre au noeud £ . On peut ainsi lier linéairement les degrés
de liberté de poutre de rotation au nceud % avec les degrés de liberté de rotation du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.
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7.6 Calcul du gonflement moyen de la section S

7.7

c . GM . GM GQ
Il s’agit de calculer lintégrale u“.ndS=\| u.——=dS , ou n= =
J; I IGM| IGM[| [|GQ]

est la

normale a la surface moyenne de coque.

Le déplacement moyen sur la section § s’écrit :

Jou(M)nds=h| u(Q).ndl+ ] [6°(0|An|.n f}/2y3dy3)dl |, ulQ).ndl .

Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :

GM_ ciarias=[ -CM

X = 2 [y M|+u’ (M)]dS= [ wods
SIGM|| S IGM|| ,Sf g

On établit ainsi que le gonflement moyen de la section du tuyau au nceud k est égal au degré de
liberté de gonflement du tuyau au nceud & . On peut ainsi lier linéairement le degré de liberté de
gonflement de tuyau au nceud k& avec les degrés de liberté de déplacement du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.

Calcul des coefficients de Fourier sur la section S

Il s’agit de calculer les six intégrales f u‘cos ppds | f usin ppds | f U AN—=——cos ppdS

GM
IGM]|

GM . GM GM
u‘A sin ppdsS | .ucos ppdS et .u“sin ppdS | ol est le
I IGM]| I iomn IGM]|” s 1o IGM||" u’

déplacement de coque (comportant 6 ddl par nceud), S est le bord de coque.

On a la relation suivante pour les déplacements sur la section S :

0°(0| An|

[ uslm ds=h [ u*(Q)cos ppdi+] [ di
Ju'lM |cos pg ‘(O] cos po i Y3y 3| cos po

soit fSu"(M)cosp(odSZhflu”(Q)cospgodl et fsu"( |sin ppdS= hf “(Q)sin podl .

Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :
ul(r X, 0)
fs “{M|cos ppdS= f uy(r,x,, )| cos ppdsS
S
uy(r,x,,0)

La premiere composante de cette relation nous permet alors de relier linéairement le coefficient de
Fourier u;q, aux composantes des déplacements du bord de coque de la maniére suivante :

k2 :
‘ J—f rf,cos”pdS si p=1
hJ'Zu‘l’(Q)cospgodZZISul(r,xk,go)coqu)dS: s
fuzpcosngodS si. p#1
s
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u (r,x,, o)
De méme JIS u‘( M |sin p(PdS:f u,(7,x,,9)|sin ppdS dotl'on en déduit que :
uy(r,x,,p)

k . 2 .
‘ ' ' fr&zsm pdS s p=1
hflu‘l(Q)sm p(deZIS u (r,x,,¢)sin ppdS=| s
fu,ipsinngodS si p#1
s
On a la relation suivante pour les rotations sur la section S :

+hl2

cospgodl+f CATVNAVNA f y,dy;)cos podl

cos ppdS=h
S ||GQ|| 2

M

[oumin 2

fIGMm]|
La premiére composante de cette relation nous permet alors de relier linéairement le coefficient de
Fourier vzp aux composantes des déplacements et des rotations du bord de coque de la maniere
suivante :

—Jq[rukcos2 +rw?,cos’pdS si p=1
y @ ki ® s1 p=

] cosppdl=| s

hJ,lu
”GQ” frv cos*( po)dS si. p#1

De mémeon a:

f [ru’ sin® p+rw',sin’p]dS  si p=1

hfl[uc( ] sin popdl=| s
||GQ|| P2 .
my,sin”( pp)dS si p#1
s
On a la relation suivante pour le gonflement sur la section S :
GM
u’lM|.cos ppdS=h u“( Q| cos ppdl .
I ami pods=h |, - Qo o

Cette relation nous permet de relier linéairement le coefficient de Fourier w;(p aux composantes des
déplacements du bord de coque de la maniére suivante :

f | f[—ufcoszgoer;dcoszgo]dS si p=1
h u‘(Q|cos ppdi=|s
oql ™ 1010

fw’)(pcosz(p(p)dS sip#l
S
De méme, ona:

J, (0 f u sin (p+wk1s1n godS si p=1
h ‘| Qlsin ppdl=|s
1

”GQ” fwzpsinz(pgo)dS si p#1
s

On utilise pour toutes ces relations le fait que { cos ppcosqpdS=0 si p#q.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.
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Remarque :

On peut noter que certaines des relations établies dans ce paragraphe pour p=1 sont
redondantes avec celles établies aux paragraphes [§7.4] et [§7.5]. Sur les six relations

établies a partir du calcul des formes intégrales fS u“cosdpds | J‘S u“sinpdS |

c GM c. GM . e, GM .
U Ni————.cosdpdS | | u'ANi——.sinddS |, | u"A——.u cosddS et
Jou ] S B

GM .
J'Suc/\m.uc sinddS | seules deux parmi les quatre demiéres sont linéairement

indépendantes des autres. Ainsi les deux premieres ont déja été établies au [§7.4] et des
combinaisons des quatre derniéres redonnent celles du [§7.5].

7.8 Implantation de la méthode
Le calcul des coefficients des relations linéaires se fait en trois temps :
» calcul de quantités élémentaires sur les éléments de la liste des mailles de bords de coques
(maille du type SEG2) :
* surface = J.elt Ly elt X elt Yo -[elt z
« sommation de ces quantités sur ( .S ) d'ou le calcul de :
« positonde G .
e connaissant (G , calcul élémentaire sur les éléments de la liste des mailles de bords de
coques de :
— |
Ni ; xNi ; Ni ; | zNi ou: GM=(x,y, z]
elt f elt 'Lh Y fezf Ni=fonctions de forme de I'élément
Il faut remarquer que dans le cas du raccord coque - tuyau, les intégrales sur les éléments de bord
sont @ multiplier par I'épaisseur de la coque : f Ni:h Ni ol [ représente la fibre moyenne de
elt [
h3
I'élément de bord de coque. De plus, on ajoute le terme supplémentaire : Ef Nl. .
l
* "assemblage" des termes calculés ci-dessus pour obtenir en chacun des nceuds de la section
de raccordement, les coefficients des termes des relations linéaires,
* liaison entre les modes de Fourier et les déplacements de coque comme montrée au début
du [§7].
Plus précisément :
»  pour le raccord coque - tuyau, on effectue des calculs élémentaires sur tous les éléments de
bord de la section de raccordement S du type :
1 2n 1 | Y %€ 1 Nb @éléments€ S ®) u %
ucm:—fuccos(m(p)d(p:—f u coslmpldp==" > fcos(m(p)P u |do
T 0 T 0 P T n=1 (Pn y
u ., : u,
r z
et
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n u
1 2n 1 2| ¢ 1 Nb élémentseS P2 x€
_— C ( -1 . \ — 1 . \
usm—nfu smim(p)d(p—n_[ u s1n(m(p)d(p—7[ > fsm(m(p)P u |do
0 0 ¢ n=1 @ y
u : u,
i"c z(’
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si m>1 ou P estla matrice de passage du repere local de I'élément au repére global et @, la
position orthoradiale de I'élément. En exprimant le déplacement en fonction des degrés de liberté

nodaux :
i n U
um 1 Nbp éléments€ S P> Nbuneud,\‘ xn
—| .0 |=2
Uem= Vi _77; Z fcos(m(p)P Z N”((p) U n d(P
; n=1 ‘P’ll n=1 y
Wm U n
z
et
o n U
um 1 Nbpéléments €S P2 ND, s ¥
—| i |=2 o
Ugn=| v, [=— > [sinlme|P Y N lollUu |de
0 n=1 " n= y
w, ! U

ol les N sont les fonctions de forme de I'élément, on obtient pour chaque calcul deux fois
9 coefficients aux noeuds de I'élément courantde S

i U
Uy by | @11 @12 Ap3 X"
— ) —
Uem=|Vy N Ay, Ay ayn|i|U |
i élémentseS n=1 y
w, 31 4y 4| ||U
n
z
1 @, 1 l
a’.’.:—f cos|mp|P.[p|N [p|dep :—f cos|mx| P, x| N [x|dx
i y n' R 7 nt
T Ao
1

et une expression équivalente pour u#,, ou [ estlalongueur de I'élément de bord de coque.

pour le raccord 3D - tuyau, on effectue des calculs élémentaires sur tous les éléments de bord
de la section de raccordement S du type :

u

3d
2 / ‘ 2 * ‘
ucm:—fu“coslm(deS:—f U a4 cos\mp|r.dp.dC
s S s|
U 3
2 Nb éléments€S Lp; hg Nb s U:’;Cd
=3 ffcos(m(p)P Z N, (p,{) Ui“ r.dg.dl

n=1 qu; hln

et

n=1

U3d

z
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5 5 U 3a
usngf w3 esin [mcp)dSzgf U g sinlme|r.de.dl
S s| @
U 3
- 3d |"
2 Nb élémentse S P hZ NB s UY
=5 > [ [sinlmolP X N (@.0)|0¥| rde.d
n=1 (p]]' hl]’l n=1 U3d

z
si m>1 ou P estla matrice de passage du repére local de I'élément au repére global, ¢, la

position orthoradiale de I'élément, /1, sa position radiale et les N sont les fonctions de forme de
'élément.

Implantation de I’élément TUYAU dans Code_Aster

8.2

Description

Ce nouvel élément (de nom METUSEG3) s'appuie sur une maille SEG3 ou SEG4 curviligne. Il suppose
que la section du tuyau est circulaire. Contrairement aux éléments POU D E, POU D T, [R3.08.01] cet
élément n’est pas « exact » aux nceuds pour des chargements ou torseurs concentrés aux extrémités.
Il faut donc mailler avec plusieurs éléments pour obtenir des résultats corrects.

Données de modélisations

L’élément s'utilise de la fagon suivante :

AFFE MODELE ( MODELISATION = 'TUYAU 3M' ...)

Les mailles a 4 nceuds sont générées a partir des mailles a 3 nceuds a l'aide de :

MAIL=CREA MAILLAGE (MAILLAGE=MAIL,MODI MAILLE= F (OPTION='SEG3 4',6 TOUT='QUI")
)

On fait appel a la routine INI090 pour les fonctions de forme, leurs dérivées et leurs dérivées
secondes (pour la partie coque) aux points de Gauss, ainsi que les poids correspondants.

Les caractéristiques de la section sont définies dans AFFE_CARA ELEM

AFFE_CARA ELEM (
POUTRE = F(SECTION = 'CERCLE' ,CARA = ( 'R' 'EP' ),VALE = (..... ) )
ORIENTATION = F (GROUP_NO=D, CARA='GENE TUYAU’,VALE=(X Y 2),),
TUYAU NCOU =’/NOMBRE DE COUCHES’, TUYAU NSEC =’NOMBRE DE SECTEURS’,),
)

R et EP représentent, comme pour les éléments de poutres classiques, respectivement le rayon
externe et I'épaisseur de la section. On définit aussi sur 'un des nceuds extrémité de la ligne de
tuyauterie le vecteur dont la projection sur la section transverse est l'origine des angles pour la
décomposition en série de Fourier. Ce vecteur ne doit pas étre colinéaire a la ligne moyenne du coude
au nceud extrémité considéré. On définit aussi a ce niveau le nombre de couches et de secteurs
angulaires a utiliser pour l'intégration numérique.

AFFE CHAR MECA ( DDL IMPO = F (

DX =..,DY =..,DZ =..,DRX =..,DRY =..,DRZ =..,DDL de poutre
UI12 =..,vI2 =..,WI2 =..,U02 =..,V02 =..,W02 =..,DDL liés au mode 2
UI3 =..,VI3 =..,WI3 =..,U03 =..,V03 =..,W03 =..,DDLliés au mode 3
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WO =..,WIl =..,W0l =.., , DDL de gonflement et mode 1 sur
/4

N N
me:f; f(z) pw ”imd(bdx:f[o f(z) p ]; H, w; rimd dbdx :]; H, [f; f; primd $dx

8.3

8.4

8.5

Les chargements supportés dans AFFE_CHAR MECA sont:

* les forces nodales (FORCE NODALE) , quine travaillent que sur les déplacements de poutre.
* lapressioninterne (FORCE TUYAU = F (PRES =.. ))

* la pesanteur, (PESANTEUR)

* les forces linéiques ( FORCE POUTRE)

La pression interne travaillant sur le degré de liberté de gonflement 7O , on calcule alors :

o
Wi

Calcul en élasticité linéaire

La matrice de rigidité et la matrice de masse (respectivement les options RIGI MECA et MASS MECA)
sont intégrées numériquement dans le TE0582. Le calcul tient compte du fait que les termes
correspondant aux degrés de liberté de poutre sont exprimés classiquement en repére global, et que
les degrés de liberté de Fourier sont dans le repére local a I'élément. Dans le cas ou I'élément
n’appartient & aucun coude, ce repére local est défini par la génératrice et le vecteur directeur porté
par la fibore moyenne de I'élément comme indiqué sur la [Figure 8.3-a). Dans le cas ou I'élément
appartient a un coude, le repére local est défini a partir du plan du coude comme mentionné au [§2.1].

génératrice

X

Figure 8.3-a : Repére local pour un tuyau droit

Calculs non linéaires

La matrice de rigidité tangente (options RIGI MECA TANG et FULL MECA) ainsi que le projection
plastique (options FULL MECA et RAPH MECA) sont intégrées numériquement dans le TE0586. Toutes
les lois de contraintes planes disponibles dans Code Aster peuvent étre utilisées : si elles ne sont pas
intégrées directement, il est toujours possible d’utiliser une loi de comportement formulée en
déformation plane, et de traiter 'hypothése de contraintes planes a I'aide de la méthode de De Borst.

Les éléments tuyau ne doivent étre utilisés qu'en petites déformations et petits déplacements.

Post-traitement
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Les calculs élémentaires disponibles actuellement correspondent aux options :

8.6 Test:

SIEF ELGA qui fournissent les contraintes aux points d’intégration dans le repére utilisateur.

On stocke ces valeurs de la fagon suivante :

«  pour chaque point de Gauss dans la longueur, (n=1,3)

+  pour chaque point d’intégration dans I'épaisseur, (n=1, 2N, +1=7)
+  pour chaque point d’intégration sur la circonférence, (n=1, 2N g+ 1=33)
* 6 composantes de contraintes : STXX SIYY SIZZ SIXY SIXZ SIYZ

ou X désigne la direction donnée par les deux noeuds sommets de
élément, Y représente l'angle ¢ décrivant la circonférence et Z
représente le rayon. SIZz et SIYZ correspondanta o,,, 0,, sont prises
égales a zéro.

EFGE_ELNO qui permet d’obtenir les efforts généralisés par élément aux nceuds dans le
repére de la poutre.

VARI_ ELNO qui calcule le champ de variables internes par élément aux nceuds pour toutes
les couches et tous les secteurs, dans le repére local de I'élément.

EPSI ELGA qui fournit les déformations totales aux points d’intégration dans le repére local
de I'élément. Le calcul s’effectue dans le TE0584, et donne actuellement les valeurs aux 693
points d’intégration (pour un élément a 3 modes de Fourier). Ces champs sont appelés
champs a « sous-points » d’'intégration. On stocke ces valeurs de la fagon suivante :
e pour chaque point de Gauss dans la longueur, (n=1,3)
+  pour chaque point d’intégration dans I'épaisseur, (n=1, 2N o, +1=7)
+  pour chaque point d’intégration sur la circonférence, (n=1, 2N g +1=33)
* 6 composantes de déformation : EPXX EPYY EPZZ EPXY EPXZ EPYZ
ou X désigne la direction donnée par les deux noeuds sommets de
lélément, Y représente l'angle ¢ décrivant la circonférence et Z
représente le rayon. EPZZ et EPYZ correspondant a ¢€,,., €, sont prises
€gales a zéro.

Les options SIEQ ELGA et EPEQ ELGA permettent le calcul des invariants, (Von Mises, Von
Mises signé, trace) en chaque point d’intégration (champs a « sous-points »).

EFGE_ELNO fournit les efforts généralises de poutre classiques : N, VY, vz, MT, MFY,
MFZz. Ces efforts sont donnés dans le repére curviligne local de I'élément.

La commande POST CHAMP / MIN MAX SP permet d’extraire, en chacun des points de

Gauss linéiques d'un élément, les valeurs maximum et minimum d’'une composante d’un
champ. Le min / max est pris sur I'ensemble des sous-points d'un point.

SSLL106A

Il s’agit d’un tuyau droit de vecteur directeur (4,3,0) fixé en son extrémité O et qui est maillé avec
18 éléments TUYAU.
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O
. X

Le tuyau est soumis a différent types de charge :

e un effort de traction,

« 2 efforts tranchants,

¢ 2 moments de flexion,
. 1 moment de torsion,
*  une pression interne.

On calcule les déplacements au point B, les déformation et les contraintes en certains points
d’intégration de la section contenant B, ainsi que les premiers modes propres.

Ceci permet de tester les degrés de liberté de poutre, le degré de liberté de gonflement et les modes 1
du développement en série de Fourier.

9 Conclusion

Les éléments finis de coude que nous décrivons ici sont utilisables pour des calculs de tuyauterie en
élasticité ou en plasticité. Les tuyauteries peuvent étre soumises a divers chargements combinés -
pression interne, flexions planes et anti-planes, torsion, extension.

Pour le moment, I'élément réalisé est un élément linéique de type poutre, droit ou courbe, a trois
nceuds, en petites rotations et déformations, avec un comportement élasto-plastique local en
contraintes planes. Il permet de prendre en compte I'ovalisation, le gauchissement et le gonflement. I
combine les propriétés de coques et de poutres. La cinématique de poutre pour I'axe du coude est
augmentée d’'une cinématique de coque, de type Love-Kirchhoff sans cisaillement transverse, pour la
description du comportement des sections transverses. Cette derniére cinématique est discrétisée en
M modes de Fourier, dont le nombre A/, que la littérature nous incite a choisir égal a 6 [bib8],
[bib13], doit a la fois étre suffisant pour obtenir de bons résultats en plasticité et pas trop grand pour
limiter le temps de calcul. En élasticité, pour des tuyauteries relativement épaisses (le rapport
épaisseur sur rayon de la section transverse supérieur a 0.1), on peut se contenter de M =2 ou

M=3.
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