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Traitement de I'excentrement pour les éléments de
plague DKT, DST, DKQ, DSQ et Q4G

Résumé :

Les éléments de plaque [R3.07.03] sont destinés aux calculs de structures minces tridimensionnelles. Le
feuillet moyen de ces structures ne coincide pas toujours avec le plan d’épure ou plan de maillage. On introduit
donc la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport au plan d’épure. Elle est utilisable pour des
éléments avec prise en compte du cisaillement transverse, ou sans cette hypothese.
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Introduction

Dans le but de pouvoir analyser le comportement de structures élancées de type plaque, ou surfaces
courbes approchées par des facettes, dont le feuillet moyen est excentré par rapport au plan
d’application des efforts, on introduit la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport a la
surface de maillage. Les champs de déplacement variant linéairement dans I'épaisseur de la plaque
ont pour origine la surface de maillage, c’est-a-dire qu’au niveau de la surface de maillage, les seuls
degrés de liberté de translation sont nécessaires a la description du déplacement.

L’introduction de la cinématique dans I'expression du travail de déformation permet d’obtenir les
rigidités de membrane, de flexion et de cisaillement transverse de I'élément excentré a partir de celles
de I’ élément équivalent non excentré et de la distance d’excentrement. L'ensemble des calculs (hors
post-traitement spécifique) est donc fait dans un repére d’épure attaché au plan du maillage. Par
défaut les résultats sont donc obtenus dans le repére du maillage. Pour certains post-traitements, il est
possible d’avoir automatiquement ces résultats dans d’autres repéres dans la mesure ou I'utilisateur
indique la position du plan de post-traitement par rapport au plan du maillage.

La distance d’excentrement entre le plan du maillage et le feuillet moyen de la plaque est donnée
dans AFFE_CARA ELEM au méme niveau que I'épaisseur. Un excentrement J positif signifie que la
surface moyenne de la plaque est en réalité a une distance d n de I'élément de plaque maillé, la
direction n étant donnée par la normale a I'élément (voir [§4.1] de la documentation de référence
[R3.07.03] des éléments de plaque pour la construction de cette normale).

Les notations adoptées sont celles de la note [R3.07.03] sur les éléments de plaques DKT, DST, DKQ,
DSAQ et 04G.
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2 Formulation

21 Géométrie

Pour les éléments de plaque excentrés, la surface de référence est donnée par le plan d’épure ou plan
du maillage (plan x y par exemple). Le feuillet moyen de I'élément est positionné par rapport a cette
surface de référence. L'épaisseur h(x,y) doit étre petite par rapport aux autres dimensions
(extensions, rayons de courbure) de la structure a modéliser. La figure [Figure 2.1-a] ci-dessous
illustre notre propos. Concernant la valeur de I'excentrement ¢, et du fait des conditions de
linéarisation de la flexion adoptées dans la théorie, on prendra d de sorte qu’un élément d’épaisseur
d+ h reste dans la théorie des plaques.

Solide 3D

Epaisseur h<L,b,R,R:

Figure 2.1-a

On attache au plan d’épure (le plan du maillage) un repére orthonormé local Oxyz associé au plan
du maillage différent du repere global OXYZ . La position des points de la plaque est donnée par les
coordonnées cartésiennes (x, y) dans le plan d'épure (plan du maillage) et I'élévation z par rapport
a ce plan.
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2.2 Cinématique

Les sections droites qui sont les sections perpendiculaires au feuillet moyen de la plaque restent
droites. Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur
une droite dans la configuration déformée. Il résulte de cette approche que les champs de
déplacement varient linéairement dans I'épaisseur de la plaque. Si 'on désigne par wu,v,w les

déplacements d’'un point du plan d’épure q(x,y,z) suivant x, y et z, la cinématique de
Hencky-Mindlin nous donne :

u(x,y.2)| (u(x,y) 0,(x,y) | |ulx,y)| |[B.(x,)
u,(x,y,z) |7\ vix,p) Fz|=0,(x,y) |=|v(x, ¥) |+2| B, (x, )
u(x,y,z) \wix,y) 0 w(x, ) 0

ou: y,v,w sontles déplacements du plan d’épure ;

0, et OV sont respectivement les rotations de ce plan par rapport a respectivement 'axe x
etl'axe y.

On préfere introduire les deux rotations Bx(x,y)zey(x,y),By(x,y)z—ex(x,y). Les

déformations tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite précédemment, sont
ainsi données par :

& _—=e_ +zx
xx xx xx

& =e +zK
Yy Yy Yy

2 exyzyxy=2exy+2Zny
ZSXZ:y)C
2e, =y,

ou: e, e, et e, sontles déformations membranaires de la surface moyenne ;
Y. et y, les déformations associées aux cisaillements transverses ;

Ky Ky Ky, les déformations de flexion de la surface moyenne, qui s’écrivent :

1)
xx_ax
_0v
=5y
26 _8_v+8_u
W ox Dy
_95,
Kxx_ax
_9b,
Kw_ay
0 0
2K, = ﬁx+—££
Y 0y Ox
ow
Px=PBat s
ow
WSy
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Remarque :

e Dans les théories de plaque, lintroduction de B, et B}, permet de symeétriser les
formulations des déformations et les équations d’équilibre [R3.07.03]. Dans les théories
de coque, on utilise plutét 0, et 0., etles couples associés M . et M , par rapport

axety,

e Jes degrés de liberté que I'on a choisi sont les déplacements et rotations du plan d’épure
et non pas ceux du feuillet moyen. En effet si I'on envisage la superposition de plusieurs
plaques excentrées pour réaliser un matériau sandwich il ne peut correspondre aux
nceuds du maillage qu’'un seul champ de déplacement et non pas les différents champs
de déplacements des couches composant le matériau.

2.3 Loi de comportement

Le comportement des plaques est un comportement 3D en "contraintes planes". La contrainte
transversale o _ est prise nulle car négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur des

contraintes (hypothése des contraintes planes). La loi de comportement la plus générale s’écrit alors
ainsi :

0 xx € xx €. Ko 0
Ty Eyy e, Ky 0
0 =C(e,a) V sy =Ce+zCk+Cy avec e= 2e, | k=21 et y=|0
Oy: Vx 0 0 Vx
o, 7y 0 0 7y

ou: C(s , (x) est la matrice de rigidité tangente locale en contraintes planes ;
o représente 'ensemble des variables internes lorsque le comportement est non linéaire.

Pour des comportements (par exemple des multicouches) pour lesquels les distorsions sont couplées
aux déformations de membrane et de flexion, C(s, ) se met sous la forme :

H H_
H'  H

cy

C=

Y

ou: (e, ) estune matrice 3X3 symétrique ;
H (e, ) une matrice 2X2 symétrique ;
H(,y(e , &) une matrice 3X?2 de couplage entre les effets de membrane ou de flexion et de
cisaillement transverse.

Dans le cas ou c’est découplé, on a Hw(s ,)=0 . La détermination de Hy(s, o) dans le cadre

de la théorie de Reissner ([§2.2.3.2] de [R3.07.03]) est donnée en annexe. On montre qu’elle est
équivalente a celle des plaques non excentrées.
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3 Principe des travaux virtuels

3.1 Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour I'élément de plaque excentré de la distance
d par rapport au plan de référence vaut :

d+hl2

+ + g
W= f dfm £,0, 7€, 0 +Y O +Yy O _+y o _)dV

ou § est la surface moyenne, dJ =dxdydz et ou la position dans I'épaisseur de la plaque varie
entre d-h/2 et d+h/2.

3.1.1 Expression des efforts résultants

En adoptant la cinématique de [R3.07.03], on identifie le travail des efforts intérieurs :

We=J (e No+e N +2e N +x M +x M +2x M +y T +y T )dS

S
ou :
N | da+m2|o
N=|N = dz
N, S5 Oy
N
xy xy
M _\ a+n2|o,
M= = f zdz
M, L Ty
M
Xy Xy
d+hl2
T o
T=|"x|= x| dz
T,] aiwn\o,.

ou: N _, N, , N, sontles efforts résultants de membrane (en N/m);

xx o Yy

M M M sont les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au plan

xx ° yy 2
d'épure (en N);
T, T, sontles efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (en N /m ).

3.1.2 Relation efforts résultants déformations généralisées

L’expression du travail de déformation s’écrit aussi :

d+hl2 d+hl2
W= f f eCle,a) ]dVIJI f [eCe+zeC x+eCy+ziCe+z° kCr+2zkCy+yC(e+zi+y)]dSdz
S d—hl2 S d—hl2

ol: C(e,x) estlamatrice de rigidité tangente locale (matrice symétrique).
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Ceci s’écrit encore :
hi2

Wdef:f f [eCe+({+d)eCr+eCy+k({+d)Ce+(+d ) kCr+x(C+d )Cy+yCle+({+d )k+y)]dSd ¢
S —hi2

En utilisant I'expression obtenue pour W au paragraphe précédent, on trouve la relation suivante
entre les efforts résultants et les déformations généraliées :

N:Hme+(Hmf+de)K+Hmyy
M:(Hmf"'de)e"‘(Hf"'demf"'dzHm)’c"'(Hf«‘,"'dey)V
T:H;ye+(H§y+dH;y)x+Hcty

avec .
+h/2 +h/2 +h/2
H,= [ Hd¢ H = [ HC H,= | HdC
—hl2 —hl2 —hl2
+h/2 +h/2 +h/2
H,= [ H d¢ H, = | H, dC H, = | H_ e
—hl2 —hl2 —hl2
et:
exx KXX
_ _7s
e=ley | K=Ky | V—(y )
2exy 2ny Y

Les matrices /1, , Hf et I, sont les matrices de rigidit¢ en membrane, flexion et cisaillement
transverse, respectivement, pour I'élément de plaque non excentré. La matrice Hm/- est une matrice
de rigidité de couplage entre la membrane et la flexion pour I'élément de plaque non excentré. Elle
est nulle si I'élément de plaque est symétrique par rapport a son feuillet moyen. La matrice H,y est
une matrice de rigidité de couplage entre la membrane et la distorsion transverse. La matrice H ,y

est une matrice de rigidité de couplage entre la flexion et la distorsion transverse. Ces matrices sont
nulles pour un excentrement nul, sauf dans le cas des multicouches ou elles restent non nulles.

Pour un comportement élastique homogéne isotrope, ces matrices ont pour expression :

1 v 0 1 v 0
3
H= Eh2 - lgv “ Hy= = 2 v lgv K H“:2(k1€-h) (1) (1))
1 % O 0 12( 1 -V ) 0 O 1%
2
et H,,=H,y=H ,y=0 carilyaune symétrie matérielle par rapport au plan =0
Pour la détermination du coefficient de cisaillement £ on renvoie au [§2.2.3] de [R3.07.03].
Manuel de référence Fascicule r3.07: Eléments mécaniques a surface moyenne
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Le systeme de relation entre les efforts résultants et les déformations généralisées peut aussi s’écrire :
N=H ,e+H cx+H,k y
M=H,set+H ;k+H y
T
— T B
T_Hmye+H.ﬁ)+Hcty

avec :

H;nszmf+de
H,=H +2dH +d’H,,

H,=H ,+dH ,,

Ainsi, dans le cas d’'une plaque possédant la symétrie matérielle par rapport au plan ¢=0, on a
H, =0 mais H .=dH, . Lexcentrement de la plague entraine un couplage entre les termes de
membrane et de flexion.

Remarques :

Les relations liant H, , H,, H, & H et H, a H sontvalides quelle que soit la loi
de comportement elast/que tangente avec deformat/ons anélastiques (thermoélasticité,
plasticité, ...).

Pour une plaque constituée de N couches orthotropes en élasticité, les matrices /7, , Hf, Hmf et
H ., s'écrivent :

N N N N
Hm:ZHmi’ Hmf:Z(Hmfi""?i . Hy= Z Hg+27,Hpeit7; Hyy ), Hct:ZHcti
i=1 i=1 i=1 i=1
!
711—5( l+1+Zl)
H , H H H . représentent les matrices de membrane, de flexion, de couplage

mi fir mfi yi
membrane flexion et de cisaillement transverse pour la couche ;. On remarque 'analogie entre ces
expressions avec la forme établie ci-dessus :

H;nf:Hmf-I-de
H,=H ;+2dH +d’H,

On en déduit alors que I'excentrement pour une telle plaque est obtenu en substituant 77i+d arn;.

3.1.3 Energie interne élastique de plaque

Compte tenu des remarques précédentes, I'énergie interne élastique de la plaque s’exprime plus
habituellement pour ce genre de géométrie de la fagon suivante :

‘lf[e(Hme+HLan+Hmﬂ)+K(HLnfe+H'fK+H'ny)+V(Hiye+H}§K+HctY)]dS .
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On peut choisir d’exprimer les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au feuillet moyen

de I'élément et non plus par rapport au plan de référence. Dans ce cas on obtient :

XX

N
N=|N

vy

Xy

d—hl2

d+hl2 |0,

Xy

d+h/2 |0
dZ ,: ' = JI
O,y , M Myy o

yy

xy

et I'expression du travail des efforts intérieurs devient :

W et = f
s

(z—

d)dz | TZT

J (2K, (M +dN )+y, T +y,T |dS
S

On en déduit alors en utilisant I'expression 3D du travail de déformation que :

N:Hme+( Hmf+de)K+Hmyy
M +dN =(H +dH , )e+(H +2dH c+d’H, )k +(H ,+dH )y
T=H! e+(H! +dH| )xc+H .y

Soit encore :

N:Hme+(Hmf+de)K+Hmyy
M =H ce+(H ;+dH )k+H ;7 .
T=H! e+(H +dH )x+H y

X |—

e N, *e, N +2e N_+x (M 'xx+dex)+xW(M’yy+dNyy))ds+

L’expression de I'énergie interne de la plaque reste bien s0r inchangée quant a elle. Dans le cas de
I'élasticité, elle s’écrit toujours :

¢int:%f [e(Hme+H;an+Hmyy)+K(H;rlfe+H‘I/"K+Hlfyy)+y(H1{1ye+H ,;yK+Hcty)]dS
S

La question du choix du plan intéressant a utiliser pour I'expression des moments peut varier d’une
situation a une autre.

M ,

M____

Dans le cas de la figure de droite, I'approche développée ci-dessus est préférable car I'expression des
chargements est définie par rapport au feuillet moyen de chaque plaque. Dans le cas de la figure de
gauche, si I'on souhaite remplacer la coque multi-couche par deux coques excentrées, I'axe de
référence est le feuillet moyen de la coque multi-couche. On a donc intérét a tout définir par rapport
au plan d’épure. C’est cette approche qui est retenue dans le code. Tous les chargements appliqués
sont considérés comme étant définis par défaut dans le repére d’épure ou plan du maillage. Si jamais
certains chargements sont définis par rapport & d’autres plans (feuillet moyen, feuillet supérieur ou
inférieur) c’est a l'utilisateur de faire les changements de repére appropriés, a la main ou par le biais
du fichier de commande en précisant le plan d’application des efforts quand cela est possible (voir
[§5]), pour se ramener a un chargement défini dans le plan du maillage.
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3.2 Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exergant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

d+hl2 d+hi2
w = | F.uav+[F . vas+[ [ F, Udzds
S d—hl2 S C d—hl2

ou : F,, F , F_ sontles efforts volumiques, surfaciques et de contour s’exergant sur la plaque,

respectivement.
C est la partie du contour de la plaque sur laquelle les efforts de contour /' sont appliqués.

Avec la cinématique du [§2.2], on détermine ainsi :

cht:.[(fxu-'-fyV+sz+cx9x+Cy6y)dS+f((0xu+¢yV+¢zW+Xx6x+Xy0y)dS
S C

:£ (fxu+fyv+fzw+cylb’x—cxﬁy)dS+£ (9’)x“+%V'*'(/’zw"')(yﬁx_)(xﬁy)ds

ou sont présents sur la plaque :

e [, [,. . lesforces surfaciques agissant suivant x, y et z ;
+hl2
* f.= f F .edz+F_e, ou e, et e, sontlesvecteurs de base du plan tangent et e,
—hl2
leur vecteur normal ;
. C.»C, :couples surfaciques agissant autour des axes x et y;
+hl2 i
e = f [(z+d)e NF |.edz+[(d+=)e. ANF_].e. ol e ., e, e, sontles vecteurs
1 /2 z v 1 2 z N 1 ! J “
—h
de base précédemment définis.

et ou sont présents sur le contour de la plaque :

. ¢, P, P, lesforces lingiques agissant suivant x, y et z ;
+hl2

* $= f F_.edz ou e, e, e, sontlesvecteursde base précéedemment définis ;
—hl2

U %> %, les couples linéiques autour des axes x et y ;
+hl2

¢ X= f [(z+d )ez/\F(,].ei dz ou e, e , e sontles vecteurs de base précédemment
—hl2

définis.
Remarque :

Les moments par rapport & z sont nuls. Les efforts et les couples sont exprimés dans le
repere du maillage. Tous les calculs sont faits par défaut dans le repere d’épure. Si des
efforts ou des couples sont exprimés dans un autre repere ( celui du feuillet moyen de la
plaque par exemple) I'utilisateur devra faire les conversions a la main s'il utilise les options
par défaut ou bien préciser le plan d’application des efforts (voir le paragraphe [§ 5 ]).

3.3 Principe du travail virtuel et équations d’équilibre
Ce paragraphe est inchangé par rapport au paragraphe [§3.3] de [R3.07.03].
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4 Discrétisation numérique de la formulation variationnelle
issue du principe du travail virtuel

4.1 Introduction

La formulation variationnelle pour I'énergie interne nous permet d’écrire :

ow . =[ [de(H e+ H cx+H, y)+oc(H ce+H c+H y)+0y(H, e+ H' x+H y)]dS

1

S
avec .
u .
, X ﬂx,.x W x+ ﬁx
€= v / ’ K= ﬂv ) 4 y: . !
‘} : ‘} W 17+ﬁ‘v
u +v ﬂx’y—kﬁ}?’x 2 :

Les cing degrés de liberté sont les déplacements dans le plan du maillage u et v, hors plan w et
les deux rotations B, et .

Les éléments DKT et DST sont des éléments isoparamétriques triangulaires. Les éléments DKQ, DSQ et
Q4gamma sont des éléments isoparamétriques quadrilatéraux. lls sont représentés ci-dessous :

I ]
a
1
y L
a
I
2
X
Figure 4.1-a : Eléments réels
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Les éléments de référence sont présentés ci-dessous :

tm 1
(Oal)‘[] (_1’1) (1’1)
I I
I 0 .
(0,0) (10) & g
1 0
(-1,-1) (1,-1)

Figure 4.1-b : Eléments de référence triangle et quadrangle

On définit le repére réduit de I'élément comme le repéere (€. n) de I'élément de référence. Le repére
local de I'élément, dans le plan d’épure (x, y) est défini par I'utilisateur, par le mot-clé ANGLE REP.
La direction X/ de ce repére local est la projection d’'une direction de référence d sur le plan de
Iélément. Cette direction de référence d est choisie par I'utilisateur qui la définit par deux angles
nautiques dans le repére global. La normale N au plan de I'élément ( 12A13 pour un triangle
numéroté 123 et 12A 14 pour un quadrangle numéroté 1234 ) fixe la seconde direction. Le produit
vectoriel des deux vecteurs précédemment définis Y/= N A XI permet de définir le triedre local
dans lequel seront exprimés les efforts généralisés représentant I'état de contraintes. L'utilisateur
devra veiller a ce que 'axe de référence choisi ne se retrouve pas paralléle a la normale de certains
éléments de plaque. Par défaut, la direction de référence d est 'axe X du repére global de
définition du maillage.

Remarque :

Pour les éléments de plaque QUAD4 , l'utilisation d’un élément non coplanaire peut aboutir a
des irrégularités ([bib1]). Dans ce cas, l'utilisateur est alerté.

4.2 Discrétisation du champ de déplacement

La matrice jacobienne J (€ n) est:

— 12
Jo I

En outre :
0\ |0 S
aax =7 aaf avec J: ‘].11 '].12 :‘]_1:l J22 _J12 Otl J:detJ:J11J22'J12J21
- — Jau Jn J\=Jy Iy
dy on
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Le champ de déplacement est discrétisé par :

AR uk

: :Zﬁ N [&n) vk)
w N w, 2N 0
B :Z Nk(x’h) B + Z ka(x,h) ]
ﬁy k=1 ﬁyk k=N+1 Pyk(x,h)

Dans cette derniére expression, le terme entre crochets est présent pour les éléments du type DKT,
DST, DKQ ou DSQ, mais pas pour les éléments Q4y.

4.3 Prise en compte de la distorsion transverse
On rappelle que la différence essentielle entre les éléments DKT, DKQ d’'une part et DST, DSQ, Q4y
d’autre part vient du fait que pour les premiers la distorsion transverse est nulle soit encore y = 0. La
différence entre Q4y et les éléments DST et DSQ vient d'un choix différent d’interpolation pour la
représentation du cisaillement transverse. Lintroduction de I'excentrement conduit a un traitement
particulier du cisaillement transverse.
On remplace dans I'expression de I'énergie interne établie au [§4.1] Y par Y ou les Y sont des
déformations de substitution vérifiant Y =Yy de fagon faible (intégrale sur les cotés de I'élément), et
telles que :
N=Hme+Hme+Hmy?
M=H e+ H ;k+H ;7
T
— T i _
T_Hmye+H_ﬁ;+Hcty
J
On vérifie ainsi que sur les cotés ij de I'élément, on a : f (7_’s_7’s)d520 avecy, =w , +p,.
i
4.3.1 Pour les éléments Q4y
On discrétise linéairement le champ 7Y constant par c6té de telle sorte que :
l—n 1, 147 34
T et e
37” 1-¢ 23+1—5 41
2 nTTy
En utilisant alors les relations :
+1
f (g_x_(w’x-'-ﬁx))dx:o"
-1
+1
f (gh_(w,h"'ﬂh))dh:o
-1
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on établit que :

yij:;_(wj_wi-'-ﬁfi-'-ﬂ@')
pour (ij)=(12,34) et (kp)=(23.41).

1
y’/;P:E( Wp_wk+ﬂ;7p+ﬁ;7k)

En reportant les deux résultats ci-dessus dans I'expression de ?g , on établit que :

'

=B u

X X

g'=

8
&

Wy
B
B
ou: U=\ M et B;Z(B
Wn
Ben
P

'

Ny % Ne s 0

L, B avec B; =
w) ‘ N 0 RN

x1»

De plus, comme :

on en déduit que

lel
ﬁyl
ou: l/lf: M et Bx:(Bxl’L’BxN)
Wy
ﬁxN
ﬁyN

avec: B = Ny 5N Jy N Jp
Niew mNepJay heNiyJoy

Finalement :
jn j12
Ju Jn

5 — gx:Bcuf avec Bc[z'zN}:jB

X

g
gy
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Remarque :
Ce traitement est équivalent a celui des éléments 04 y non excentrés du [§4.3.2.1] de
[R3.07.03].
4.3.2 Pour les éléments du type DKT,DST,DKQ,DSQ
En ce qui concerne les distorsions transverses, on sait que :
r.=m, +M, et T =M, +M, . aec M=H e+H k+H7y
On en déduit que :
_ 17c€ r7C
T_Hmu,xx-l-Hfﬁ,xx
. I7C I173¢C
Calcul de : Hme
.. pT _
ou. ﬂ,xx_ le,xx ﬂx,yy in,xy ﬂy,xx lBy,yy ﬂy,xy
T _
u,xx_ u,xx u,yy u,xy V,xx v,yy V’XJ’
mf mf mf mf mf mf mf
e _|HY Hij 2H3 H\y Hy Hj+H5
avee "\ oqgY o HY+HY HY O HY  2HY
13 23 12 33 33 22 23
f S S S S S S
Hc_Hn H 3, 2Hy Hyy Hy Hi,+Hs,
I\ gr f f e/ f f /
Hyy Hyy HytHzy Hiy Hy, 2Hy,
ou les H;;’f sont les termes (i, j) de H, . etoules Hj; sontlestermes (i, j) de Hf :
Comme :
N 2N N 2N 5
,xx:kgl Nk,xx(é’r])'gxk-'-k:%“v_'_1 ka,xx(f’q)ak:kgl Nk,xx(g ﬂ)ﬂxk k=%+l (‘]11ka,ff-'-zjll]12ka,§'7+]12ka,77’7>ak
N 2N N 2y, 5
,yy:k§1 Nk,yy(g‘”)ﬁxk+k:%+l ka,yy(q"’)“kzlz1 Nk,yy(g'ﬂ)ﬂxk-'-k:%_‘_l o1 P sk, &t 21722 sk g 22 sk o
N ’ 2N N 2N
,xy:kZ::1 Nk,xy(g"])ﬂ)clc+k:§‘v_'_1 ka, xy((:'ﬂ)ak:kz‘1 Nk, xy(g’q)ﬂxk+k:§‘v+l (]11121 ka,§§+[Jll]22+]12121}ka,g’n+111 jZlka, niy)ak
N 2N ) N 2N, o 5
,xx:k§1 Nk,xx(g'”)ﬂyk+k:N+l Pyk,xx(g"7)ak:k2::1 Nk,xx(é'”)ﬂyk+k:z]\:[+l U P, &2 12 e &t 2 ko %
N 2N N v 5
,yy:,El Nk,yy(é’")ﬁyfk:]z\,”Pyk,yy(c’")ak:kgl Ve ! '")ﬁyk+k:]Z\,+l(j21Pyk,éé+2121j22pyk,§n+j22pyk,nn)ak
N 2N N 2N
,xy_k§1 N, ¢ n)ﬁyk+k:%+l Pyk,xy(é’”)ak:kzzll Vi sy € it :%vn Ui Py gt 2o Pk et P ke, )k
U’u
avec
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0 2 N, 42j N, . +j2 N 0
Ine,ET e e s 12 ke
2 . 2
0 Nk &2 0190k & 20 Nk 0 W
N . . . . . . . .
ﬁl,xx:z O Jyy iy Ny et liniag* a g Wi &t 12720 N ke gy 0 ﬁk
—_ 2 L 2 xk
k=110 0 Ve &7V e & 0Nk Bk
) o 2
0 0 1N & 2901700k st 0Nk
0 0 Inian N @it i IV 5t 290 N g
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la premiére contribution & f . dans I'expression ci-dessus et :
2 o 2
Ve e 2070 Ne & 102N e 0
2 o 2
I Nk &t 200Nk et 20Nk 0

Ll < e oo
-y I N et inada N st 12Nk

XX — 2
k=1 0 TNk &t 202Nk & flsz -
2
0 121Nk,5:+2121Jzsz,g“q”zsz,my
0 I N et Ui ion* i da 1N 510000 N

k., nn
soit encore sous forme matricielle que :

u,xx ﬁx,xx
Uy By
T:ﬁfn u,xy +ITI(} ﬁx,xy
v,xx IBy,xx
Vo By s
V. By
C(j3P, .42j j, P, .+ P, )
NIntreTeInd e el gy
) .. )
W oy Ck(]ZIPk,§‘§+2]21]22Pk,'§n+]22pk,;717)
_ k C. 7171 Py = 11 Jor¥ 1 Joit |Pr od i oy P
T=H", ZP Uy +H ZP Z a, k(]11J21 szf [Jn]z? J.12]21] k,éq JirJ21 k,;m)
ﬂ ) k=N+1 Sk(Jqu,gg"'z J11J12Pk,fn+J12Pk,my)
y ) .. )
Sk(]ZlPk,§§+2J21J22Pk,‘§;7+J22Pk,my)
Sk(j11j21Pk,f§+[jllj22+j12j21]Pk,{q+j11j21Pk,my)
N W, CkPk -
. C, P
T= HCZP“ YelvES Y PY| B Z HT ko | g
Vi k=1 ﬂ k=N+1 S Pk &
k
Y S P
N y Wy 2N
=H; > Py | F |+ HS ZPCB B [FHT, Y Tyo
k=1 vk k=N+1
ﬁyk

T=H, P, U, +H; Py Uy +H T, T,0=B, U,+ B Uy +B 0

Ou:
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u,
Vi
m—|M
Uy
VN

T, :(Tc(N+1)"'Tc2N)
2 2 ..
J J12 20
— 2 2 . .
avec 1= j J2n 2j2Jn

j11j21 j12j22 j11j22+j12j21

Wy
ﬁxl
ﬁyl

Wy
ﬂxN
ﬁyN

On peut aussi écrire :
T:anu’xx+H(}ﬁ,xx:ch Um+BcﬁUfﬁ,+Bma

J

En utilisant la relation f (75_7’s)ds:0 avec Y, =W ; +[3, pour chacun des cotés ij de I'élément,
i

on peut obtenir les ox puisque cette relation s’écrit encore :

L 2
Wj_wi+7k(ckﬁxi+sk Bu+CiBy+Sy :Byj)+§Lk =Ly

ou :
?sk:((ck Sk)?:(ck Sk)H;l[T_HT e_H,/T"yK]

my
=(C, Sk)H;l[(ch_HmyTBm Um+(BCB_H’fyTBfB) Ufﬁ*'(Bca_H';‘nya)O‘]

La relation ci-dessus s’écrit encore sous forme matricielle :

A=A, +A U, +A, U,

avec :
2 LN+1 0 0 LN+1CN+1 LN+1SN+1 1 T
e . _ . . - _ !
Aa_g 0 ‘. 0 : . Hct (Bcu H fy Bfa)
0 0 LZN L2NC2N L2NS2N
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2 LN+1CN+1 LN+ISN+1 2 LN+1CN+1 LN+lSN+1 0 0 0 0 0
:—% 0 0 0 -2 Lk+1Ck+1 Lk+lsk+l 2 Lk+le+1 Lk+lsk+1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -2 L2N71CZN71 L2N7182N71 2 LZN 1C2N71 L2N7182N71
2 L2NCZN LZNSZN 0 0 0 0 -2 L2NCZN LZNSZN
LN+1CN+1 LN+1SN+1 1 T
Ay= : : H,, (By—H';By)
Lchz LyySyy
LN+1CN+1 LN+ISN+1 1 T
Am: Hct (ch_Hmme)
L, yCoy LyySyy
Ainsi :
o =P,Ug, +P, U,
avec :
P, =A (A, +A))
Pm :A(_XIA[H
ce qui implique :
T:(ch+BcaPm)Um+(Bcﬁ+BcaPﬂ>Uﬂ?
Remarques :
Pour les éléments du type DKT et DST, ona B, = =0 . Il en résulte des expressions
simplifiées des équations précédentes.
4.4 Matrice de rigidité élémentaire
441 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments Q4y
On reprend les expressions des matrices de rigidité données au [§4.4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace H ; par Hmf , H , par H, et H , par H . On notera
que dans [R3.07.03] les résultats étaient présentés sans terme de couplage membrane cisaillement
transverse ou flexion cisaillement transverse. On les rajoute ici.
4.4.2 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKQ

On reprend les expressions des matrices de rlgldlte données au [§4 4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace Hmf par H , Hf par H . Puisque la relation 7=0 est

satisfaite les couplages membrane cisaillement transverse ou erX|on cisaillement transverse sont
inexistants.

Remarque :
L'excentrement introduisant un couplage membrane-flexion, il peut apparaitre une incompatibilité
entre les espaces d'approximations. Cela est di au fait que les « contributions de membrane
pure » sont constantes par élément et elles sont issues de [I'approximation linéaire des
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translations tandis que les « contributions de membrane liées a I'excentrement » sont linéaires

par élément et elles sont issues de I'approximation des rotations.
Pour éviter cette incompatibilité, on utilise une méthode d'approximation mixte pour calculer le
terme de couplage. Pour ce faire on fait une distinction entre le terme de couplage contribuant a

la membrane """ et le terme de couplage contribuant a la flexion '™ . Dans le cas le plus
simple de plaque homogéne excentré, on a :

N=H e+dH K"
1 m
— 2 rot
M =dH ,e+(H ;+d"H, )k"
T=H .y
Pour éviter Iincompatibilité, on discrétise "™ dans le méme espace d'approximation que e
tandis que k™' est discrétisé de maniére classique.

4.4.3 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ
Ona:
oW, = de(H, e+H, x+H y—H_ H,'T)+ox(H, e+Hk+H, y—H H_'T)+3 TH,'TdS=
fée([l—im—HmyH;‘ H} Je+[H, —H H_'H'{]x)+ox([H', —H, H, 'H] JedS
+f [H—H H _ H'{]k)+3TH _ Tds

Soit encore :

T
W= de(H, et Hprc)+ox(H', o+ Hyx+0TH T dS

ou:
" -1 4T
Hm_Hm_HmyHct Hmy
T
"oy =1 ryé
Hmf_Hmf_HmyHct ny
T
s o -l s
CHy=H,—H 'y H H', (66
Dou :

"

— TpT '’ TpT TpTlyg''T Tl
oW, = f(6UmBmHmBmUm+6UmBmHmefo+6UfoHmf B,U,+6U,;B,H B, U,

int
+da’ Bl,H_'B_,U 4+ UyB H, B, a+dUB,H,'B U ;

ToT —1 T T —1
+6U, B, H_'B U, +6U,; B H_ B, U )dS

=sU;([ B,H",B,ds|U,+oU}([ B/H" B ds|U,
+Ul(f BIH", B, dS)U,+sU[[ B_,T.H”Qmeds)Um
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+oc([ B/ H,'B,dS|a+da’([ B[ H,'B,dS|U
+3U, " ([ B],H,'B,,dS)a+dU] ([ Bl H.'B,dS|U,

([ B, BcﬁdS)Um+6U (f B/, H,'B, ds)
+3U([, Bl H,'B,d8|U,
+6U§1(chTmH;BCﬁdS)U +dU7( fB H'B_dS)U,

+da

—5UTK U +5U§Kfo+5UTK U, +5UTK U +5aTK a+6UTK Lo+éa’ K! U

avec :

ds

cm ]

Km:f [B;H'rr’zBm-l-B:m [_[c_‘t1 B

On sait aussi que U ;= (Uﬂ;, o) dou il résulte que :

_ T
K “—foﬁHfBﬂ}dS
K K
K, = {“ /121 avec: |Kjpn= fB H; BfadS
Kflz Ky
=B H .B_dS
_foa 72 fa
T
‘ m}‘ll J'B Hme ds
K =K . K . avec :
mf mf 11 mf 12 T
K= jB H, B ,dS
T
Kfm Kmf

Utilisant le fait que a=PF,U ,+P U, = onen déduitque :

_ T ' T ' T ' T !
oW =0U L K, U, +0U"y K U y+0UL K, U y+3U KK, U,

int
ou :
K =K "‘PT(Kfzz"'K )P, + (Kmf12+Kma)P +PT(Kmf12+Kr]r:a)
K=K\ +K y+PL(K 1o +K )P p+(K ;1,+ K ) Pyt P K+ K, )

K’mf:Kmfll+Kmﬁ+(Kn1f12+Kma)P +PT <K/];12+K;0!)+P;(Kf22+K““)P'B
o 'T
Kfm_Kmf
Ceci s’écrit encore :
WE=(0U,,, 0U 4 K| U
U‘fﬁ

K, K,
o K= m{2Nx2N] mNSNT st la matrice de rigidité élémentaire pour un élément de

T
Kmf‘[3N><2N} K(/’[3N><3N}
plaque excentré DST.
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4.5 Matrice de masse élémentaire

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle

suivante :
d+hl2

owe = [ [ puodudzds
d—hl2 S

= [ p,litdu+vov+ivow)+(p, +dp, )(i0B +9 OB +J ou+p ov)dS+
S

| (py+2dp,+dp,)(B,08,+P,0p,)dS

S
b
+h/2 +hl2 +h/2
_ _ _ 2
avec p,= f pdz.,p,.= f pzdz, et p,= f pz-dz .
—hl2 S —hl2 S =2

Remarque :
‘ Si la plaque est homogene ou symétrique par rapport a son feuillet moyen alors p m_/:0 .

4.5.1 Matrice de masse élémentaire classique

4.51.1 Elément Q4gamma

La discrétisation du déplacement pour cet élément isoparamétrique est :

Uy

N Vi
u=) N, |w, [}k=1,....N
- ﬂxk

B o

La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de
translation et de rotation, a alors pour expression :

M, 0O 0 M, 0

0o M, 0 0 M,
M=l 0 0 M, 0 0
M,, 0 0 M, 0

o M, 0 0 M,

avec . Mm:f pmNTNdS
S
MW.:!; (p,y+dp,)N' N dS

Mf:_£ (pf+2dpmf+d2pm)NTNdS
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ou : NZ(Nllrlk) .

Pour la suite, on pose p;nfzpmf+dpm et p}:pf-i- 2dp,,,+ dzpm :

4.5.1.2 Eléments du type DKT, DST

Comme :
w N W, 2N 0
BEX N pult 2 |Puléin)|oy
A, k=1 ﬂyk k=N+1 Pyk(f:ﬂ)
ou: a=P U, +P U,
on en déduit que :
Uy
w N 0 0 N,(&,n) 0 0 v,
Belm 2 | Nel&in) Newl€n) N (in) Niol&n) Ny (&) || we
By THNLE ) Ny(En) Ny (En) Ny(én) Ny (&) By
B

La matrice de masse a alors pour expression :

M M,
m mf
Mfm Mf
La partie membrane Mm de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme

M=

ligne et p iéme colonne ) suivants :

NN, 0 . [N.N,_+N_N, NN, +N, N
P p p mf pxu u-'p 294 kyu”" p

0 NkNp NkZ\JPW—FN',OWN]7 Nkprv—l-Nkyva
+ p’f kxu pr1t+N/g/1tN pvu N/cxuN va+N/\j/uprv)

A prukav+ pruNkyv Nlcvava+ Nkyv prv

La partie flexion Mf se compose des blocs kp ( k iéme ligne et p iéme colonne ) suivants :

X N kxw

N k N P 0 0 N/ccw N pxw +N kyw N pyw N pxy +N kyw N pvy
p m 0 0 0 + P f N kxx N pxw +N kyx N pyw N foxx N pxx+ N kyx N pyx N Jocx N pxy +N kyx N pyy
0 0 0

NN TN, N NN ot N N oo Ny NN, N

pyw kxy

N fxw N pxx +N kyw N Dy

pxw

La partie couplage entre la membrane et la flexion M,’nf se compose des blocs kp ( k ieme ligne et

p iéme colonne) suivants :
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p'f Nkprw Nkpr:c Nkpry +
m
N k N pyw N k N pyx N k N pwy
N,WN +NyN,w NyN, +N N N N _+N_ N )
pxw PYW u XX pyx foxu ™ " pxy pyy
N v N pxw Nkyv N pyw N v N + N N N N + N kyv N Py

La partie couplage entre la flexion et la membrane M

/n S€ compose des blocs kp ( kiéme ligne et

p iéme colonne) suivants :

N/cxw N N kyw N N/c,xu Npru+Nla w* ' pyu N/c,xu N +N pr

pm}‘ Nan Nker +pf Nkupru_'—Nk)pr}u N N +Nk}\Np}v
N, N N N N,. N +N N N/Q,N —I—N N ,

Xy pxu pyu Xy pyv

4.5.2 Matrice de masse élémentaire améliorée

Comme la fleche d’'une plaque en flexion uniquement peut difficilement étre représentée par une
approximation linéaire, on peut enrichir les fonctions de forme pour les termes de flexion. Cette
approche est utilisée dans Code_Aster pour les éléments du type DKT, DST et Q4G ou les fonctions de

forme utilisées dans le calcul de la matrice de masse de flexion sont d’ordre 3. L’interpolation pour w
s’écrit ainsi :

N
w :ZN3(k-l)+l Enw, + N3(k-l)+2 &, n)W,Ek + N3 (Eﬂn)w,nk
=1

4.5.2.1 Eléments du type DKT

On sait que dans I'approximation de Love-Kirchhoff on a Bx=—w,x et ByZ—w,y en tout point de
I'élément.
Du fait de la discrétisation énoncée ci-dessus on a :

N
Z 3(k—1)+1 (¢ ”)Wk+(‘]11NS(k—1)+2(§’77)+J21N3(k—1)+3(§”7))w,xk+

k=1
(J12N3(k71)+2(9r"7>+J22N3(k71)+3(f,’7))w
puisque :
W |— Jiu || a
W ok Jo I W sk
Ceci s’écrit encore :
N
w Z’ZN3(1( 1+1<5 ’7)Wk+N +2(f n) B u*Ny 3 (k- 1+3(5 ”)ﬁ
k=1
N
Z e ()Wt Ny (& ﬂ)ﬁxk"'Nkwy(f ’7),3
ou:
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N;(k—1)+1(§”7):N3(k—1)+1(5;77)
N3(k*1)+2(§’ 77)=_J11N3(k—1)+2<§’ ’7)_J21N3(k71)+3(§, 77) )

'

N3(k—1)+3(§"7):_J12N3(k—1)+2(f"7)_J22N3(k_1)+3(5,’7)

Ainsi :
Uy
wl W 0 0 N (1) NpwlEon) N (En)l] v,
BofF 2 | Nia(Eon) Ni(&on) N (&n) Nil&on) Ny (Eon) || w,
By TN (En) N (Em) Ny (Eon) N (Eon) N (En) || By

ﬁyk
En ne tenant pas compte des effets d'inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

:Mm Mmf

M, M

M
!

La partie membrane A, de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme
ligne et p iéme colonne ) suivants :

m(NkNp 0 s NN, +N.N, Nkprv+NkyuNp)

0 NN, NN pu* NN, NN, +N N,
kaupru+Nkyu pru ka N +Nkyu prv)

pyv

'

Py

u*" pxv

prukav+prung/v kavaxv+Nkyvayv

La partie membrane-flexion M;nf. se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne )
suivants : '

Nk prw
N,N »

Nk prx Nk pry

Nkprx Nk pr

N N, ,tN, N NN it N N e N Nt N

pXw yu™" pyw kxu ™" pxy kyu N Py
Ny N —I—N,WVNW N,ﬂwprx+NkyvN Ny N —I—N,Wvayy
La partie flexion-membrane an

, se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p iéme colonne )
suivants :

Pmf

VW

+pf

w

pxw pyx pxXy

, N fxw N P N/(yw N )4 ) N foew N pxu + N/cyw N pyu N/ocw N pxv + Nkyw N pyv
pmf kapr NA];,er +'0f N/ocprxu

+N kyx N pyu N foex N va+ N kyx N v
NkWNp Nknyp N/of,v pru+NkW Np,vu Nk’q"prv+N N

kyy ™" pyv

Le terme Mf de flexion est composé des blocs kp ( k ieme ligne et p iéme colonne ) suivants :
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Nkww prw Nkww prx Nkww pry

Pu| Nigx N e N N Ny N +

x Y pwx pwy

NkWyNPWW Nkw,vawx Nkwprwy
, kawprw-'-ngszpyw kawprx+Nkwapyx kawpry+Nkwapyy
pf kax prw+Nkyx prw kax prx+Nknypyx kaprxy+Nkyx pry
kaprxw+NknypyW kay prx+Nknypyx kaprxy+Nkyy pry

4.5.2.2 Eléments du type DST

On sait que pour ces éléments on a B, =y, - W, et B, =y, - W ou la distorsion y est
constante sur I'élément.

Comme :

N
Z 3(k—1)+1 (¢, ”)Wk+(J11N3(k—l)+2(§’7//)+J21N3(k—1)+3(f)’7))w,xk+

k=1
(J12N3(k71)+2(9r"7>+J22N3(k71)+3(f”7))w e
on peut aussi écrire :
N ' ’ ’
w "’l; N3(k71)+1(§’n)wk+N3(k71)+2(€z’n>ﬂxk+N3(k71)+3(§’n)lByk
HI T+ 107, EN 3 Em) (T 74T 50 7,) EN 5 (&)
ou:
Ny3(kf1)+1(‘f n)= Nii- 1+1(5 n)
Nl3(k71)+ (&)= S N30-1)s 2<§”7)_‘]21N3(k71)+3(é’;7)
N;(k—1)+3(é ’7) J12N3( 1)+2 (f:ﬂ)_J22N3(k_1)+3(<f,’7)
N
EN g (Em)= 20 Ny (€0n)
k;l
N, 3(k—1)12 (¢m :ZN.’,k 1+2(€r n)
k;l
ZN 513 (&7 :kZlN3k 1)43 (&.n)
u, wi u, Wi
vy ﬁxl Vi ﬁxl
"sl=y  [(B._+B_P )| : |+(B +B P)ﬁ-y1 =7 | : |+7 ¢4
7, o] em Peat ml| BT Peat p W yu| w W
N N
Uy Bon Uy Bn
VN ﬂyN VN :ByN
On obtient alors l'interpolation pour w :
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N
w= z Ns(k—1)+1(§’ 77)”1(+N5(k—1)+2(5, 7])"/{*‘
k=1
N
kZ: Ns(k—1)+3(5’ n)wk—i_NS(k—1)+4(§’n)ﬁxk+N5(k—l)+5(f’ W)ﬂyk
=1
ou:

Nogonai(Eon) o (T (12(k=1)+ 1)+J |, T (22(k=1)+1)) INy ;1,0 (E0n)
+ (I T, (L2(k=1)+1)+J , T (2,2(k=1)+1)) 2N, ) 5(En)

Ninal &) ¢ (T, (12(k=1)+2)+J |, T (22(k—1)+2)) 2N, ,,(&.7)
+ (J21Tyu(1,2(k—1)+2)+J22TW(2,2(/€—1)+2))2N3(j_1>+3(f,77)

Nsi-nasl&om) & Nyt (E011)
(i T (13(k=1)+ 1)+, T, (23(k=1)+1)) ZN, o (&)
(Jo1 T (L3 (A =1)41)+J T (2,3(k=1)+1))EN, ) 5(E7)
N'S’(k—1)+4(5”7) 6 N3(k_1)+2(§”7)
(i Ty (13 (k=142 7, T, (23(k=1)42)) ZN, (&)
(Jor T (1,3 (k= 1)42)+J 5, T, (2,3(k=1)+2)) EN(; 1),5(En)

[0

NVS'(k—l)+5(é"7) NV3(k—1)+3(@’7)
(1L3(k=1)+3)+J,, T, (2,3(k=1)+3))ZN,(; ),,(En)

+ (I T, (13 (k=1)+3)+J, T, (2,3(k=1)+3)) ZNy ., ),5(E0n)

Ceci peut encore s’écrire de la maniere suivante :

Uy
w N Nm( n Nkwv(é:Jn) Nkww(é: n) Nkwx( ) Nkw(f,’? Vi
ﬂx :kz—:l kau(é kav(fyn) Nm(f,]’]) kax(é ’7) kay(f’r/) Wk
ﬂy - Nkyu(f,ﬂ) Nkyy(éj)n) Nkyw(f,ﬂ) Nkyx(é’”) Nkyy(f’n) ﬁxk
ﬂyk
La matrice de masse a ainsi la forme suivante :
M= ;n M;11f
M M,

La partie membrane M de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs 4p ( k iéme
ligne et p iéme colonne ) suivants :
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P NkNp+Nkwupru Nkwuprv +p;nf Nkpru+kauNp Nkprv+NkyuNp
Nkvapwu NkNp—i_Nkvapwv V Nkpru+Nlcchp Nkprv—’_Nkyva
+p,f N/ocu pru + Nkyu pru kau prv + Nkyu prv )
. pru N/ocv+ pru Nkyv kav prv + Nkyv prv

La partie membrane-flexion M”m,. se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne )

suivants :
N kwu N pww Nkwu N pwx Nkwu N Yy |+ ,0’ » N k N pxw Nk N pxx Nk N pxy
m m
N kwy N PWW N kwv N WX N kwv N pwy N k N pyw Nk N pyx N k N Py
+ p } kau N pXw +N kyu N pyw N kxu N pxx + Nkyu N pyx kau N pxy + Nkyu N pyy
Nlcw N pXw Nkyv N pyw N kxv N pxx + Nkyv N pyx kav N pxy +N kyv N pwy

La partie flexion-membrane Mfm se compose des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne )

suivants :
N kww N pwiu Nkww N pwy , Nkrw N p Nkyw N p
pm Nkwapwu Nkwapwv +plﬂf' kapr Nknyp
N kwy pru Nkwy prv kay NP Nkyy NP
) N kxw N pxu+N kyw N pvu N kxw N va+N kyw N pwv
+pf Nlocx N pxu+ Nkyx N pvu Nlocx prv+ Nkyx prv

N kxy N pxu+ N kyy N pyu N kxy N va+ N kyy N pyv

Le terme M}, de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne ) suivants :

Nkww N pWW Nkww N pwx Nkww N pwy
P m N kwx N pww N kwx N pwX N kwx N pwy +
Nkwy N pww Nkwy N pwx Nkwy N pwy
, N kxw N pxw +N kwa pyw N kxw N pxx+ Nkyw N pyx N fxw N pxy +N kyw N Py
p S N/ocx prw + Nkyx N pyw Nl(;xx prx +N kyx N pyx kax pry + Nkyx pry
N hoy N pxw+ N kny pyw kay prx+N kWN pyx N kxyN pxy+ N kwN Yy
4.5.2.3 Eléments du type Q4y
On procéde de la méme fagon que pour les éléments du type DST mais avec :
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ol : B, estla matrice établie au [§4.3.1].

On en déduit que :

k
wl v [0 0 N (En) N (En) N (En)||v,
B.l=D.10 o 0 N, (€n) 0 Wy
B,/ ““lo o 0 0 N, (€.n) [|Bu

Byk

La matrice de masse a ainsi la forme suivante :
M= M m 0

0 Mf

La partie membrane M de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kiéme
ligne et p iéme colonne ) suivants :

NN, 0

plﬂ
0 NN

p

Le terme Mf de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne ) suivants :

N kww N pww Nkww N pwx Nkww N pwy , 0 0 0
Pm Nkwapww Nkwx prx Nkwapw{v + pf 0 Nk Np 0
N kwy N pww Nkwy N pwx N kwy N pwy 0 0 Nk N P

4.5.2.4 Remarque
On néglige dans l'expression de la matrice de masse élémentaire sans excentrement les termes
d’inertie de rotation ! pf(BxS Bx+ By6 By)dS car ces derniers sont négligeables par rapport aux

autres. En effet un facteur multiplicatif de h?/12 les lie aux autres termes et ils deviennent
négligeables pour un rapport épaisseur sur longueur caractéristique inférieur a 1/10. Lorsque
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5 R R
'excentrement est introduit, ces termes de la forme .[ (pf+2d pmf+d pm)( Bx6 Bx+By6 By)dS
S

ne sont plus négligeables et sont introduits dans I'expression de la matrice de masse.

Mise en ceuvre et post-traitements

5.1

L’excentrement est introduit par le mot-clé facultatif EXCENTREMENT au niveau de AFFE_CARA_ELEM
de la méme maniére que I'épaisseur selon les modalités définies en introduction. Quand ce mot-clé
n’est pas présent I'excentrement vaut zéro par défaut.

Application des efforts et couples

Tous les calculs sont faits dans le repére d’épure (plan du maillage). Si on définit des forces ou des
couples par rapport a un autre repére, l'utilisateur devra faire pour FORCE_ARETE et FORCE_NODALE
les transformations nécessaires pour se ramener au repere de maillage. Pour FORCE_COQUE
I'utilisateur pourra préciser le plan d’application des efforts et la conversion vers le repére de calcul
sera automatique.

On introduit ainsi dans AFFE_CHAR_MECA la notion de plan d’application des efforts par le mot-clé
PLAN sous FORCE_COQUE. Ce plan d’application est différent du plan de référence ou plan d’épure
sur lequel s’appuie le maillage. Pour ce mot-clé on définira les quatre possibilités suivantes
d’application des forces :” INF’/ ‘MOY’ ‘SUP’ ‘MAIL’ . ‘INF’ ‘MOY’ et ‘SuUP’ signifient que
I'on applique les efforts en peau inférieure, moyenne et supérieure de plaque respectivement. ‘MATL’
signifie que I'on applique les efforts au niveau du plan de référence ou plan du maillage. Par défaut
les efforts seront appliqués sur le plan du maillage de la plaque. Sont concernés les efforts de type
FORCE_COQUE du TE0032.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont aplliqués sur *MOY’ on utilise la
simple relation de passage :

Cx:Cx_dfy
c,=c,+df ,

pour ramener les efforts et les couples dans le repére du maillage ou on fait les calculs.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur *SuUP’ on utilise la
simple relation de passage :

c;zcx—(d+h/2)fy
c;,zc),,+(d+h/2)fx

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur *INE’ on utilise la

simple relation de passage :
c .= cx—(d—h/Z)fy

c,=c,+(d=hl2) [,

Si les efforts sont donnés dans le repéere global de I'élément , on utilise des relations de passage du
type : ¢ =c+(d+sh/2)n/\f ou ¢ est défini par rapport au repére ’ INF’ *MOY’ ‘SUP’ avec
¢ €égal a -1, 0 et 1, respectivement. Lorsqu’il n'y a pas d’excentrement, la formule précédente se
réduita ¢ =c+eh/2nAf .

Remarque :

Pour les chargements de type FORCE_ARETE ou FORCE_NODALE les efforts et couples ne
peuvent étre exprimés que par rapport au repere du maillage. Si l'utilisateur ne les connait
que par rapport au feuillet moyen de la plaque, il devra effectuer le changement de repere
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lui-méme pour avoir I'expression des efforts et des couples par rapport a la surface de
maillage. La relation & utiliser est c=c+dn A f ou d est la distance entre le plan de
calcul et le plan de chargement orientée par la normale a la coque. Il est évident que
l'utilisateur a intérét a ce que le plan de chargement soit le plan du maillage, mais il n’est pas
toujours possible de faire coincider ces deux plans comme on peut le voir sur la partie
gauche de la Figure 2.1-a.

5.2 Application des conditions aux limites en déplacement

Pour les conditions aux limites de type déplacement I'utilisateur devra faire attention au fait qu’elles
ne peuvent s’appliquer que sur le repére de maillage. Les relations de passage par rapport a des
conditions données sur le feuillet moyen sont les suivantes :

0, f.:e

re, moy

=u__—0 Adn

u ref moy moy

5.3 Post-traitements

Pour les post-traitements, les résultats par défaut de type efforts généralisés sont donnés dans le
repére correspondant au plan d’épure. Pour les avoir dans les autres repéres, il faudra que l'utilisateur
indique le plan de post-traitement et les changements de repéres seront automatiques.

Pour le post-traitement des efforts généralisés, on pourra les calculer dans le feuillet moyen de la
coque via la commande POST CHAMP / COQUE EXCENT.
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Validation statique et modale

6.2

6.3

Validation initiale

La premiére partie de la validation consiste a tester une plaque simple soumise a des forces et
couples et dont le plan de maillage ne coincide pas avec le plan du feuillet moyen sur lequel sont
appliqués les efforts. Pour la plaque soumise a des forces et des couples, les résultats avec et sans
excentrement doivent tenir compte du changement de repére pour les couples comme indiqué ci-
dessous.

Les déplacements sont liés de la maniére suivante pour un point situé a une hauteur z par rapport au
feuillet moyen :
u=u, +0

moy

moy NN =1, +0, Az +d ) n
ce qui s’écrit encore :
0 = Gl,ef

moy

u, =u, +0, .Adn
)% ref ref

ce qui nous permet d’établir les relations de passage entre les déplacements par rapport au feuillet
moyen et ceux par rapport au plan de référence.

Pour les efforts généralisés, dans les deux cas de figure précédents, on a les mémes résultats sur les
feuillets moyen, inférieur et supérieur de plaque.

Cas-test SSLS111 : excentrement pour des plaques simples

Il s’agit d’'un calcul en flexion d’'un bicouche constitué de deux matériaux isotropes différents. On
étudie le couplage membrane-flexion. Le calcul de référence est celui d’'un bicouche défini par
DEFI_COMPOSITE composé des deux matériaux isotropes différents ( non symétrie suivant z).
L’autre modélisation est composée de deux plaques excentrées par rapport a la fibre moyenne de la
plaque utilisée avec DEFI_COMPOSITE . Les résultats, identiques d’'une modélisation a l'autre, sont
donnés en terme de déplacements et d’efforts généralisés. De plus on effectue sur la géométrie de ce
test une analyse modale pour les deux modélisations : les fréquences propres trouvées sont
identiques.

Cas-test SSLS112 : excentrement pour des plaques composites

Il s’agit d’'un calcul en flexion d’un quadricouche présentant une non-symétrie matérielle par rapport a
son plan moyen. Le calcul de référence utilise un quadricouches défini par DEFI_COMPOSITE.
L’autre modélisation utilise deux bicouches définis par DEFI_COMPOSITE mais excentrés par rapport
a la fibore moyenne du quadricouche. Les résultats, identiques d’'une modélisation a l'autre, sont
donnés en terme de déplacements.
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Conclusion

Les éléments finis de plague que nous décrivons ici sont utilisés dans les calculs de structures minces
¢élancées dont le rapport épaisseur sur longueur caractéristique est inférieur a 1/10 . Le feuillet
moyen de ces structures ne coincide pas avec le plan du maillage (plan d’épure). L'excentrement
correspond donc a la distance du feuillet moyen par rapport au feuillet d’épure. Un excentrement d
positif signifie que la surface moyenne de la plaque est a une distance ¢ n de I'élément de plaque
maillé, la direction n étant donnée par la normale a I'élément.

Les valeurs de déplacements et d’efforts généralisés obtenus sont donnés par défaut dans le repére
du maillage. Pour les efforts généralisés, on peut cependant définir un repére de post-traitement -
repére associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure. De la méme maniére, les efforts
appliqués sont considérés comme étant donné par défaut dans le repére d’épure. Dans le cas de
FORCE_COQUE, on peut cependant préciser un repére d’application des efforts et couples - repére
associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure.

Des éléments équivalents ne sont pas disponibles en thermique ; les chainages thermo-mécaniques
ne sont donc pas disponibles pour les éléments de plaques excentrés.
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Annexe 1 Facteurs de correction de cisaillement transverse
pour des plaques orthotropes ou stratifiées
excentrées

La matrice /1 est définie de sorte que la densité surfacique d’énergie de cisaillement transverse obtenue

dans le cas de la distribution tridimensionnelle des contraintes issues de la résolution de I'équilibre soit égale a
celle du modéle de plaque basé sur les hypothéses de Reissner, pour un comportement en flexion simple. On

doit ainsi trouver /1 telle que :

+h/2 +hi2

~ [ <} —Loraoir=Ly g oy avec 7=(7%| et 7= [ vwdz=H

T gT_2 ct _2y ety - Taz=Huy -

—hi2 0, —hi2

Pour obtenir /1 on utilise la distribution de T suivant z obtenue & partir de la résolution des équations

d’équilibre 3D sans couples extérieurs :

o_=- f (0, ,t0 oy )d T, 'S, f Lt U‘y)dg avec 0,.=0,=0 pour z=+h/2.
—hl2 ~hl2

Dans le cas ou il n’y a pas de couplage membrane flexion (symétrie par rapport a z=0 ), les contraintes dans

le plan de I'élément o __, 0, 0 ont pour expression dans le cas d'un comportement de flexion pure :

xx2 oy Yoxy

o=zA(z)M avec A(Z):H<Z>H;-l :

Si H|z| et H_/» ne dépendent pas de x et y on peut déterminer / . En effet :

Mxx,x_Mxy,y
T M +M M_—M
(2)=Dy(2)T+D,(2)N ou T=| x|V ws T wr | g a=| Mo ™My
Ty Mxy,x+Myy,y wLx
XX,y
ainsi que :
z
:_f z| A+ Ay At A dz
w2 2\ Ayt A,y Ayt Ay,
z
Dz—_f |4y~ Ay A=Ay, 2A, 244 dz
—/1/22 Azl_Azs A33_A22 2A32 2A21
+hl2
= [ D/H'D dz;
e —hl2
+ hl2
T\[C;y Cph|[T i
Il en résulte que f tH 11:—(?\) lTl 12 avec : C12: f DlTH;DZdZ;
2 C, Cy —hi2
+h!2
T yy—1
C,= [ DIH,'D,d:
~hl2
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+h/2 1
Comme par ailleurs — f tH;l t:ETH;I T on propose de prendre Hct:CI_l1 pour satisfaire au mieux
—hi/2

les deux équations quels que soient 7" et )\ .

+hl2

En comparant Hct ainsi calculée avec I:Ict: _f Hgdz on fait apparaitre les coefficients de correction de
—hl2

. . 11, 711 12, 712
cisaillement transverse suivant : k,=H /Hct,k12 H, /ch:

224 7522

Hct /Hct )

Pour une plaque homogéne, isotrope ou anisotrope, on trouve ainsi : Hct =kh Hg avec k=5/6.
Remarques :

|Cette méthode n’est valide que lorsque la plaque composite est symétrique par rapport & z=0.

e Pour un matériau multicouche , on établit que :

N h i—1
C“:Z‘T h,h, Al—=z2AT)H Z h,h,A —52 A+

= p=1 p=1
1 .
Sr(za—z AT H thhpAp—Ez A,) Zh h, AT—— Z AT JH'A ]

1 s _
+@(Zi+1_zi)Ai Hg A,

11+A33 Al3+A32

A _1 A, repré i
ol - h[—Z[+1_Zi’hi_§(Zi+1+Zi) et A, représente la matrice A oA A 44
31 23 22 33

pour

la couche i.

ey s . -1 n ., L. , . .
e Lavalidité du choix H =C,; peut étre examinée a posteriori lorsque I'on a une estimation de

la solution (champs de déplacements et de contraintes planes, notamment). On peut alors
estimer I'écart entre les deux estimations sur I'énergie. Une démarche de calcul en deux étapes

pour les plaques et coques multicouches (avec Hct diagonale et deux coefficients k, et k,)a
d’ailleurs été développée par Noor et Burton [bib10] [bib11].

e Dans le cas d’'une plaque homogéne isotrope ou anisotrope I'égalité entre les deux énergies est
satisfaite au sens strict puisque D, =0 . Le choix fait ci-dessus est alors valide et aucun examen
a posteriori n'est nécessaire.
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Annexe 2 Calcul de contrainte de cisaillement

On explicite ici le terme d]iel(z) qui permet de calculer la contrainte et la déformation de cisaillement en
présence d'excentrement.

En effet, d'aprés la documentation R3.07.03, les relations contraintes de cisaillement — efforts tranchants sont :
0.=T dliel(z) 0,.=T *dliel (z)

Dans les cas classiques sans excentrement, ona : dliel (z)=3/2h*(1—4z*/h*).
Dans des cas plus généraux (en présence de I'excentrement par exemple) d]iel(z) doit étre modifié. Pour
approximer correctement la contrainte de cisaillement, on fait le choix de postuler une forme quadratique
générale pour dliel (Z): axz’+bxz+c tel que les conditions suivantes soient respectées :
hi2
- f dliel (z+d )dz=1 relation effort tranchant-contraintes
—hl2

- dliel (z+d=—h/2)=0,dliel (z+d=h/2)=0 condition de bords libres
Soit avec un excentrement de d , les coefficients de dliel (z) sont :

a=—6/quotient , b=(6%(zmin+zmax))/ quotient , b=(6%zmin*zmax)/quotient

. 2 . .2 . .
quotient = (Zmax3 —3% zmax” *zmin+ 3 * zmax* zmin —me3) zmin=—h/2+d , zmax=h/2+d

Manuel de référence Fascicule r3.07: Eléments mécaniques a surface moyenne

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htm|)



	1 Introduction
	2 Formulation
	2.1 Géométrie
	2.2 Cinématique
	2.3 Loi de comportement

	3 Principe des travaux virtuels
	3.1 Travail de déformation
	3.1.1 Expression des efforts résultants
	3.1.2 Relation efforts résultants déformations généralisées
	3.1.3 Énergie interne élastique de plaque
	3.1.4 Remarque

	3.2 Travail des forces et couples extérieurs
	3.3 Principe du travail virtuel et équations d’équilibre

	4 Discrétisation numérique de la formulation variationnelle issue du principe du travail virtuel
	4.1 Introduction
	4.2 Discrétisation du champ de déplacement
	4.3 Prise en compte de la distorsion transverse
	4.3.1 Pour les éléments Q4
	4.3.2 Pour les éléments du type DKT,DST,DKQ,DSQ

	4.4 Matrice de rigidité élémentaire
	4.4.1 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments Q4
	4.4.2 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKQ
	4.4.3 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ

	4.5 Matrice de masse élémentaire
	4.5.1 Matrice de masse élémentaire classique
	4.5.1.1 Élément Q4gamma
	4.5.1.2 Éléments du type DKT, DST

	4.5.2 Matrice de masse élémentaire améliorée
	4.5.2.1 Éléments du type DKT
	4.5.2.2 Éléments du type DST
	4.5.2.3 Éléments du type Q4g
	4.5.2.4 Remarque



	5 Mise en œuvre et post-traitements
	5.1 Application des efforts et couples
	5.2 Application des conditions aux limites en déplacement
	5.3 Post-traitements

	6 Validation statique et modale
	6.1 Validation initiale
	6.2 Cas-test SSLS111 : excentrement pour des plaques simples
	6.3 Cas-test SSLS112 : excentrement pour des plaques composites

	7 Conclusion
	8 Références bibliographiques
	9 Description des versions du document
	Annexe 1 Facteurs de correction de cisaillement transverse pour des plaques orthotropes ou stratifiées excentrées
	Annexe 2 Calcul de contrainte de cisaillement


