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Méthode LAC – Local Average Contact

Résumé :

Ce document décrit la manière de traiter le contact entre solides (2D ou 3D) en grandes transformations par
une méthode de type « mortar ». La formulation est très précise pour les pressions de contact obtenues, en
particulier lorsque les maillages ne sont pas coïncidents ou que les surfaces sont courbes.

Cette formulation est disponible dans la commande DEFI_CONTACT sous le nom ALGO_CONT='LAC'.
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 1 Introduction

La méthode des éléments finis est actuellement massivement utilisée en mécanique numérique pour simuler les
problèmes de contact unilatéral entre deux objets déformables. Ce sont des problèmes possédant une condition
aux  limites  non  linéaire,  à  savoir  respecter  une  condition  de  non  interpénétration  pour  le  champ  de
déplacement, une condition de signe pour la pression normale sur la zone de contact  et une condition de
complémentarité entre ces deux champs. Dans le cas général, de tels problèmes amènent à la gestion de
maillages incompatibles (i.e. dont les nœuds des zones de contact des objets considérés sont non coïncidents).

Les méthodes les plus utilisées sont basées sur des algorithmes de type nœud-segment en 2D  et de type
nœud-facette  en  3 D  (dans  code_aster,  il  s'agit  des  formulations  DISCRETE et  CONTINUE en  mode
INTEGRATION='NOEUD'). Ces méthodes sont connues pour échouer aux patchs tests dans le cas général des
maillages incompatibles et pour mener à des analyses mathématiques sous optimales. D’autre part, le milieu
académique a été très productif dans ce domaine ces quinze dernières années. Les méthodes les plus abouties
sont les méthodes mortar adaptées au contac. 

Ces méthodes consistent à utiliser une simple projection L2
 sur un espace joint, i.e., espace d’éléments finis

définis entre les deux objets. Les différents choix d’espaces joints engendrent toute une famille de méthodes de
type  mortar.  Cependant  ces  méthodes  possèdent  d’importants  désavantages  lorsque  l’on  considère  leur
implémentation de manière générique dans un code industriel.

La méthode que l'on propose ici donne des résultats numériques et mathématiques d’aussi bonne qualité que
ceux obtenus par les méthodes mortar tout en gardant les aspects (localité, définition analytique des espaces
joints, etc...) rendant l’implémentation dans code_aster plus aisée en préservant l’architecture actuelle du code

Pour ce faire, on va définir une condition de contact simple qui consiste à satisfaire les conditions de contact en
moyenne sur chaque macro-élément d’un macro-maillage défini de manière idoine (qu'il faudra préparer grâce à
l'option 'DECOUPE_LAC' de l'opérateur CREA_MAILLAGE).
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 2 Formulation théorique de la méthode
 2.1 Le problème de contact
 2.1.1 Formulation forte

Considérons le problème d'équilibre de deux solides en équilibre sur la figure 1 , notés par l'indice l=1,2  . 

 Title:uni3.eps
 Creator:GIMP PostScript file plugin V 1,
 CreationDate:Thu Nov 13 08:54:49 2014
 LanguageLevel:2

Figure 1: Solides en équilibre  

On cherche le  champ de déplacement  u=(u1,u2):Ω
1
×Ω

2
→ℝ

d
 ( d=2  ou  d=3 )  tel  que (1)-(8)  soient

satisfaites pour l=1,2  :

−divσ(ul)=f l  dans Ω
l

(1)

σ(ul)=A lε(u l)  dans Ωl
(2)

σ(ul)nl=F l  sur ΓN
l

(3)

ul=0  sur ΓD
l  (4)

[uN ]⩽0  sur ΓC (5)

σN⩽0  sur ΓC  (6)

σN [uN ]=0  sur ΓC (7)

σ τ=0  sur ΓC (8)

où [ vN ]=∑l=1

2
v l⋅nl  . 

Les équations (1) à (4) correspondent au problème mécanique considéré (pour simplifier, on se place dans le
cadre d’un problème d’élasticité linéaire) où A  est un tenseur de quatrième ordre elliptique, symétrique et à

composantes dans L∞  provenant de la loi de comportement associée au solide Ω
l
 avec condition de Dirichlet

sur le bord ΓD
l

 et condition de Neumann sur le bord Γ N
l

. À ces équations, on ajoute les conditions de contact
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sur ΓC , à savoir une condition de non interpénétration pour le saut de déplacement [uN ]  (5), une condition

de signe pour la pression normale σN  la zone de contact (6) et une condition de complémentarité entre ces
deux derniers champs (7). La dernière équation (8) vient du fait que l’on considère le contact sans frottement.

 2.1.2 Formulation faible

A partir des équations (1) à (8), on peut introduire une formulation faible du problème de contact sous la forme
de l’inéquation variationnelle suivante : 

Trouver u  tel que ∀ v∈K ,

∑l=1

2

∫Ωl Al ε(ul):ε(v l−ul)dΩ
l
⩾∑l=1

2

∫Ω l f l⋅(v l−ul)dΩ
l
+∫ΓN

l F l⋅(v l−ul)N dΓ
l
 

(9)

où  K⊂V  est  le  cône  convexe  des  déplacements  admissibles  ( K  contient  la  condition  de  non-
interpénétration). On utilise donc les espaces suivants : 

V l={v l∈(H
1
(Ω

l
))

d: v=0 sur ΓD
l
}  

V=V 1×V 2  

K={v∈V : [v N ]≤0  sur ΓC }  

(10)

On notera par la suite : 

a(u , v)=∑l=1

2

∫Ωl A lε(ul) :ε(v l)dΩ
l
 (11)

Et : 

l(v )=∑
l=1

2

∫
Ω

l f l⋅v ldΩ
l
+∫

ΓN
l F l⋅v l dΓ

l
 (12)

On introduit le problème mixte équivalent: 

Trouver u∈V  et λ∈M  tels que:

a(u , v )−b (λ , v )=l(v )    ∀ v∈V
 

b(μ−λ ,u )≥0    ∀μ∈M
 

(13)

Avec : 

b(μ , v )=∫ΓC

μ[ vN ]dΓ  (14)

Et : 

M={μ∈H−1/2
(ΓC) :∫ΓC

μΨd Γ≤0∀Ψ∈H−1 /2
(ΓC ) ,Ψ≥0}  (15)

Remarque : Les problèmes ( 9 ) et ( 13 ) sont bien posés. On a donc existence et unicité des solutions (u ,λ )
. De plus, les solutions u  du p roblème ( 13 ) et u  du p roblème ( 9 ) sont identiques. 

 2.2 Problèmes discrets
 2.2.1 Inéquation variationnelle discrète

On  considère  le  problème  de  contact  discret  du  point  de  vue  inéquation  variationnelle  (discrétisation  du
problème) : 
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Trouver uh
∈Kh

 tel que ∀ vh
∈K h

a(uh , vh
−uh)⩾l(vh

−uh
)  

(16)

où  K h
⊂V h

 est  le cône convexe des déplacements admissibles,  a  et  l  les formes bilinéaire et linéaire
définies précédemment.

Pour  définir  une  méthode,  on  doit  choisir  les  espaces  discrets  V l
h

 et  l’ensemble  Kh
.  Soit  T l

h
 une

triangulation régulière de Ω
l
⊂ℝ

d
, où d=2,3 . On définit alors : 

V l
h
={v l

h
∈(C (Ωl

))
d : v l

h |T∈Pk (T ) ,∀T∈T l
h , v l

h
=0  sur ΓD

l
}  (17)

où k=1,2 , V h
=V 1

h
×V 2

h
.

On se propose d’utiliser la condition de contact suivante : 

K h
= {vh∈V h :∫Tm [ vN

h
]dΓ≤0    ∀T m

∈TM }  (18)

où TM
 est un macro-maillage d’éléments T m

 à définir selon le choix de V h
.

Cette condition de contact s’inspire des méthodes de type mortar tout en conservant un aspect local. En effet, la
matrice de projection mortar  n’est  plus une matrice pleine car l’inverse de la matrice de base de l’espace

P0
(TM

)  est diagonale. Cette propriété nous assure que les matrices de projection mortar (produit matriciel

entre la matrice de base inverse de l’espace P0
(TM

)  et les matrices de couplage entre l’espace mortar et les
espaces d’approximation) sont locales. Cependant, on sait que la simple condition de type :

∫Th
∩ΓC

[ vN
h
] dΓ≤0  (19)

n’est pas stable pour tous les éléments couramment utilisés dans les études de l’ingénierie (notamment en 3D,
où seul l’hexaèdre à 27 nœuds est stable naturellement), et ne mène donc pas à des analyses mathématiques
optimales. Cependant, en élargissant légèrement le support d’intégration, selon les cas, on arrive à démontrer
des résultats de convergence optimale et de stabilité.

 2.2.2 Formulation mixte discrète

On introduit le problème mixte équivalent : 

Trouver uh∈V h
 et λh∈M h

 tel que

a(uh , v h
)−b (λh , vh

)=l(vh
)    ∀ vh

∈V h

 

b(μh
−λ

h ,uh
)≥0    ∀μh

∈M h

 

(20)

avec : 

M h
={μh

∈X 1
h: μh

≤0  sur ΓC }  (21)

Où : 

X1
h
={μ

h
∈L2

(ΓC) :μ
h |Tm∈P0

(Tm
) ,∀Tm

∈TM
}  (22)

On obtient donc une méthode « mortar P0
» qui sera automatiquement stabilisée par la définition du macro-

maillage TM
.

Remarque : La condition de contact  dans  K h
 étant  fixée,  l’espace des multiplicateurs de Lagrange sera

toujours  un  sous-espace  de  P0
(Tm

)  quel  que  soit  le  type  d’éléments  finis  utilisé  dans  l’espace

d’approximation des déplacements  V h
. On remarque donc que l’ordre de la condition de contact reste fixe
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pour tout espace d’approximation considéré (linéaire ou quadratique), seule la définition du macro-maillage
varie pour assurer les bonnes propriétés mathématiques de la méthode.

 2.3 Résultats mathématiques

Nous rappelons ici les principaux résultats mathématiques de la méthode LAC. L'hypothèse fondamentale de la
méthode définit la manière de construire le macro-maillage est l’hypothèse du degré de liberté interne :

Hypothèse du degré de liberté interne :

Pour tout macro-élément Tm
∈TM

, il existe un degré de liberté x i  de V 1
h

 tel que supp (ϕi)⊂T
m

, où φi  est

la fonction de base associée à x i .

Remarque : on note qu’il existe une taille minimale pour les macro-mailles permettant à la fois de satisfaire
l’hypothèse précédente et de garantir la localité de la méthode. On note aussi que le choix du maillage trace
utilisé pour définir le macro-maillage est libre; ici, on a choisi le maillage 1.

On peut maintenant rappeler les deux principaux résultats de convergence de la méthode LAC.

Théorème 1 : Soient  u  et  uh  les solutions des problèmes de contact continu et discret . On suppose que

u∈(H s
(Ω

1
))

d
×(H s

(Ω
2
))

d
 avec d=2 ,3  et 3/2<s≤2  ( 3/2≤s<5/2  si k=2 ). Si l’hypothèse du degré

de liberté interne est satisfaite, alors il existe une constante  C>0  indépendante de h1 ,  h2  (où h1  et  h2

sont les paramètres de discrétisation du solide 1  et du solide 2  respectivement) et u , telle que : 

‖u−uh‖1 ,Ω1 ,Ω2≤C(h1
s−1
+h2

s−1
)‖u‖s ,Ω1 ,Ω2  (23)

Théorème 2 : soient  (u ,λ )  et  (uh ,λh )  les solutions des problèmes de contact  continu et  discret  .  On

suppose  que  u∈(H s
(Ω

1
))

d
×(H s

(Ω
2
))

d
 avec  d=2,3  et  3/2<s≤2  ( 3/2<s≤5/2  si  k=2 ).  Si

l’hypothèse du DDL interne est satisfaite, alors il existe une constante C>0  indépendante de h1 , h2  et u ,
telle que : 

‖λ−λh‖1/2 ,∗,ΓC
+‖u−uh‖1 ,Ω1 ,Ω2≤C (h1

s−1+h2
s−1)‖u‖s ,Ω1 ,Ω2  (24)

où ‖.‖1/2,∗,ΓC
 est la norme duale de ‖.‖1/2 ,ΓC

.

Remarque : dans la suite de ce document on adoptera la convention suivante: on nommera surface esclave la
surface sur  laquelle  on aura défini  les macro-mailles,  c’est  à dire  la surface portant  les multiplicateurs de
Lagrange de contact dans le cas de la formulation mixte . La surface en vis-à-vis avec cette dernière sera la
surface maître.

 2.4 Formulation matricielle

On  considère  les  matrices  suivantes  CE
∈M e, k (ℝ) ,  CM

∈Mm,k (ℝ)  et  M LAC
∈M k(ℝ) ,  où  M i , j

correspond à l’espace des matrices rectangulaires de taille  i× j  et  M i=M i ,i  correspond à l’espace des

matrices carrés de taille i , définies par : 

Cij
E
=∫T j

(ϕN
E )idΓ  

Cij
M
=∫T j

(ϕN
M )idΓ  

M ij
LAC
=δij |T

i |  

(25)

où les T i
 sont les supports des fonctions de base de P0

(TM
) , les ϕN

E
 sont les produits de la normale avec

les fonctions de base associées à la surface esclave et les  ϕN
M

 sont les produits de la normale avec les
fonctions de base associées à la surface maître.
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Soit U  le champ de déplacement et Λ  le multiplicateur de Lagrange, la formulation matricielle du problème
est la suivante : 

[
K NN KNM KNE 0

KMN KMM KME CM

K EN K EM K EE C E ]×[
U N

U M

U E

Λ
]=F  (26)

Avec les conditions suivantes : 

M LAC−1

(
tC EU E+

tCMU M)⩽0  dans ℝ
k

,

M LAC
Λ⩽0  dans ℝ

k
,

M LAC−1

(
tCEU E+

tCMU M)⋅M
LAC
Λ=0  dans ℝ .

(27)

En remarquant que M LAC
 est diagonale définie positive, on a équivalence avec la formulation suivante : 

[
K NN KNM K NE 0

K MN KMM KME CM

K EN K EM KEE CE ]×[
UN

U M

U E

Λ
]=F  (28)

Avec les conditions suivantes : 

tCEUE+
tCMU M⩽0  dans ℝ

k
,

Λ⩽0  dans ℝ
k

,

tCEUE+
tC MU M⋅M

LAC
Λ=0  dans ℝ .

(29)

On résout le problème (28)-(29) en utilisant une stratégie des contraintes actives (active set) couplée à un
algorithme de Newton.
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 3 Implémentation de la méthode

Ce chapitre l’implémentation de la méthode « LAC » (Local Average Contact) dans  code_aster. On discutera
plus particulièrement des choix d’implémentation liés à la nouvelle condition de contact en évitant la création de
nouveaux types de maille dans  code_aster et en s’insérant dans le formalisme de gestion du contact déjà
existant. Il convient donc pour cette première version d’implémentation de la méthode d’adopter la stratégie de
contact maillé (on va définir des éléments tardifs de contact permettant de réaliser les calculs élémentaires des
contributions de contact) et une approche de type Newton généralisé.
Les opérateurs impactés par la méthode sont :

• CREA_MAILLAGE;

• DEFI_CONTACT;

• STAT_NON_LINE.

La méthode proposée implique les évolutions suivantes : 
• Une modification  du maillage  sur  la  zone de contact  esclave  (non  invasive  dans le  volume)  dans

l’opérateur CREA_MAILLAGE;

• Une redéfinition des Lagrangiens de contact, implémentation de l’espace  P0
(TM

)  dans l’opérateur
DEFI_CONTACT;

• Un nouvel appariement de type « segment-segment » en 2D et de type « face-face » en 3D, nouvelle
évaluation  des  statuts  de  contact  et  nouveau  calcul  élémentaire,  impact  dans  l’opérateur
STAT_NON_LINE et DYNA_NON_LINE.

 3.1 Préparation du maillage
 3.1.1 Principes de la découpe

Le socle théorique nous impose de satisfaire l’hypothèse du degré de liberté interne (voir §2.3). Dans un souci
de simplicité,  de cohérence entre le 2D et le 3D, et pour ne pas « déraffiner » la condition de contact,  on
utilisera  la  méthode  de  raffinement  local  dans  les  cas  2D  et  3D.  Le  mot-clef  facteur  DECOUPE_LAC de
l’opérateur  permet  de  préparer  ce  macro-maillage.  Dans  certaines  situations,  le  mot-clef  va  découper  les
mailles de surfaces, dans d'autres, ce ne sera pas nécessaire. Quand on découpe un élément de surface on
s’arrange donc pour  ne pas  propager cette  découpe dans le  volume.  Cette  stratégie  permet  de limiter  la
création de trop de mailles mais peut provoquer des mailles de mauvaise qualité.
D e même afin de pas modifier les choix initiaux de l’utilisateur, on proposera toujours un découpage conforme 
: un triangle sera découpé en triangles, un hexaèdre en hexaèdres, etc. 

 3.1.2 Le cas 2D

Dans le cas 2D, l’interface de contact esclave est « 1D ». Cette dernière est maillée soit en SEG2 soit en SEG3.
En premier lieu, on remarque que le  SEG3 associé à lui-même (macro-maille) satisfait  l’hypothèse du DDL
interne, il ne sera donc pas nécessaire de découper les mailles ayant des  SEG3 en peau (TRIA6,  QUAD8 et
QUAD9). Dans le cas SEG2, il existe deux découpes selon le type de la maille de corps associée. Dans le cas
TRIA3, on ajoute un nœud au centre de la maille SEG2 et on reconstruit les deux nouveaux éléments de peau
et les deux nouveaux éléments de corps. Dans le cas  QUAD4. Étant donné que l’on souhaite procéder à un
découpage conforme, on ajoute deux nœuds au dans la maille SEG2, et deux nœuds dans la maille QUAD4. On
peut ensuite reconstruire les trois nouveaux éléments de peau et les quatre nouveaux éléments de corps tout
en renseignant les informations caractérisant la macro-maille. Les résultats de ces opérations sont présentés
dans le tableau ci-dessous (la surface de contact est représentée en bleu).

Remarque : On portera une attention particulière à l’orientation des nouvelles mailles créées, à la conformité du
maillage de calcul créé ainsi qu’à l’actualisation des groupes de maille. Sachant que l’on ne peut pas actualiser
les groupes de nœuds. En effet, il n’est pas possible de déterminer si un nouveau nœud rentre dans un groupe
de nœuds déjà défini ou non. 
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TRIA3 TRIA3 après DECOUPE_LAC

  

TRIA6 TRIA6 après DECOUPE_LAC
(pas de modifications)

  

QUAD4 QUAD4 après DECOUPE_LAC

 

 

QUAD8 QUAD8 après DECOUPE_LAC
(pas de modifications)

  

QUAD9 QUAD9 après DECOUPE_LAC
(pas de modifications)

 3.1.3 Le cas 3D

Dans le cas 3D, l’interface de contact esclave est 2D. Cette dernière peut être maillée en  TRIA3,  TRIA6,
QUAD4, QUAD8 et QUAD9. Comme dans le cas 2D, la maille QUAD9 associée à elle même satisfait l’hypothèse
du DDL interne,  on peut donc directement renseigner les structures de donnée contenant les informations
relatives au macro-maillage sans raffiner localement. Dans les autres cas on utilisera deux découpes types, une
pour les cas tétraédriques, et l’autre pour les cas hexaédriques. Ces deux découpes sont conformes dans le
sens où l’on découpe un élément en générant le même type d’éléments. Les résultats de ces opérations est
présenté dans le tableau ci-dessous.
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TETRA4 TETRA4 après DECOUPE_LAC

 
 

HEXA8 après DECOUPE_LAC (Version 1)

 

HEXA8 HEXA8 après DECOUPE_LAC (Version 2)

HEXA20 Deux versions (idem HEXA8)

HEXA27 HEXA27 après DECOUPE_LAC
(pas de modifications)

 3.1.4 Quelques remarques sur le découpage

La fonctionnalité DECOUPE_LAC de l’opérateur est capable de traiter:
• différents types de maille à l’intérieur d’une même zone de contact ;

• le multi-zone de contact.

Concernant la complexité des calculs sur le nouveau maillage on remarque que l’on rajoute un certain nombre
de nœuds qui porteront des DDLs et potentiellement des Lagrangiens de contact. Soit M le nombre de mailles
de la surface esclave de la zone de contact considérée, alors pour des maillages (de corps) en:

• TRIA3 on ajoute M  nœuds et 2M  mailles,

• QUAD4 on ajoute 4M  nœuds et 5 M  mailles,

• TETRA4 on ajoute M  nœuds et 4M  mailles,

• TETRA10 on ajoute 5 M  nœuds et 4M  mailles,

• HEXA8 (version 1) on ajoute 8M  nœuds et 9 M  mailles,

• HEXA20 (version 1) on ajoute 28 M  nœuds et 9 M  mailles.

De  plus  l’aspect  ratio  et  la  configuration  des  mailles  générées  peuvent  éventuellement  parasiter  le  post-
traitement de certaines données sur la surface esclave (éléments de peau et éléments de corps en contact). 

 3.2 Préparation du contact

La préparation des données du contact est assurée par l'opérateur DEFI_CONTACT. Cet opérateur doit prendre

en compte la nouvelle définition des Lagrangiens de contact, i.e. l’espace P0
(TM

) . Il faut ajouter pour chaque
macro-maille de la surface LAC un Lagrangien de contact (voir figure 2) sachant qu’il n’est pas possible pour
code_aster  d’affecter un degré de liberté à une autre entité physique qu’un nœud. On va présenter ici une
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astuce  permettant  de  définir  l’espace  P0
(TM

)  localement  sur  chaque  maille  de  calcul  sous  réserve  de
disposer d’un assemblage intelligent du système matriciel.

Figure 2: Les trois espaces de la zone de contact (maître, esclave et LAC)

 3.2.1 Illustration de la technique sur le cas TRIA3

L’astuce réside dans le fait que l’on sait pour chaque maille de la zone de contact esclave du maillage donné
par  DECOUPE_LAC quel est le numéro local (dans la connectivité) du nœud interne de la macro-maille, voir
figure 3.
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Figure 3: Numérotation locale du maillage de calcul, cas TRIA3 (obtenue par DECOUPE_LAC)

On sait donc sur quel nœud on doit ajouter le degré de liberté LAGS _C  (voir figure 4), le numéro local du
nœud  portant  le  degré  de  liberté  LAGS _C  étant  fixe  on  peut  définir  un  seul  nouveau  type  d’élément
permettant de prendre en compte la localisation du LAGS _C .

Figure 4: Attribution des degrés de liberté sur chaque nouvelle maille
de contact esclave TRIA3

 

Chaque  degré  de  liberté  LAGS _ C  est  bien  commun  uniquement  à  trois  éléments,  les  trois  éléments

composant la macro-maille. Étant donné que la fonction de base P0
 associée au multiplicateur de Lagrange

de  contact  ne  dépend  pas  des  sommets  géométriques  de  la  macro-maille,  on  peut  découper  le  calcul
élémentaire sur la macro-maille en calcul élémentaire sur chaque maille la composant. Lors de l’assemblage,
on somme les contributions de chaque maille sous-jacente à la macro-maille. Donc en attribuant à chaque
degré de liberté LAGS _C  une fonction de base localement constante sur l’élément, on obtient bien que les

degrés de liberté LAGS _C  correspondent à l’espace P0
(TM

) .

 3.2.2 Illustration des difficultés sur le cas QUAD4
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Le cas d’une interface de contact esclave maillée en QUAD4 permet de mettre en évidence toutes les difficultés
que cette astuce peut engendrer:

• Différentes localisations locales du nœud associé au degré de liberté LAGS _ C  ;

• Démultiplication du degré de liberté LAGS _C , provenant du fait que l’on ne dispose pas d’un degré
de liberté  LAGS _C commun à toute les mailles sous-jacentes à la macro-maille.

La deuxième difficulté vient du fait du découpage « conforme » en six HEXA8, voir figure 5.

Figure 5: Numérotation locale du maillage de calcul, cas QUAD4 (obtenue par DECOUPE_LAC)

 

Ne disposant pas d’un degré de liberté  LAGS _C  commun à toutes les mailles sous-jacentes à la macro-
maille, on doit créer localement quatre  LAGS _C  portés par chaque degré de liberté ajouté. On remarque
alors la première difficulté. Il y a deux sortes de mailles sous-jacentes à la macro-maille, voir figures 6 et 7 :

• Quatre mailles portant deux degrés de liberté LAGS _C  ;

• Une maille portant les quatre degrés de liberté LAGS _C .

Figure 6: Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles
de contact esclave QUAD4 (type E5)
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Figure 7: Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles
de contact esclave QUAD4 (type E1 E2 E3 E4)

 

Il faut, au cours de l’affectation des  éléments de contact « tardifs » sur les mailles de contact esclaves dans
DEFI_CONTACT, savoir si la maille est de type E5 ou E1, E2, E3, E4. On va donc boucler sur les macro-mailles
puis sur les mailles sous-jacentes sachant qu’elles sont ordonnées de manière connue lors de la mise à jour du
groupe de maille définissant la surface esclave de la zone de contact considérée (par exemple E1, E2, E3, E4
et E5).
Elle sera traitée dans STAT_NON_LINE par l’utilisation d’un assemblage intelligent. Lors de l’assemblage, on
devra condenser les contributions dans un unique LAGS _C , afin de bien imposer la condition de contact en

moyenne locale sur chaque macro-maille Tm
.

 3.2.3 Le cas TRIA6

Ce cas est similaire au cas TRIA3, voir figure 8.
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Figure 8: Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles de
contact esclave TRIA6

 

 

 3.2.4 Le cas QUAD8

Ce cas est similaire au cas  QUAD4, cependant on n'affecte pas de degré de liberté  LAGS _C  aux nœuds
milieux (voir figures 9 et 10).

Figure 9: Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles de
contact esclave QUAD8 (type E5)
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Figure 10: Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles de
contact esclave QUAD8 (type E1 E2 E3 E4)

 

 3.2.5 Le cas SEG2

On doit différencier ce cas en deux sous-cas, le premiers pour les SEG2 issus de TRIA3 et le second pour ceux
issus de QUAD4. Ces cas sont similaires au cas QUAD4, en effet, comme l’on doit conserver l’orientation des
mailles on ne peut pas ordonner librement les nœuds dans la connectivité du maillage issus de l’opération
DECOUPE_LAC . Pour les SEG2/TRIA3, il existe deux types de mailles (voir figures 11 et 12), 

Figure 11: Numérotation locale du maillage de calcul, cas SEG2/TRIA3 (obtenue
par DECOUPE_LAC)

 

Figure 12: Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclave SEG2/TRIA3

Pour les SEG2/QUAD4, il existe trois types de mailles (voir figures 13 et 14).

Figure 13: Numérotation locale du maillage de calcul, cas SEG2/QUAD4 (obtenue
par DECOUPE_LAC)
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Figure 14: Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclave SEG2/QUAD4

 3.2.6 Les cas SEG3 ou QUAD9

On a déjà remarqué que ces deux types de maille correspondent directement à des macro-mailles (les mailles
et les macro-mailles sont confondues). Dans ce cas, on a donc un élément unique à affecter sur les mailles de
contact SEG3 et QUAD9, voir figures 15 et 16.

Figure 15: Attribution des degrés de liberté sur
les mailles de contact esclave SEG3

 

 

Figure 16: Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact
esclave QUAD9

 

 3.3 Résolution du problème de contact

Il y a trois impacts principaux :
• On doit avoir un appariement de type « segment-segment » en 2D et de type « face-face » en 3D ;

• On doit calculer les matrices de contact  ;

• On doit développer un assemblage du système global intelligent (gestion de la deuxième difficulté liée à
l’astuce dans DEFI_CONTACT, voir §3.2.2 ).

Les deux premiers points nécessitent un outil d’intersection de mailles efficace et robuste dans le cas de mailles
droites (linéaire et quadratique) et dans le cas de mailles courbes (quadratiques).
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 3.3.1 Algorithme de résolution des non-linéarités liées au contact

On opte pour l’utilisation d’un algorithme de type Newton généralisé, gérant la non-linéarité géométrique, la
stratégie de type contraintes actives pour la non-linéarité de contact et la non linéarité de comportement à
l’intérieur  de la  même boucle  de  Newton.  Ce cadre  algorithmique est  déjà  présent  dans  code_aster (voir
[R5.03.52]). Il sera donc suffisant de remplacer toutes les briques internes de l’algorithme pour implémenter la
nouvelle méthode. On pose :

U=[
U N

UM

U E
]  ; K=[

K N N K N M KN E

KM N K MM KM E

K EN KE M K E E
]  ; C=[

0
CM

C E ] (30)

En prenant en compte le « jeu intégré » initial G0  (voir la définition au §), le problème est équivalent à :

{
[K C ]×[UΛ ]=F
tCU⩽G 0  dans ℝk

Λ⩽0  dans ℝk

tCU⋅Λ=0  dans ℝ

 

(31)

On introduit la fonction suivante : 

A (U , Λ )=Λ+max(0, ρ(CU−G0 )−Λ )  (32)

On peut alors montrer que est équivalent à : 

[K C ]×[UΛ ]=F  et A (U , Λ )=0 (33)

La résolution de la non-linéarité de contact revient alors à la recherche des contraintes actives. Le contact est
actif lorsque le statut du point est actif, ce que l'on notera S Λi=1 . On obtient l’algorithme global suivant :

• Appariement initial : calcul de G0

• Boucle sur les Lagrange i=1. .dim (Λ)

◦ Si G0i⩽0  alors le point n'est pas en contact, donc Λ i
0
=0

◦ Sinon, le point est en contact, donc Λ i
0
=1

• Boucle de Newton k=1

◦ Tant que { SΛk
≠SΛk +1,∀ k  et ‖r‖2⩾tole  (résidu d'équilibre de Newton)

▪ Calcul des matrices de rigidité et des seconds membres élémentaires

▪ Calcul des matrices et des seconds membres de contact élémentaires

▪ Boucle sur les Lagrange i=1. .dim (Λ)

• Si SΛ i
k
=1  alors [

0 C k
E 0

tC k
E 0 tC k

M

0 C k
M 0 ]
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• Sinon [0 0 0
0 Id 0
0 0 0]

◦ Assemblage du système global et résolution :

▪ [
Jk
K C k 0

tC k 0 0
0 0 Id

]×[
ΔU k

ΔΛk
a

Δ Λk
na]=[ rk

Gk

−ΔΛk−1
] .

◦ Mise à jour des inconnues :
▪ U k +1=U k+ΔU k  et Λk +1=Λk+Δ Λk

◦ Appariement sur la géométrie actualisée calcul de Gk+1

◦ Évaluation des nouveaux statuts :

▪ Boucle sur les Lagrange i=1. .dim (Λ)

• Si Λk +1i+ρG k+1i⩽0  alors le point est en contact, donc SΛi
k+1
=1

• Sinon, le point n'est pas en contact, donc SΛ i
k+1
=0

◦ Calcul du résidu de Newton rk +1

 

 3.3.2 Appariement

Le but de cette phase est de gérer la non-linéarité géométrique du problème et celle issue de possibles grands
déplacements.  Pour  chaque  maille  de  contact  esclave,  on  cherche  les  mailles  maîtres  susceptibles  de
communiquer avec la maille esclave. On doit aussi lors de cette opération calculer le « jeu » moyen entre les
deux surfaces pour chaque macro-maille. Pour ce faire, on va utiliser quatre outils:

• Un outil de recherche de complexité linéaire utilisant l’information de voisinage au niveau des arêtes ;

• Un outil  de  projection  de  deux  mailles  sur  le  même plan  de  référence  (espace  paramétrique  de
référence de la maille esclave) ;

• Un outil d’intersection de mailles planes ;

• Un outil  de calcul  de  distance moyenne entre  un triangle  et  une surface (cas 3D)  ou entre  deux
segments (cas 2D).

 3.3.2.1 Algorithme de recherche de complexité linéaire

On  adapte  au  cas  du  contact  l’algorithme  PANG  de  calcul  de  matrice  de  projection  mortar  pour  la
décomposition de domaine. Cet algorithme est de complexité linéaire dès lors que l’on a trouvé un couple de
mailles  de  départ.  Il  utilise  une  recherche  restreinte  sur  les  mailles  voisines  maîtres  des  mailles  maîtres
intersectant une maille esclave. De plus il utilise les informations de voisinage au niveau des mailles esclaves
pour mettre à jour la liste des couples de mailles de départ. 
Cet algorithme permet un gain de temps important par rapport à un appariement de type force brute (i.e. double
boucle d’appariement maître-esclave).  Cependant il  manque de robustesse.  En effet,  dans le cas de zone
d’appariement ne possédant pas une seule composante connexe, il est mis en échec. On ne détecte alors une
seule des zones d’appariement et l’algorithme de contact est dès lors mis en échec. On propose une version
plus robuste mais plus coûteuse de l’algorithme initial en lui associant une recherche récursive de couple de
mailles de départ par force brute.

 3.3.2.2 Outil de projection
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Cet  outil  est  déjà  disponible  dans  code_aster.  En  effet,  un  des  outils  de  l’appariement  de  la  méthode
CONTINUE (voir  [R5.03.52]) effectue  la  projection  orthogonale  d’un  point  de  l’espace  réel  dans  l’espace
paramétrique d’une maille donnée. On va donc pouvoir projeter n’importe quelle maille maître dans l’espace
paramétrique de la maille esclave afin de réaliser le test d’intersection. On remarque deux points importants :

• On se  limite  au  cas  où  la  projection  de  la  maille  maître  dans  l’espace  paramétrique  esclave  est
convexe ;

• Étant donné que l’on effectue la projection dans l’espace paramétrique de la maille maître, on réalisera
uniquement une intersection purement 1D  ou 2D .

De plus, une autre routine est disponible dans code_aster: la projection sous une direction imposée. On note
que cet algorithme de projection sera utile pour l’outil « jeu » moyen.

 3.3.2.3 Outil « jeu » moyen

On introduit cet outil dans le cas 2D décrit dans la figure 17. Le maillage esclave est constitué de deux mailles (
E1 ,  E2 ) et donc une macro-maille associée à un degré de liberté  LAGS _ C  ; le maillage maître est lui

aussi constitué de deux mailles ( M 1 , M 2 ).

 

Figure 17: Configuration 2D étudiée, en bleu les mailles maîtres M1 et M2 , en
rouge les mailles esclaves E1 et E2

 
En combinant les outils de projection et d’intersection, on obtient les mailles de contact décrites dans la figure
18. On va décrire l’outil de jeu moyen sur la première maille de contact.
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Figure 18: Mailles de contact obtenues par les deux premières opérations de l'appariement

Si l’on effectue les opérations projection sur la maille esclave et intersection, on obtient les projetés des points
Y 1  et Y 2  dans l’espace de référence de la maille esclave E1 , respectivement P1  et P2 , et l’intersection

(segment magenta). Le résultat de ces opérations est décrit dans la figure 19.

 

Figure 19: Projection et intersection dans l'espace de référence de la maille esclave E1

 

En considérant l’intersection comme un pseudo élément, on peut rapporter les points de Gauss issus d’une
formule de quadrature dans l’espace de référence de la maille esclave. On considère ici par simplicité une
formule de quadrature à un point de Gauss Pg ; son poids associé est la poids de l’intersection. On retourne
alors dans l’espace réel pour pouvoir estimer la distance aux points de Gauss. Ces opérations sont décrites sur
la figure 20.
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Figure 20: Jeu au point de point de
Gauss, d

 

On ajoute la contribution suivante dans la composante du vecteur « jeu intégré », G , correspondant au degré
de liberté LAGS _C  de la maille de contact : 

GLAGS _C=GLAGS _C+∑
i=1

N

diωi ‖ (∂1σ×∂2σ )(Pgi)‖ 2  (34)

où d i  est le jeu signé au i-ème point de Gauss ( Pgi ), ωi  est le poids associé au i-ème point de Gauss dans
l’espace de référence de la maille maître de la maille de contact, σ  est la transformation de passage élément
de référence élément réel et N  est le nombre de points de Gauss définis sur l’intersection.

Par itération sur les mailles de contact, on obtient le vecteur G  dont la dimension correspond au nombre de
degrés de liberté  LAGS _C  ; dans notre exemple il  n’y a une seule composante dans le vecteur « jeu »
intégré.

Dans le cas tridimensionnel, un outil de triangulation de polygone convexe est nécessaire. En effet, il est plus
aisé de calculer le  G  par morceaux sur un ensemble de triangles (définition plus simple des formules de
quadrature que sur un polygone quelconque).

Pour finir l’opération il suffit de diviser chaque composante du vecteur « jeu » intégré par le poids d’intersection
trouvé sur la macro-maille associée.

 3.3.2.4 Gestion des maillages quadratiques

Dans le cas quadratique courbe, on ne peut pas approcher la géométrie de la maille maître dans l’espace
paramétrique esclave. Pour simplifier l'algorithme, on va utiliser une simple linéarisation à la la place de la
décomposition de la maille en éléments linéaires couramment utilisée dans la littérature des méthodes mortar
pour  le  contact.  La  géométrie  esclave  est  quant  à  elle  approchée  de  manière  exacte  par  son  espace
paramétrique. Contrairement à l’approche courante consistant à utiliser un plan auxiliaire d’intersection (définie
à partir de la surface esclave), on a choisi de réaliser toute les opérations de projection et d’intersection dans
l’espace paramétrique esclave. Ce choix permet à la fois l’utilisation d’un critère de tolérance d’appariement
indépendant de la modélisation et de réaliser uniquement des intersections purement 2D  ou 1D . En utilisant
cette approche et en contrôlant la qualité du maillage, on prévient l’apparition des cas pathologiques sévères
qui aboutissent sur des erreurs fatales ou sur une non-convergence de l’algorithme de Newton généralisé. De

plus,  contrairement  aux  méthodes  mortar  classiques  P2/P2  la  méthode  LAC  n’est  pas  confrontée  au
problème de signe vis à vis des fonctions de base de l’espace des multiplicateurs de Lagrange. L’attention
devra donc être principalement portée au niveau de la qualité du maillage, est plus particulièrement du maillage
de  la  surface  esclave.  En  effet,  les  choix  algorithmiques  mis  en  oeuvre  dans  cette  première  version  de
l’implémentation de la méthode ne prennent pas en compte le cas d’intersections non convexes. Si les mailles
esclaves ne respectent pas cette contrainte, on obtient des intersections non pertinentes, on observe dès lors
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des  coefficients  d’intersections  aberrants  (supérieur  à  un)  ce  qui  aboutit  à  un  échec  de  convergence  de
l’algorithme de résolution du problème.

  

 3.3.3 Calcul des matrices de contact

Le calcul des matrices élémentaires de contact est dirigé par le champ de statuts SΛ . Si la contrainte associée
au macro-élément T  est active, alors on doit calculer les contributions suivantes : 

Ci
M elem=∫T

φi
M n⃗md Γ=∑

M c

∫Mm∩M e

φi
M n⃗md Γ  

Ci
Eelem=∫T

φi
E n⃗e d Γ=∑

M c

∫Mm∩M e

φi
E n⃗e d Γ  

(35)

où  φE
 et  φM

 sont les fonctions de bases esclaves et maîtres,  n⃗e  et  n⃗m  les normales respectives,  M c

l’ensemble  des  mailles  de  contact,  et  ME  l’ensemble  des  mailles  escalves.  Si  la  contrainte  de  contact

associée au macro-élément T  est inactive alors il n’y pas des conditions de contact à respecter sur ce macro-
élément et l’on fixe à zéro le degré de liberté LAGS _C  associé. Étant donné que la macro-maille T  n’existe
pas en tant qu’élément, on calculera des matrices « sous-élémentaires » au niveau des mailles de contact M c

(association d’une maille de contact esclave et maître).

 

 3.3.3.1 Calcul des matrices élémentaires de contact

On calcule en fait les matrices élémentaires de contact CM elem  correspondant aux intégrales sous la boucle sur
les  mailles  de  contact  (voir  équations  35).  Pour  chaque  maille  de  contact,  on  doit  calculer  les  matrices
suivantes :

Ci
M elem=∫Mm∩M e

φi
M n⃗mdΓ  

Ci
Eelem=∫Mm∩M e

φi
E n⃗edΓ  

(36)

où M e  est la maille esclave de la maille de contact et Mm  est la maille maître de la maille de contact. Étant
donné que la condition de contact choisie correspond à un jeu nul uniquement en moyenne, on doit procéder à
une projection-intersection pour définir le support d’intégration. Pour ce faire, on réutilise les outils présentés
dans la section précédente. En suivant le schéma de l’outil jeu intégré, on arrive à obtenir les coordonnées et
poids d’une formule de quadrature dans l’espace paramétrique de la maille esclave de la maille de contact. En
bouclant sur les degrés de liberté de déplacements maîtres, on peut alors calculer les coefficients de la matrice

Ci
Eelem . Puis en utilisant la projection sur l’espace paramétrique de la maille maître de la maille de contact on

obtient alors le support d’intégration dans l’espace référence de la maille maître, ce qui permet de calculer (en

définissant un schéma d’intégration) les coefficients de la matrice Ci
M elem .

 3.3.3.2 Choix de la normale

La question du choix de la normale n’a pas encore été abordée. Ce choix n’étant pas unique, on se propose
d’utiliser dans notre cas deux types de normale. Soit on évalue la normale à chaque point de Gauss maître et
esclave,  soit  l’on  utilise  un  champ  de  normales  lissées  (mot-clef  LISSAGE='OUI')  calculé  sur  chaque
configuration  déformée  (maître  et  esclave).  Ces  deux  choix  permettent  d’éviter  le  problème  de  définition
multiple de la normale au sommet des éléments lorsque l’on considère des géométries courbes. Dans le cas
quadratique, ces deux choix sont relativement similaires, au contraire dans le cas des maillages linéaires, le
champ de normale lissée permet de régulariser le champ des normales et de mieux approcher les géométries
courbes, voir figure 21.
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Figure 21: Différents choix de champ de normales

 3.3.4 Assemblage intelligent

Nous présentons ici une piste pour gérer la deuxième difficulté liée à l’astuce utilisée dans DEFI_CONTACT. On

se  situe  dans le  cas  HEXA8 ;  on  veut  calculer  la  matrice  CE
.  On  suppose  que  le  maillage  esclave  est

uniquement composé d’une macro-maille, il y a donc cinq mailles sur la surface esclave (pour simplifier nous ne
parlerons  que  des  contributions  esclaves),  huit  degrés  de  liberté  de  déplacement,  quatre  Lagrangiens  de
contact « informatiques », mais un seul Lagrangien au sens mathématique. La figure 22 représente le maillage
esclave considéré.
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Figure 22: Maillage esclave, en noir ( x1 ,..., x4 ,

d1 ,..., d4 ) les degrés de liberté de
déplacement, en rouge (1, ..., 4) les degrés de

liberté de Lagrange « informatiques ».

 

Les matrices élémentaires sont les suivantes :

• Élément I:

[aI b I cI dI

aI b I cI dI
]×[

x1

x2

d2

d1
]=[12]  (37)

• Élément II : 

[aII bII cII d II

aII bII cII d II
]×[

x2

x3

d3

d2
]=[23]  (38)

• Élément III : 

[aIII bIII c III d III

aIII bIII c III d II
]I×[

x3

x4

d4

d3
]=[34]  (39)

• Élément IV : 

Manuel de référence Fascicule r5.03: Mécanique non linéaire

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)

I

III

IIIV V

x
1

1 2

34

x
2

x
3

x
4

d
3

d
4

d
2

d
1



Code_Aster Version
default

Titre : Méthode LAC - Local Average Contact Date : 02/04/2019 Page : 28/30
Responsable : ABBAS Mickaël Clé : R5.03.55 Révision  :

4a2de40658bc

[aIV bIV c IV d IV

aIV bIV c IV d IV
]×[

x4

x1

d1

d4
]=[41 ]  (40)

• Élément V : 

[
aV bV cV dV

aV bV cV dV

aV bV cV dV

aV bV cV dV
]×[

x4

x1

d1

d4
]=[

1
2
3
4
]  (41)

Un assemblage classique nous donnerait la matrice globale CE
 suivante : 

[
a I+b IV b I 0 aIV aV+c I+cIV bV+d I cV dV+dIV

a I aII+bI b II 0 aV+cI bV+d I+dII cV+cII dV

0 aII bII+aIII bIII aV bV+d II cV+c II+d III dV+cIII
bIV 0 aIII b III+aIV aV+c IV bV cV+dIII dV+cIII+d IV

] (42)

On remarque facilement que cette matrice ne correspond pas au couplage des déplacements avec les fonctions

P0
(TM

) . On doit trouver une technique d’assemblage compatible avec l’assemblage utilisé dans code_aster
(et  qui  ne  doit  pas  être  totalement  incompatible  avec  le  parallélisme)  permettant  d’obtenir  la  matrice  de
couplage suivante : 

tDEPL×[
aI+bIV

bI+aII

bII+aIII

bIII+aIV
aV+cI+cIV
bV+d I+d I

cV+d III+c II

dV+cIII+d IV

]=LAGC  (43)

On veut donc lors de l’assemblage élémentaire multiplier les contributions par 
1
2  dans le cas des éléments de

type E1, E2, E3 et E4 (matrices élémentaires (37), (38), (39) et (40)) et par 
1
4  dans le cas des éléments de type

E5 (matrice élémentaire (41)). Ensuite pour chaque macro-élément, on somme les lignes correspondantes de la
matrice  globale  du  système et  on  garde  uniquement  un  Lagrangien  dans  le  système  correspondant  à  la
condition de contact mathématique. Les trois Lagrangiens informatiques supplémentaires sont fixés égaux au
multiplicateur de Lagrange physique.

 

 3.3.5 Post-traitement

Toutes les variables de résolution du contact, statuts, multiplicateurs de Lagrange, « jeu », sont uniquement
pertinentes au niveau de la macro-maille, le champ en sortie est nommé CONT_ELEM.
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