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Eléments de plaque : modélisations DKT, DST, DKTG
et Q4G

Résumé :

Ces modélisations d’éléments finis de plaque sont destinées aux calculs en petites déformations et petits
déplacements de structures minces courbes ou planes. Ce sont des éléments finis plans qui ne prennent pas
en compte la courbure géométrique des structures minces, contrairement aux éléments de coque qui sont
courbes : il en résulte des flexions parasites qui peuvent étre réduites en utilisant plus d’éléments de fagon a
pouvoir approcher correctement les géométries courbes. La formulation en est donc simplifiée et le nombre de
degrés de liberté réduit. Ces éléments finis sont réputés comme étant parmi les plus précis pour le calcul des
déplacements et pour I'analyse modale.

Pour chacune de ces différentes modélisations plusieurs éléments finis sont disponibles, selon les mailles :

* la modélisation DKT, selon le modéle de flexion de Love-Kirchhoff, comporte les éléments finis
triangulaire (DKT) et quadrangulaire (DKQ), qui utilisent des champs a sous-points, afin par exemple
d'intégrer la relation de comportement dans les couches constituant I'épaisseur ;

* la modélisation DST, avec énergie de cisaillement transverse en élasticité, comporte les éléments finis
triangulaire (DST) et quadrangulaire (DSQ) ;

* la modélisation DKTG, selon le modéle de flexion de Love-Kirchhoff, comporte les éléments finis
triangulaire (DKTG) et quadrangulaire (DKQG), dédiés aux relations de comportement « globales », qui
n’ont qu’une seule couche et un seul point d’intégration dans I'épaisseur ;

* lamodélisation 04G (nommée aussi Q4 y ) avec énergie de cisaillement transverse en élasticité, mais
avec une autre interpolation que pour la modélisation DST, ne comporte que ['élément fini
quadrangulaire (Q4G).

Note :
Dans le document [R3.07.09], on présente la modélisation Q4GG, dédiée a des plaques épaisses. Cette
modélisation comporte les éléments finis quadrangulaires (Q4G) dont la description théorique est faite dans
ce document-ci et les éléments triangulaires (T3G) .
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1 Introduction

Les éléments de coques et de plaques sont particulierement utilisés pour modéliser des structures minces ou
les rapports entre les dimensions (épaisseur/longueur caractéristique) sont au plus de 1/10 . lls interviennent
donc particulierement dans des domaines comme le génie civil, les internes de cceur REP, I'analyse vibratoire,
l'analyse de flambement d'Euler, I'analyse des structures minces en matériau composite multi-couche
élastique... On se limite au cadre des petits déplacements (méme s'il est possible mais peu recommandé
d'utiliser la réactualisation 'PETIT REAC') et des petites déformations.

Contrairement aux éléments de coque, les éléments de plaque plans ne permettent pas de prendre en compte
la courbure géométrique de la structure a représenter et induisent des flexions parasites. Il est donc nécessaire
d’utiliser un grand nombre de ces éléments de fagon a approcher correctement la géométrie de la structure, et
ce, d’autant plus qu’elle est courbe. En revanche, on gagne en simplicit¢ de formulation et le nombre de
degrés de liberté est réduit. Par ailleurs, les formulations "Discrete Shear" (DST, DSQ et Q4y) ou "Discrete
Kirchhoff' (DKT, DKTG et DKQ, DKQG) de la cinématique, avec ou sans distorsion transverse respectivement,
permettent de bons résultats en termes de déplacements et d’analyse modale.

Les mailles support de ces éléments finis sont linéaires (triangles et quadrangles). Les degrés de liberté des
ces éléments finis sont les translations et les rotations des nceuds sommets. Les caractéristiques qu'on leur
affecte sont : I'épaisseur, le coefficient de cisaillement, I'excentrement, ...

La maniére dont sont implantés ces éléments dans code aster ainsi que certains aspects de l'utilisation sont
donnés au [§5] de la présente documentation.

En particulier on classifie ces formulations :

modélisation éléments finis Usage

DKT DKT, DKOQ modéle de Love-Kirchhoff, dédié aux relations de comportement
linéaire et non linéaires avec champs a sous-points d’intégration dans
I'épaisseur, cf. § 4.9.

DKTG DKTG, DKQG modéle de Love-Kirchhoff, dédié aux relations de comportement
« globales », qui n‘ont qu’une seule couche et un seul point
d’intégration dans I'épaisseur

DST DST, DSQ modéle avec énergie de cisaillement transverse en élasticité

Q4G Q4y modéle avec énergie de cisaillement transverse en élasticité

Pour les plaques minces en matériau composite multi-couches élastiques orthotropes, on se reportera a
[R4.01.01] et [U4.42.03], ou on décrit comment on produit dans une étape de pré-traitement les
caractéristiques élastiques homogénéisées, en membrane, en flexion, en cisaillement transverse (avec la
modeélisation DST ou Q4G).
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2 Formulation
21 Géométrie des éléments plaques [1]

Pour les éléments de plaque on définit une surface de référence, ou surface moyenne, plane (plan x, y par

exemple) et une épaisseur h(x,y). Cette épaisseur doit étre petite par rapport aux autres dimensions
(extensions, rayons de courbure) de la structure a modéliser. La [Figure 2.1-a] ci-dessous illustre notre propos.

Solide 3D

Y
X
Epaisseur h<L,b, R, R:
Y
s
,
né!
/ B >
D e =—————=———-
< L
Plaque
Figure 2.1-a

On attache a la surface moyenne « un repére orthonormé local Oxyz associé au plan tangent de la
structure différent du repére global OXYZ. La position des points de la plaque est donnée par les
coordonnées cartésiennes (x, y) de la surface moyenne et I'élévation z par rapport a cette surface.

2.1.1 Repeére intrinséque

En prenant le repére local Oxyz précédent avec pour origine le premier sommet de I'élément et pour axe Ox
le cbté joignant les sommets 1 et 2, on définit le repére dit intrinséque.
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2.2 Théorie des plaques

Ces éléments reposent sur la théorie des plaques en petits déplacements et petites déformations.

2.21 Cinématique

Les sections droites qui sont les sections perpendiculaires a la surface moyenne restent droites ; les points
matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur une droite dans la
configuration déformée. Il résulte de cette approche que les champs de déplacement varient linéairement

dans I’épaisseur de la plaque. Si I'on désigne par u,v,w les déplacements d’un point q(x ,V ,z) suivant
X, y et z,onaainsi la cinématique de Hencky-Mindlin :

u (x,y.z)| |u(x,y) 0,(x,y) u(x,y) B.(x,y)
uy(x,y,z) |=|vix,p) |+2]=0,(x,p) [F|v(x,p) |[+2|B (x, ) (1)
u(x,y,z) \wix,y) 0 w(x,y) 0

ou u,v,w sontles déplacements de la surface moyenne et 0, et GV les rotations de cette surface par
rapport aux deux axes x et ) respectivement. On préfére introduire les deux rotations

B.(x,y)=06,(x,y).B,(x,y)==0,(x,y).

Les déformations tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite précédemment, sont ainsi
données par :

E.XX:eXX_l_ZKXX

Eyy_eyy+z Kyy

2 Exy:yxy=2exy+2zxxy (2)
2 E’)CZ =YX
2e =y,

ou e,.,e, et e,  sontlesdéformations membranaires de la surface moyenne, y et y les déformations

K, K les déformations de flexion (ou variations de

yyor Nxy

associées aux cisaillements transverses, et «k
courbure) de la surface moyenne, qui s’écrivent :

XX’
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w 0 y
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2k = B, —|———B .
7 0y Ox
ow
VIR ey
ow
=B, +—
Y,=B, 3y
Remarque :

Dans les théories de plaque l'introduction de p et BV permet de symeétriser les formulations
des déformations et, nous le verrons par la suite, les équations d’équilibre. Dans les théories de
coque on utilise plutét 0 et GV et les couples associés M . et M , parrapporta x et y.

2.2.2 Loi de comportement

Le comportement des plaques est un comportement 3D en "contraintes planes". La contrainte transversale
o ,, est nulle car considérée comme négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur des
contraintes (hypothése des contraintes planes). La loi de comportement la plus générale s’écrit alors ainsi :

(O 1S e K 0
g EW €,y Kyy 0
o, =C(e,x) Y =Ce+zCk+Cvy avec e= 2e, | K= 2k, ety=| 0 4)
Oy Y 0 0 Y
o, Y, 0 0 Y,

ou C (e, (x) est la matrice de rigidité tangente locale combinant contraintes planes et distorsion transverse et
o représente 'ensemble des variables internes lorsque le comportement est non linéaire.

Pour des comportements ou les distorsions transverses sont découplées des déformations de membrane et de
flexion, Cle, | se met sous la forme :

_(H 0
3 )

ou H(e,u) est une matrice 3X3 et H_le, 0() une matrice 2 X2 . On restera dans le cadre de cette

hypothése.

y!

Pour un comportement élastique linéaire homogéne isotrope, on a ainsi :
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0 0 0
v 1 0 0 0
1 —
00 = Y 0 0
=12, k(1—v) ©)
V1o 0o o 0
2
k(11—
00 0 0 ( 5 V)

ou k est facteur de correction de cisaillement transverse dont la signification est donnée au paragraphe
suivant.

Remarque :

On ne décrit pas la variation de I'épaisseur ni celle de la déformation transversale ¢_ que l'on peut

cependant calculer en utilisant I'hypothése précédente de contraintes planes. Par ailleurs aucune
restriction n’est faite sur le type de comportement que I'on peut représenter.

2.2.3 Prise en compte du cisaillement transverse [2]

La prise en compte du cisaillement transverse dépend de facteurs de correction déterminés a priori par des
équivalences énergétiques avec des modeles 3D, de fagon a ce que la rigidité en cisaillement transverse du
modéle de plaque soit la plus proche possible de celle définie par la théorie de I'élasticité tridimensionnelle.
Deux théories incluant la déformation due a I'effort tranchant existent et sont présentées dans [2].

2.2.3.1 La théorie dite de Hencky

Cette théorie ainsi que celle de Love-Kirchhoff qui en découle immédiatement repose sur la cinématique
présentée au §2.2.1. La relation de comportement est habituelle et le facteur de correction de cisaillement vaut
k=1.

Remarque :

Lorsque I'on ne prend pas en compte les distorsions transverses y . et Y, dans la théorie de Hencky, le

modeéle obtenu est celui de Love-Kirchhoff (éléments finis DKT(G) et DKQ(G)). Les deux rotations de la
surface moyenne sont alors liées aux déplacements de la surface moyenne par la relation suivante :

_ow
B.= 0x

__ow
ﬂy_ ay

2.2.3.2 Lathéorie dite de Reissner (DST, DSQ et Q4y)

La seconde théorie, dite de Reissner, est développée a partir des contraintes. La variation des contraintes de
membrane (o, o, et o, ) est supposée linéaire dans I'épaisseur comme dans le cas de la théorie de
Hencky ou cela résulte de la linéarité de la variation des déformations de membrane avec I'épaisseur.

Cependant, alors que I'on suppose, dans la théorie de Hencky que la distorsion est constante dans I'épaisseur
et donc les contraintes de cisaillement, ce qui viole les conditions aux limites O'XZ:O'VZ:O sur les faces

supérieure et inférieure de la plaque du fait de la loi de comportement énoncée au §2.2.2., on utilise dans le
cadre de la théorie de Reissner les équations d’équilibre pour en déduire la variation des contraintes de
cisaillement dans I'épaisseur de la plaque, en respectant notamment les conditions d’équilibre sur les faces
supérieure et inférieure de plaque. L'énergie interne du modéle obtenue aprés résolution des équations
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d’équilibre en 3D, pour de la flexion uniquement, avec la variation des contraintes planes suivant z, fait
apparaitre, pour un matériau élastique, une relation entre les efforts résultants et les rotations et la fleche
moyennes. C'est dans cette relation qu’apparait le facteur de correction de cisaillement de k=5/6 au lieu de
1 dans la relation qui lie l'effort tranchant a la distorsion pour une plaque homogéne et isotrope. La

détermination des facteurs de correction de cisaillement pour des plaques orthotropes ou des plaques
stratifiées est décrite en annexe.

2.2.3.3 Equivalence des approches Hencky-Love-Kirchhoff et Reissner

Si I'on assimile les pentes de la surface moyenne 8, By aux moyennes des pentes dans I'épaisseur de la
plaque et la fleche w a la fleche moyenne, la seule différence entre la théorie de Hencky et celle de Reissner
est le coefficient de correction de cisaillement transverse en élasticité isoptrope homogéne de 5/6 au lieu de
1 . Cette différence est due au fait que les hypothéses de départ sont de nature différente et surtout que les

variables choisies ne sont pas les mémes. En effet, la fleche sur la surface moyenne n’est pas égale a la
moyenne des fleches sur I'épaisseur de la plaque. Il est donc normal que des relations de comportement qui
font intervenir des variables différentes ne soient pas identiques.

Le fait de devoir résoudre au niveau éléments finis des problémes en déplacements plutét que des probléemes
en contraintes par interpolation des déplacements nous ameéne a utiliser I'approche équivalente en
déplacements du probléme de Reissner formulé en contraintes.

2.2.3.4 Remarques

Du fait de I'équivalence précédente on ne présente ici que le modéle en déplacement pour tous les éléments.
Dans les faits les éléments DKT, DKTG, DKQG et DKQ reposent sur la théorie de Hencky-Love-Kirchhoff et les
éléments DST, DSQ et Q4G reposent sur la théorie de Reissner.

La détermination des facteurs de correction repose dans le cadre d’'une autre théorie, celle de Mindlin, sur des
équivalences de fréquence propre associée au mode de vibration par cisaillement transverse. On obtient alors

k=1/12 , valeur trés proche de 5/6 pour les éléments DST, DSQ et Q4G dans le cas isotrope.

Dans le cadre de la plasticité le probléme du choix du coefficient de correction du cisaillement transverse se
pose car l'approche équivalente en déplacements du probléeme de Reissner formulé en contraintes fait
intervenir la non-linéarité du comportement. On ne peut donc pas en déduire, comme c’est le cas pour des
matériaux élastiques une valeur du coefficient de correction du cisaillement transverse. La plasticité (et autres
comportements non linéaires) n’est donc pas développée pour ces éléments.

2.2.3.5 Calcul de la contrainte de cisaillement et de la distorsion transverse dans code_aster

Le calcul de la contrainte de cisaillement s'effectue en considérant :
—  les équations d'équilibre en contrainte et en effort généralisé :

0,1,=0,0,+0,0,, oM +o,M, =T,

) 7
0.7, =0,0,+0,0, O,M ,+0.M =T (7)

y

—  les conditions de bord libre o _(—h/2)= O'yz(h/2):0 sur les faces supérieures et inférieures;

— des relations reliant les contraintes planes aux dérivées des moments :

0.0, =12/h 20, Mxx
axoyy=12/h3-z-8yMyy (8)
axoxy=12/h3-z~8nyy

Soit aprés intégration analytique par rapport a la variable z de oxz(z),oyz(z) et identification des

coefficients de la primitive :
—  I'expression de la contrainte de cisaillement :
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0,=T,3/2h%(1-42°/h*) o, =T -3/2h-(1-42°/1?)

—  l'expression de la déformation de cisaillement dans le cadre de la théorie de Reissner :
Y. =T.2(1+Vv)/Ek y,=v,.-2(1+v)/Ek avec k le coefficient de correction en cisaillement

- I'expression de la déformation de cisaillement dans le cadre de la théorie de Kirchoff :
Y. =T 2(1+Vv)/Ek—0,w y,=7,.2(1+Vv)/Ek—0,w

Il s'agit d'une approximation qu'on retrouve également dans [3] (eq 9).

On généralise I'expression des contraintes de cisaillement en introduisant une fonction d/iel (z) telle
que :
0.=T dliel(z) o,.=T , dliel(z)

Dans les cas classiques, on a : dliel (z)=3/(2h)-(1—4z>Ih°).

Dans des cas plus généraux (en présence de l'excentrement par exemple) a’]iel(z) doit étre
modifiée pour prendre en compte le phénoméne en présence. Pour approximer correctement la
contrainte de cisaillement, on fait le choix de postuler une forme quadratique générale pour
d]iel(z):a-zz+b-z +c¢ telle que les conditions suivantes soient respectées :

hi2
- f dliel(z)=1 relation effort tranchant-contraintes

—hil2
—  dliel(z=—h/2)=0,dliel (z=h/2)=0 condition de bords libres

La premiére condition permet de respecter automatiquement les relations d'équilibre en élasticité
linéaire tandis que la deuxiéme permet de retrouver des résultats corrects sur les bords non
contraints. L'extension de ces relations a la plasticité n'est pas trivial. Toutefois, en plasticité, on
choisit de garder une description élastique linéaire des contraintes de cisaillement.

L'expression de d]iel(z) dans le cas de l'excentrement est explicitée dans la doc de référence
dédiée [R3.07.06].
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3 Principe des travaux virtuels

3.1 Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour une plaque vaut :

hl2
WdefZI f/ (e ,0,te, 0, +y o +y o +y,0c )dV (9)
S —hl2
ou S estla surface moyenne et la position dans I'épaisseur de la plaque varie entre —//2 et +h/2 .

3.1.1 Expression des efforts résultants

En adoptant la cinématique du §2.2.1, on identifie le travail des efforts intérieurs :

We=)(e,Note N +2e N +x M _+x M +2x M +y T +y T )dS -
S
Ny | +12|0 M.\ 2|0 +hi2
N=|N :f(r dz : M=\ M Zf(r ZdZ‘T:Tx:f ¥ dz (10)
w »w ’ »w »w ’ T o
N —hl2 M —hl2 ¥ —hl2 yz
W Oy W O
N,.,N, N, sontles efforts résultants de membrane (en N/m );
M, MW , Mxy sont les efforts résultants de flexion ou moments (en N ) ;
T, Ty sont les efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (en N/m ).
3.1.2 Relation efforts résultants-déformations
L’expression du travail de déformation s’écrit aussi :
nl2 2
2
We=] [ [eCle,q)elaV=] [ [eCe+zeCk+zkCe+z’k Ck+yCyldV (11)
s —hl2 s —hl2

ou C(e, 0() est la matrice de comportement locale.

En utilisant I'expression obtenue pour W .. au paragraphe précédent on trouve la relation suivante
entre les efforts résultants et les déformations :

N=H, e+H,« +hi2 +hi2 +hi2
2
M=H,e+H k avec H,= [ Hdz,H,,= [ Hzdz, H,= [ Hzd: (12)
— —hl2 —h/2 —hl2
T=H,y
ou:
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e K,
G 0 XX XX
H.=|"" e=le |, K=k, |,Y= ¥
0 G22 Yy Yy y 7
2e o 2K o ’

Les matrices Hm,ert H_ sont les matrices de rigidit¢ en membrane, flexion et cisaillement

transverse, respectivement. La matrice Hmf est une matrice de rigidité de couplage entre la
membrane et la flexion.

Pour un comportement élastique homogéne isotrope de plaque ces matrices ont pour expression :

1 v 0 1 v 0
Eh 1 0 EW 1 0 kEh [1 0
H,=—" Vo H=——" V| H = (13)
1-vy o 1—v 12(1-v*) g o 1—v 2(1+v)\0 1
2 2

et Hmf =0 caril y a symétrie matérielle par rapport au plan z=0.
Pour un matériau orthotrope, le comportement est donné en annexe.

3.1.3 Energie interne élastique de plaque

Compte tenu des remarques précédentes, I'énergie interne élastique de la plaque s’exprime plus
habituellement pour ce genre de géométrie de la fagon suivante :

1
=5 [ [e(H, e+ o)+ (Hye+ H )+ yH y]dS (14)
N

que I'on peut décomposer de la fagon suivante :

1
= —f eH,edS énergie de membrane

membrane 2
S

1
Diion = Ef kH, kdS énergie de flexion
S

1
D i caitiement = EJ' yH,ydS énergie de cisaillement
S

couplage = 7 f (eH ;k+kH_;e)dS énergie de couplage membrane-flexion
S

3.1.4 Remarques

m

comportement : élastique, avec déformations anélastiques (thermoélasticité, plasticité, ....).

Les relations liant H Hf, Hmf a He H, a Hy sont valides quelle que soit la loi de

Pour une plaque constituée de N couches orthotropes en élasticité, les matrices H,, , Hf, Hmf
et H, sécrivent :
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N
H zth’Hmf zhnHwa z 1+1 ')Hi’Hct:ZhiHyi (15)
i=1

ou: h,/=z,,,—z,N,==% ( ,+1+Z) et H,, Hyi représentent les matrices H et Hy pour la

2
couche | .

L’homogénéisation pour des coques multicouches peut conduire a des matrices de rigidité de
membrane et de flexion non proportionnelles du type :

Cin Cun 0 Dy, Dy 0 G 0
H,=Cin Cumy 0 ’Hf: Dy Doy 0 |.H,= 011 G (16)
»
0 0 Cn 0 0 Dy,

pour lesquelles on ne peut retrouver des valeurs équivalentes du module d’Young et de I'épaisseur
permettant de retrouver les expressions classiques de la rigidité, cf. [4].

3.2 Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exergant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

+h/2 +h/2
w.=[ | F, UdV+j"F UdsS+[ [ F,.Udzds (17)
S —hl2 C —hl2

ou F,  F, F,. sont les efforts volumiques, surfaciques et de contour s’exergant sur la plaque,

respectivement. C est la partie du contour de la plaque sur laquelle les efforts de contour F, sont
appliqués. Avec la cinématique du §2.2.1, on détermine ainsi :

Wext=f (fxu+fyv+fzw+cx9x+CyGy)dS+f (poutdb vtd wty,0,+x%,0,)ds
S C

= (foutf v+ fowre, B—c.B,)dS+][ (dutd, vrd wty,B.—x.fB,)ds
S C

*oU sont présents sur la plaque :

fx, fy,fz : forces surfaciques agissant suivant x,y et z
+h/2
= f F,.edz+F e, ou e, et e, sontles vecteurs de base du plan tangent et €,
—hi2
leur vecteur normal.
¢,, ¢, :couples surfaciques agissant autour des axes x et y .
+hi2

h
cl:f (zez/\Fv).e,.dz+(i5ez/\Fs).el. ou e,e, e sont les vecteurs de base
—hl2
précédemment définis.
et ou sont présents sur le contour de la plaque :

b, P, p, :forces linéiques agissant suivant x,y et z
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+h/2

d,= J' Fc, eidz ou e, €,.e sont les vecteurs de base précédemment définis.
—hl2

X. %, :coupleslinéiques autour des axes x et y .
+h12

%= f (ze,AF,).e;dz ou e e, e, sontlesvecteurs de base précédemment définis.
—~h12
Remarque :

|Les moments par rapport a z sont nuls.

3.3 Principe du travail virtuel

Il s’écrit de la maniére suivante: 8 W ,=0W ,, pour tous déplacements et rotations virtuels
cinématiquement admissibles.

3.3.1 Cinématique de Hencky

Avec cette cinématique, il en résulte aprés intégration par parties du travail de déformation les
équations d’équilibre statique des plaques suivantes :

N,,+N, +/.=0,
*Pour les efforts : N, + N, +f =0,
r.+T7, +7.=0.
M, M, —T +c,=0,

*Pour les couples : _
M, +M —T —c=0.

ainsi que les conditions aux limites suivantes sur le contour C de S :

Nxxnx+nyny=c|>x

u=u
N, n+N n=¢, y=y
Txnx+Tyny=c|>z, ou wW=Ww
M n+M n=y, B.=0,
Mon+M n=-y, B0

ou n, et ", sont les cosinus directeurs de la normale a C dirigée vers I'extérieur de la plaque.
et 7 désigne latrace de u surC.

L'interprétation physique de ces efforts ( N, 7" et M ) a partir des équations précédentes est donnée
ci-dessous :
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zZ
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Ap -4 » Ny e — e Myx
e 3
>y i ’ /
/ N L
» Nxy 0\ xx
’ X i 1
»
Nxx Mxy

Figure 3.3.1-a : Efforts résultants pour un élément de plaque

Remarque :
N .. N, représentent les efforts de traction et N, le cisaillement plan. M . et M

representent les couples de flexion et M v le couple de torsion. T etT , sontles efforts de
cisaillement transverse.

3.3.2 Cinématique de Love-Kirchhoff

On rappelle que dans le cadre de cette cinématique, on a la relation suivante liant la dérivée de la

ow
b= "ox
fleche aux rotations : P . Aprés une double intégration par parties du travail de déformation,
w
B,= 3y

on obtient les équations d’équilibre statique suivantes :
Nxm+ ny’y+fX:0,
NW’y+ ny’x+fy=O,
*Pour les efforts de flexion et de cisaillement transverse :
M _+2M +M +fz+cy,x—cx,y=0,

Xy, Xy .y

M. *M, ~T +c,=0,
M, +M, ~T,—c,=0.

*Pour les efforts de membrane :

ainsi que les conditions aux limites sur le contour C et aux points anguleux O du contour C de S

N n+N_ n=¢,

— u=u
N, n+N_n=¢, —
. V=v
Tn+Mns,s_¢z Xn,x’ ou w=w
Mnn:XS’ Bn:_w,n:és
Mns(O+)_Mns(0_)=-[Xn(0+)_Xn(O_)]'
T,=T,n, +Tyny,
avec M, =M n +2M n.n +Myvny,
Mm,—-Mxxnxny+MXy(nx—ny)+Manny.
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e T T TR Contour

Discontinuité

Figure 3.3.2-a : Condition aux limites avec points anguleux pour un élément de plaque

Remarque :

La cinématique de Love-Kirchhoff implique que sur le contour de la plaque l'effort de cisaillement
transverse est lié au moment de torsion. On constate que l'ordre des équations d’équilibre de
flexion est plus élevé qu’avec la cinématique de Hencky. Ainsi, choisir la cinématique de
Love-Kirchhoff revient a augmenter le degré des fonctions d’interpolation car il faut une régularité
plus grande pour les termes de fleche par rapport aux termes de membrane du fait de la
présence de dérivées secondes de la fleche dans I'expression du travail des déformations. Aucun
élément de plaque du Code Aster n'utilise cette cinématique. On peut donc avoir des écarts
entre les résultats obtenus avec les éléments du Code_Aster et des résultats analytiques obtenus
en utilisant la cinématique de Love-Kirchhoff pour des structures a contours anguleux.

3.3.3 Principales conditions aux limites rencontrées [1]

AS

. Surface moyenne S v/
% \ A P "
3 A \ \ . \ g /N
y \\ \\ \‘ \\ \\ \\ \\ //,
\\ \\ '\\ \~A \\ \\ // .\\-\
» \ A \ \ A P
e de Ny K Ny oAk . Contour
\\ \\ \\ \\ \\/ ~ : :
X > \ ! ny
_\‘I
= n
X

Figure 3.3.3-a : Condition aux limites pour un élément de plaque

Les conditions aux limites fréquemment rencontrées sont regroupées dans le tableau qui suit. Elles
sont données pour la cinématique de Hencky dans le repére défini par s et la normale extérieure a la
plaque :

Encastrement | Support simple Bord libre Symétrie par rapport | Antisymétrie par
rapport a un axe
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aunaxe s S
u=0, u,=0, u,=0, u,=0,
v=0, w=0, 0,=0. w=0,
w=0, 9,=0. 0,=0.
0,=0,
0. =0.
$,=0, $,=0, $,=0, $,=0,
%, =0 $,=0, $.=0, Xs=
¢, =0, %,=0.
As=Y,
%Xn=0

u,=un,tvn,u =-un,+tvn,
0,=0,n+0n,;60=-0n+0n,
b= n+2 d)xynxny-kcl)yni,
cbs:—cbxnxny+d>xy(ni—ni)+¢ynxny,
K=K M2 g 1 R
Xs:_Xxnxny+Xxy(ni_ni)-i_x)}nxny'

avec .

N n’

B,=06,.

Remarque : on a
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4

Discrétisation numérique de la formulation variationnelle
issue du principe du travail virtuel

4.1 Introduction
En exploitant la loi de comportement, le travail virtuel des efforts intérieurs s'écrit (avec =0
jusqu'au §4.4, ce qui nenléve rien a la généralité des résultats suivants, mais permet d’alléger les
notations) :
SW,=|(5eH,e+5kH, k+5yH,y)dS
s
B I O IR E I Y T
avec: €= v, , K= By,y Y= .
¥ w,+B,
u,y v,x Bx,y+By,x
Il en résulte que les éléments de plaque sont des éléments a cing degrés de liberté par nceud. Ces
degrés de liberté sont les déplacements dans le plan de I'élément u et v , hors plan w et les deux
rotations 8, et S, .
Les éléments DKT, DKTG et DST sont des éléments triangulaires. Les éléments DKQ, DKQG, DSQ et
Q4y sont des éléments quadrilatéraux. lls sont représentés ci-dessous :
la
x|
1
Y ¢ .
2
1
2
X
Figure 4.1-a : Eléments réels
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Les éléments de référence sont présentés ci-dessous :

Ll ! M
a 3
1 2 .
(0,0) (1. & =
1 2

(-1:-1) (1,-1)

Figure 4.1-b : Eléments de référence triangle et quadrangle

On définit le repére réduit de I'élément comme le repére (g,rl) de I'élément de référence. Le repére
local de I'élément, dans son plan (x, y) est défini par I'utilisateur. La direction X/ de ce repére
local est la projection d’une direction de référence d sur le plan de I'élément. Cette direction de
référence d est choisie par I'utilisateur qui la définit par deux angles nautiques dans le repére global.
La normale N au plan de I'élément ( 12A 13 pour un triangle numéroté 123 et 12A 14 pour un
quadrangle numéroté 1234) fixe la seconde direction. Le produit vectoriel des deux vecteurs
précédemment définis Y1=NA X1 permet de définir le triedre local dans lequel seront exprimés
les efforts généralisés représentant I'état de contraintes. L'utilisateur devra veiller a ce que I'axe de
référence choisi ne se retrouve pas paralléle a la normale de certains éléments de plaque. Par défaut,
la direction de référence d estl'axe X du repére global de définition du maillage.

La différence essentielle entre les éléments DKT, DKQ, DKTG, DKQG d'une part et DST, DSQ, Q4y
d'autre part, vient du fait que pour les premiers la distorsion transverse est nulle, soit encore y=0.

La difference entre Q4 y et les éléments DST et DSQ vient d’'un choix différent d'interpolation pour
la représentation du cisaillement transverse.

4.2 Discrétisation du champ de déplacement
Si l'on discrétise les champs de déplacement de la maniére habituelle pour des éléments
isoparamétriques c’est-a-dire :
N N N N N
”:ZNi”iIVZZ Nivi’W:Z Niwi’ Bx:Z Nini’ By:ZNiByi’
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
et qu’on introduit cette discrétisation dans la formulation variationnelle du §4.1 il en résulte un blocage
en cisaillement transverse analysé dans [1] qui rend la solution en flexion contrélée par les effets de
cisaillement transverse, et non par la flexion, lorsque I'épaisseur de la plaque devient petite par
rapport a sa dimension caractéristique.
Pour remédier a cet inconvénient la forme variationnelle présentée en introduction est légérement
modifiée de telle sorte que :
— = =, _ -1
5 W= (8eH, e+5kH k+5yH,y)dS=[ (5eH,e+5x H k+5TH'T)dS (18)
S s
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ou y sont des déformations de substitution vérifiant y =y de fagon faible (intégrale sur les cotés

de l'élément) et telles que T=H_ Yy . On vérifie ainsi que sur les cotés ij de I'élément
J
f(?s—ys)dS:O avecy =w +B,

i

Deux approches sont alors possibles ; dans la premiére, celle de I'elément Q4vy , on utilise la

discrétisation bilinéaire des champs de déplacement et le fait que y est constant sur les cotés de

I'élément. Les relations sur les cotés ij permettent alors d’'exprimer les valeurs de y sur les cotés
en fonction des degrés de liberté de flexion. Dans la seconde approche, qui est celle des éléments du
type DKT, DKTG et DST, on utilise la formulation faible du paragraphe précédent qui permet de lier la
flexion aux efforts de cisaillement pour en déduire l'interpolation des termes de flexion.

4.21 Approche Q4y
Elle repose sur la discrétisation linéaire des champs de déplacement présentée ci-dessus :
N N N N
U= z l l’v ZNI z’W:ZNiwi’Bx:ZNini’By:ZNiByi: (19)
i=1 i=1 i=1 i=1
ou les fonctions N, sont données ci-dessous.
N, (i=1,n)
=1 a4
tM Q4y 1
4 3 Nl(‘é,n)—z(l—i)(l—n)
1
Ny (&)= (1+8)(1-n)
1
" Ny(&,n)=7(1+8)(1+n)
5 1
N,(&n)=,(1-¢)(1+n)
1 2
Fonctions N, pour les éléments Q4 vy
Remarque :
1
On note aussi Nl.(’g,n)zz(l+§i§)(l+nin) avec (§,,€,,§,€,)=(—-1,1,1,—1) et
(n1;n2)n3)n4):(_1)_19151) -
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4.2.2 Approche DKT, DKQ, DKTG, DKQG, DST, DSQ

Comme T =M +M etT =M  +M

XX, X Xy, y Xy, x

et M=Hf|< on en déduit que y est défini en
fonction des dérivées secondes de B et By par lintermédiaire de deux équations d’équilibre
interne et de la loi de comportement en flexion. La discrétisation retenue pour p et By , telle que

B, est quadratique sur les cotés et P linéaire, fait alors intervenir des fonctions de formes
quadratiques incomplétes sous la forme :

N 2N N 2N
Bx:Z NB oyt Z ka(xk’By:Z N Byt Z P o, avec Py=P,CietP =P.S§,
k=1 k=1 k

k=N+1 =N+1

ou C, et S, sontles cosinus et sinus directeurs du coté ij auquel appartient le noeud k& définis
X _ _ ) _ _ . (.2 2 1/2

par: C,=x;/L,=(x;—x;)/IL;S,=y,/L,=(y,—y,)IL,, Lk—(xji+yji)

Remarque :

Introduire la discrétisation précédente revient a rajouter comme degrés de liberté a I'élément des
rotations «, au milieu des cotés k de I'élément. En effet, les rotations B et B, telles que :

B,|_ B.
B, B,

sont quadratiques pour B et linéaire pour B, avec :

c S
s —-C

B,=(1—s)B,+s B,+4s(1—s)o,;B,=(1—5)B,+s B, o0 0<s=s/L <1 .
1,1

On observe ainsi que: Bsk:Bs(s':—):E

2

avec yS:w,S—i-Bs qui va permettre d’éliminer les degrés de liberté supplémentaires et de les
exprimer en fonction des déplacements et des rotations nodales.

J
(By+B, )+ . Cest la relation f(?s—ys)dSZO

Bsk o _I}‘:J
el o Bai
By~
[3[11
12( ﬁsH‘st)
Variation de Variation de Pa

Figure 4.2.2-a : Variations de [, et f3, .
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N, (i=1,n) P, (i=n+1.2n)

i=1 a3 i=4 a 6
DKT,DST

N, (x,n)=A=1-¢-n P,(g n)=4&N

: N,(x,n)=% Py(€,n)=4&n

61 X N,(x,n)=n Py(E,n)=4nA

i=1 a4 i=5 a8
DKQ,DSQ 1 ] i
M N, (& n)=7(1-%)(1-n) Py(g.n)=7(1-€")(1-n)
Ny(g )= (1+€)(1-n) Py(g.n)=3 (1-n")(1+)
T MEm=aen e PEn)=L(1-g)(1n)
B N,(g )= (1=8)(1+n) Py(g.n)=5 (1=n)(1+€)

Fonctions N, et P, pour les éléments DKT, DST, DKTG, DKQG, DKQ, DSQ.

4.3 Discrétisation du champ de déformation

La matrice jacobienne J (¢, n) est:

N N
Z Ni gxi Z Ni gyz
J= Xe Vel_|i=1 =1 | Ji 20
BET N u g, J (20)
n m 21 22
;Ninxi Z;Ni’nyl
En outre :
o| |
. . |J i a1 — \
0x = 0% avec j= J.” J'” =J'== I Ji ouJ=detJ=J,J,,—J,J, (21)
0 Y Ja Jx J —Ju Ju
oy on
On rappelle que le champ de déplacement est discrétisé par :
N k w N Wy N 0
u —
(z S el Y] et B =X M| By |+ 2 | Pl | 22)
k=1 \% k=1 k=N+1
B, B P,(E.n)
le terme entre crochets étant présent pour les éléments du type DKT, DKTG, DST , mais pas pour les
eléments Q4vy .
Remarque :
Dans code_aster, la matrice Jacobienne permet de passer de I'élément de référence au repere
local de I'élément (et non le repere global) car il est plus facile de travailler dans ce repere.
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4.3.1 Discrétisation du champ de déformation membranaire :

=

N
exx:u,x:ZNk x(g n) k_z<.]11Nk§+.]12N )uk’
k=1

v v
—, — . k
eyy_v,y_ZNky Z ]ZlNk,§+]22Nk,n)v )
k=1 k=1
N (23)
k k
2e =u +v y:k_l k‘y(g, nu+N, (€. n)v
N
. . k
Z(]lekg"‘]zsz n) (]11Nk,g+]12Nk,n)V
k=1
Soit sous forme matricielle :
€. N
—Z B .U —| Ui . .
e, |~ mk Yk ot U,= est le champ de déplacement membranaire au noeud k
k=1 v,
2e,
et:
jllNk,§+j12Nk,n 0
Bw= 0 jlek,g+j22Nk,n
j21Nk,§+j22Nk,n j11Nk,>;+j1sz,n
U,
Vi
La matrice de passage des déformations membranaires au champ de déplacement U, =| ... | dans
Uy
VN
le plan de I'élément s'écrit ainsi : B, 13,o81= (Bml Bmv) .
4.3.2 Discrétisation de la distorsion transverse
4.3.2.1 Pour les éléments finis Q4y
On discrétise linéairement le champ y constant par cété de telle sorte que :
o _ref
Y=JY
1— 1+
v - §2+—n 3
—ref __ YE _ 2 2 . _ref . . ers
Y =% = ol y estle champ de distorsion transverse dans I'¢élément
y 1-¢ » 1-¢% 4
" T)’n "’T Yy

de référence.
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+1
f(yz_(w,z-i_BE))dE:O; t==+1
En utilisant alors les relations (cf. 4.2) : : pour :1 ,
n==

J(y,—(w +B,))dn=0

-1

1
yg:z_(wj_wi-i_ﬁg['i_ﬁgj);
on établit que : pour (ij)€(12,34) et (kp)e(23,41).

ip_ 1
ynP:E <WP_W/€+ Bnp+ Bnk)"

—loc

En reportant les deux résultats ci-dessus dans I'expression de y ™ , on en déduit que :

Wy
B
er |y B v vef  ref ref p nl
vy = )EE- =| %, = |=B Tu ou u=| : | et BY=(B,,.., B, ) avec
yn Bn' un. Wy
IB\éN
ﬁnN
N N, 0
B,= kg & kg , N=4, ke[l,N], €, ., n, sont définis au 4.2.1.

Nk,r] O n/\’Nk,n
Il faut maintenant exprimer les rotations données ici dans I'élément de référence en fonction des
rotations dans le repére local.
Wi
Bxl

B " B Ev]

vk

Comme on en déduit que Y/ =B, u, ou u,.=

B'gk — J/( (l;xk
vk

:Jllk J 12k
Sk I

nk Wy

B xN
B yN

N, NV S Ny, e Ji
et Bloc:(Blacl IR BlocN) avec Blr)ck: o El fer Ek fen -On remarquera que
Niw WNg o Ny I o

la matrice Jacobienne J, est exprimée en chaque point de I'élément.

—re

Y. ' =j
y f:Bculoc avec Bc[2X3N]_JBloc .

Yy

jll j12
jZl j22

Finalement : y =
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En ce qui concerne les distorsions transverses on déduit de

TXZMxx,erMxy,yet TyZMyy,erMxy,x avec M=

B,T:‘Cx:(Bx:xx BX')’)’ Bx,xy By,xx B)’:yy B}"x)’

k=1 k:N+

1
N N

k=
ﬁx,yy:ZNk,yy(g ’7 ot Z Py W 5 77 ZNk}yé ’7

=~
Il

k=N+1 k=1

ﬁx,xv:Z Nk xy(é: 71 ‘(k+ Z PXA x)(é ’7)

k=1 k=N+1
N

et

Hll H33 2H13 H13 H23 H12+H33

H,=

H13 H23 H12+H33 H33 HZZ 2H23
H, .

N 2N N
ﬁx.xx:Z Nk xx(é:”/l) xk+ Z xk xx 4: 7’] ZN/( xx C—-C ;7

H .k que T=H B ou

ou les H; sontles termes (i, /) de

N

2 A 2
Z (Jnka,gg‘+2]||]|2ka,:q"']]szk,w)ak’
k=N+1
N

.2 . 2
z (]21ka,g§+2]21]22ka,§q+fzszk,w)0‘k’

k=N+1

N
_; k,\}(g '7) z (jlljZIka,§§+[jllj22+jl2j2]]ka,§q+j12j22ka,nq)ak’

k=N+1
2N

=
I

k=N+

N

N N
:ZNI( xx C/ ;7) }A+ Z Pyk,xv(f n)ak_z Nk xx(f ’/l) k+ Z (]Tl Py/r,fé+2j11j12P,vk’ir7+j?2Pyk,rm)ak
1 k=1

k=N+1

N 2N N N
ﬁy% :; N, }1(6 '7) k_ZN:+ Yk, 3y 5 77 o= ;Nk W 5 ’7 kZN:+1(j§]Pyk,gf+2j2]j22Pyk,§q+j§2Pyk,qn)ak’
N 2N
Brw= 2 Ni(Em) Bt 20 P (&n)a
N k=1 s +1
z Ny (&.n) Z (jlljzlPyk,gg'*'[jnjzz'*'jlz]’ﬂ]Pyk,:,,'*‘jlzjzzPyk,;m)ak

k= k=N+1

ot P,, P, et x sontdéfinisen4.2.2.
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soit encore sous forme matricielle :

Bx,xx
Bx,yy
T=H,| P |=
B«
By’)’y
By’)‘y
0 ]11N +2]11]12Nk,gn+j?sz,nn 0
0 J21Nk,§§+2J21Jzsz,gn‘*'j;sz,nn 0 w
H z 0 ]11]21Nkv§§+|:]11]22+.]12.]21]Nk'§n+.]12]22Nk,rm 0
f 0 2 N 427 i N 2 N Bxk
Il eet2 70N gt TV o, B
0 0 j;lNk’§g+2j21j22Nk’gn+j§2Nk’nn vk
0 0 j11j21Nk,§§+[j11j22+j12j21]Nkvgn“‘jujzsz,nn
2 . 2
Ck(]]lP[¢,§§+2]11J12Pk}§n+]]2Pk‘nr|)
Ck(jilPk,§g+2j21j22pk,gn+j§2Pk,m-|)
TH %0( Ck(j11jzzPk,gg"'[jlljzz"'jlzjzl]Pk,gn+j12j22Pk,nn) —
f k 2 .. .2
k=1 Sk(]llPk,§§+2J11]12Pk,§n+]lzpk,nn)
Sin Pt 2inin Py et inPy )
Sk(jnjzzpk,gg"'[jnjzz"'jlzjn]Pk,gn"’jlzjzzPk,nn)
CI(Pk,EE
C,(kann
X Wy Ccp _x B 2N
H, D Pyl By |+ z H,T, Skpk’gn o =H, 2 Py, Uy +H,T, D T,o=H,P, U +HT,T,«
k=1 8 k=N +1 [ k=1 k=N+1
vk S P/, .
S Py
.2 2 2 .
t 0 J1 Ji2 JinJ 12
. — — 2 — 2 .2 : .
ou Tu_(Tc(N+1)"'Tc2N) et T,= 0t avec t,= Jai Jo 2i01 Jm

j11j21 j12j22 jllj22+jl2j2l
J
Nous utilisons alors la relation f (y,—vy,)ds=0 avec Y,=w +B, pour chacun des cotés ij de

I'élement qui permet d'obtenir les , puisqu’elle s'écrit encore :

L,
W, w+7(C B.t+S,B,+C,B,+S:B, )+2L o, =L, y, ou

?sk:(ck Sk)}?:(ck Sk)H;tlT:(Ck Sk)H:tl[Bchfs"'Bmo‘]

ou C,, S, et L, sontdéfinis en 4.2.2.
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Remarque :

Les termes Ew et Ecﬁ correspondent a lintégration du terme Yy _ sur chacun des cétes ij de
I'élément. On évalue lintégrale en utilisant deux points de Gauss d’abscisses =+] /\/ 3 et de poids 1/2
dans I'élément de référence [—1,+1]. Ainsiles terme B, et B, peuvent-ils s’écrire :

B.=5|H,T,(PG,)T (PG )+ H T (PG,)T,(PG,) ot

1. - _
B= H P y(PG)+H P y(PG,)| .

La relation ci-dessus s’écrit encore sous forme matricielle : A a=A U,
2 LN+1 0 0 LN+1CN+1 LN+ISN+1 L
avec : Aa=§ 0 -0 |— : : H, B,
0 0 LZN LZNCZN L2NS2N

et:
-2 LN+1CN+1 LN+1SN+1 2 LN+1CN+1 LN+1SN+1 0 0 0
0 0 0 =2 LGy Ly Sin 2 Ly Crn Ly S
0 0 0 0 0 0 —2 L2N—1C2N—1 L2N—1S2N—1
4 =12 LnCn  LySy 0 0 0 0
T2l 0 0 0
0 0 0
2 Loy 1 Coney Lony Soney
-2 L2N C 2N L2N S2N
LN+1CN+1 LN+1SN+1
+ . . Hc_tl_cﬁ

LZNCZN LZNSZN
Ainsi a=A,U javecA,=A, A, ,cequiimplique T=[B,+B,A,JU, .

Remarque :
Pour les éléments DST, cette expression se simplifie un peu puisque EcﬂZO du fait de la linéarité des

fonctions de forme N, (k=1,2,3).
Cette expression est plus simple pour les éléments DKT, DKTG et DKQ puisqu’ils sont sans distorsion

1 0 O
transverse, c’est-a-dire y =0, ce quiimplique A,=|0 . 0| et
0 0 1
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b
_2/LN+1 CN+1 SN+1 2/LN+1 CN+1
0 0 0 -2/L,., C,.,
0 0 0 0 0
AM:—é 2/ Ly Cn  Sn 0 0
41... o 0 0
0 0 0
2/Lynoy Conot Saned
_2/L2N CZN S2N
formulation DKT ou DST.
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Sy 0 0 0
St 2/Lk+l Cis Sii
0 —2/Lyx-y Conoi Sones
0 0

On remarque aussi que pour les éléments DKT, DKTG I'expression des efforts tranchant est calculée a
partir de I'équilibre et non pas a partir du comportement (en partant du comportement on trouverait une
valeur nulle des efforts tranchants ce qui ne permettrait pas de réaliser I'équilibre !). Il en résulte d’apres le
§3.1.1 des contraintes de cisaillement transverse non nulles dans I'épaisseur de la plaque que I'on soit en
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4.3.3 Discrétisation du champ de déformation de flexion :
4.3.3.1 Pour les éléments Q4y

La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement de flexion s’écrit :

N N
kxx:ﬁx,x:jllﬁx,g+j12ﬁx,n:j11Z Nk,gﬂxk+jlzz Nk,r,ﬂxk’
k=1 k=1

N N
Kyy:ﬁy,y:jZIﬁ)/,§+j22ﬂy,n:j21/; Nk,gﬁ}7k+j22/; Nk,nﬁyk’

N N (24)
2ny:ﬂy,x+ﬁx,y:j11ﬂy,g"'jlzﬁy,n"'jzlﬁx,g"'jzzﬁx,n:jzlZ Nk,gﬁxk"'jzzz Nk,nﬂxk
k=1 k=1
N N
+jllz Nk,gﬁyk—i_jnz Nk,nﬂyk'
k=1 k=1
Soit encore sous forme matricielle :
Kxx N Wk
K, :kz_:l B, Up ou Uy=| .| représente le champ de déplacement de flexion au nceud
2ny ﬁyk
avec :
0 jllNk,g+j12Nk,n 0
Bfk: 0 0 jZINk,§+j22Nk,n
0 jZINk,§+j22Nk,n jllNk,§+j12 Nk,n
wy
ﬁxl
ﬂyl
La matrice de passage du champ de déplacement de flexion Uf: : aux déformations de
Wy
ﬁxN
lByN

flexion s'écrit alors : B 13,3,1=(B .-, By ) .
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4.3.3.2 Pour les éléments finis du type DKT, DKTG, DST :

La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement de flexion s’écrit :

2N N

Ko=ph, .= Jllﬁx§+]12ﬁxr] Ju Zngﬁxk+ Z P %)t Zquerk+ Z P, (Xk ,
=41

—N+l
N

K}y:ﬁy.y:jﬂﬂy,§+j22ﬁ%n:j2|(z Nk,glb)yk"i' Z Pyk,g +Jzz ZNk nﬁ}k+ z Pykn k
k=1 k=N+1 k=1 k=N+1
_ﬁ)x-‘rﬂx y_jlllg} E+J.12,Byn+].21ﬁxg+].zzﬁ”_
N 2N

Jai Zng:B + Z Pkg(xk +Jp( ZNanka+ Z Pkn(xk +Jnl( Z kgﬁyk+ Z Pyk,EO(k)

= k=N+1

kN+1 k=N +1 =

+in ZNknﬁyA"' Z Plkr](xk)

k=N +1

Pour les éléments DKT, DKTG, DKQ :

Sous forme matricielle la relation précédente s’écrit aussi en introduisant la relation 0(=A/, Ufl?

wy

ﬁxl
Ko jnBBx§+j12B5xn :By1
K, |= JuBg et inBg . U,;=B,[3xsU; ot U= : | représente
2k, JuBgeT /Byt 7 Bg et 7B, W

ﬂxN

ﬁyN

le champ de déplacement en flexion pour I'élément avec :

BBXEQZ:’EC“ —jiigc N (P Cha+ P 1O,

6 PyiisCuon _OPxriorsCrein B3p o wp ),
4L, .. 4L\, kg VT Ntk ETNTE Ntk —1,x ~ N+k -1
Py O Swas +Pass 1 CveirSee i) L

(k=2,..,N))
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6PN+1, Cyi 6P2N, Coy 3 2 )
Bﬁxn: 4LN+1n _4L2N n ’Nlin_z(PN+1’HCN+1+P2N’Y]C2N)’
3
_Z(PN+1,nCN+1SN+1+P2N_nC2NS2N)J”'!
6P C 6P C _
4LN+k,n N+k _4LN+k—1,n N+k I’Nk,n_%<PN+k,nC]2V+k+PN+kl,hC?\chl)’
N+k N+k—1
3
_Z(PN+k,nCN+k SN+k +PN+k—1,nCN+k—1SN+k—I):"'
(k=2,..,N))
6Py, 1 :Sni1 6P,y Sy 3
BByEZ 4LN+ . _4LN\é ’_Z(PN+1,§CN+1SN+1+P2N,§C2NS2N);
N+1 2N
3 2 2
NI,E_Z(PN+1,§SN+1+P2N,§S2N)"”’
6PN+"’§SN”‘ _6PN+"—L§SN”'*‘ _3_(P C S +P C S )
4LN+k 4LN+k71 4 N+k, g~ N+k™ N+k N4k —1LE “ N+k—1° N+k—-1/>
3 2 2
Nk,§_2<PN+k,§SN+k+PN+k71,§SN+k—])"”
(k=2,..,N))
6P, 1, Sy 6P2N, Sov 3
BByn:(4L — _4L : ’_Z(PN+1,nCN+1SN+1+P2N,nC2NS2N):
N+1 2N
3 2 2
Nl,n_z(PN+1,nSN+1+P2N,nS2N)"“’

6P, . S.. 6P S 3
N+k,n® N+k N+k—1,nY N+k—1
- - - ’__(PN+k,nCN+kSN+k+PN+k71,nCN+k—1SN+k—1)’

4Ly 4Ly k- 4

3 2 5
Nk,ﬂ_z(PN+k,nSN+k+PN+k—1,nSN+k—1):"'
(k=2,..,N))

Pour les éléments DST, DSQ :

La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement en flexion s’écrit aussi sous
forme matricielle :

Ky N 2N Wy

K, :Z B g U+ Z Bfukauk ol Uﬂ,kz Bl et Ufuk:ak représentent le champ
k=1 k=N+1

2ny ﬂyk

de déplacement de flexion au noeud k, de telle sorte que :
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0 jllNk,§+j12Nk,n 0
B¢, =|0 0 JuN et inN, | et

0 jZINk,’§+j22Nk,n jllNk,§+j12Nk,n
jllpxk,g+j12ka n
B, = jZIPyk,§+j22Pykn
jllek,§+j12Pyk,n+j21 ka,§+j22ka,n

wy
Bx]
B,
La matrice de passage du champ de déplacement de flexion Uf:(UfB,(x) avec UfB: : et
Wy
BxN
ByN
&y
x=| : aux déformations de flexion s’écrit alors :
Ry

Bf[3><4N]:(B/ﬂI’”" BfBN’ Bfu(N+1):"'r BfuZN):(BfB[3X3N]’ B/‘u[3><N]) .

4.4 Matrice de rigidité

Le principe des travaux virtuels s’écrit de la maniére suivante : 8§ W _ =8 W, soit encore en

élasticité¢ §U” KU=F&U sous forme matricielle ou K est la matrice de rigidité provenant de
'assemblage dans le repére global de 'ensemble des matrices de rigidité élémentaires.

441 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments Q4y
SWw=)[8e(H,e+H, «)+5k(H, e+Hk)+3yH, yldS=
f(s U@B,’,;Hm B,U,+8U,B,H, B, U+3UB;H,,B,U,+8U;B,H B, U,

+6UTBTH ,B.U,)dS=
jB H,B,dS)U,+5U} jB H,B,dS)U,+dU", J'B,TnHme,-dS)Uf

+8U 7 fB H, B,dS)U

T T _ T T T T T
+8 Uf(f B'H,B.dS)U,=8ULK U +8U"K, U +8ULK, U, +8UK, U, +8U K U,
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avec K =K’ -
o U,| .
Ceci s’écrit encore : 8 Wi, =8 U,,,8 Uj) K U ou
7

44.2

Km[2N><2N] Kmf[sz3N}

K[SNXSN}_ est la matrice de rigidité de I'élément.

Kooy K pianon)+ K eiansn)
Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKTG, DKQ

Puisque la relation y =( est satisfaite, on peut écrire :

oWe=[de(H, e+ H, k)+dx(H, e+ H k)dS=

j'(aUTBTH B,U,+dU.BLH, B, U +U, B H, B,U,+dU, B H B, U ,)dS=

6U fBHBdS)U+6U jBHBdS)U+6U fBH B,dS)U

(25)

+ U7 jBH B, dS)U —6UKU+6UKU+6UK LU UK, U,

avec K = K

U
Ceci s'écrit encore : & Wiy, = (6 U,,o Uj) K

m

P

Km[2N><2N] Kmf[2N><3N]

ol Kisyxsn= est la matrice de rigidité de I'élément.

T
Kmf[3N><2N] Kf[3N><3N]

4.4.3 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ

6me—f6eH e+H, k)+0k(H, e+ H k)+8TH,' TdS =

f((SU BTH B,U,+8U,B,H, B,U+3U;B,H,B,U,+3U;B H B,U,

m=m
e

+6U/ﬁB H.'B, s UptdlU, TB(/fH B oH—fSOLB He 'B, ney +60( Bl H.'B, oa)dS=

sU! fB H,B,dS)U,+8U" J"B H,B,dS)U,+8 U, ( J"B,,,H B,dS)U,+8U} fB H,,B,dS)U,

+8 Uf,,(f Bl H, B,dS)U ,+8 Ui/f(J'BfT/IH;lB(,adS)a-i-é aT(meH B,dS)U 4+’ ([ B! H.'B, dS)a=

e

6UKU+dUKU+6UK U+6UKMU+6UK U+6UK 0(+60<K U+60(K W&
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444

4.4.41

4442

On sait aussi que U,=(U,,, ) douil résulte que :

— T .
Kfll_f B.fl)’ H.f B.flf ds;

% % _s '
Kf-: '7{” /121 avec Kle‘f B;BH.fB.fadS’
T K 2 y
. _ T
K =] B H,B,dS.
—_— T .
( K= B,H, B,dS,
K =K K avec : r
mf mf 11 mf 12 _ T
K, .=) BLH, B,dS.
T
K, =K, .

Utilisant le fait que a=A4,U ; on en déduit que :
— T T ! T
SW,=8ULK, U, +8 UK, U ,+8ULK
! T
K{.:K/.11+Kﬂﬁ+Aﬁ(Kf22+Km)Aﬁ+(K
K=Kyt K4,

'

T . .
wUpgtdUyK, U, ou:

f12+Kﬁa)Aﬁ+A;(K§12+K;a)

m Km[2N><2N] K’mf[ZNX3N]

Ceci s'écrit encore : & ant=(6 U,,d Uﬁg) K

ou K[SNXSN]: T .
fﬁ) K mf [3NX2N] Kf[3N><3N]

est la matrice de rigidité élémentaire pour un élément de plaque.

Assemblage des matrices élémentaires

Le principe du travail virtuel pour 'ensemble des éléments s’écrit :

nb elem
SW, = >, sW. =6U"KU (26)

e=1

ou U est 'ensemble des degrés de liberté de la structure discrétisée et K provient de 'assemblage
des matrices élémentaires.

Degrés de liberté

Le processus d’assemblage des matrices élémentaires implique que tous les degrés de liberté soient
exprimés dans le repére global. Dans le repére global, les degrés de liberté sont les trois
déplacements par rapport aux trois axes du repére cartésien global et les trois rotations par rapport a
ces trois axes. On utilise donc des matrices de passage du repére local au repére global pour chaque
élément. Or on a vu précédemment que les degrés de liberté des éléments de plaque sont les deux
déplacements dans le plan de la plaque, le déplacement hors plan et deux rotations. Ces rotations
n'étant pas exactement les rotations par rapport aux axes de la plaque puisque

p.(x,y)=0 (x,y),B,(x,y)==0.(x,y) il faut en tenir compte au niveau de I'assemblage

pour faire apparaitre les bons degrés de liberté 0 Gyi :

Rotations fictives
Cas général :

La rotation par rapport a la normale a la plaque est considérée comme n’étant pas un degré de liberté.
Pour assurer la compatibilité entre le passage du repére local au repére global, on rajoute donc un
degré de liberté supplémentaire local de rotation a la plaque qui est celui correspondant a la rotation
par rapport a la normale au plan de I'élément. Ceci implique une expansion des blocs de dimension
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(5,5) de la matrice de rigidité locale en des blocs de dimension (6,6) en ajoutant une ligne et une
colonne correspondant a cette rotation. Ces lignes et ces colonnes supplémentaires sont a priori
nulles. On effectue alors le passage de la matrice de rigidité locale élargie a la matrice de rigidité
globale.

Dans la transformation précédente, on s’est contenté de rajouter les rotations par rapport aux
normales au plan des éléments sans modifier I'énergie de déformation. La contribution a I'énergie
apportée par ces degrés de liberté supplémentaires est en effet nulle et aucune rigidité ne leur est
associée.

La matrice de rigidité globale ainsi obtenue présente cependant le risque d’étre non inversible.

Pour éviter ce désagrément, il est admis d’attribuer une petite rigidité a ces degrés de liberté
supplémentaires au niveau de la matrice de rigidité locale élargie. Pratiquement, on la choisit entre
107% et 1072 fois le plus petit terme diagonal de la matrice de rigidité de flexion locale. L'utilisateur
peut choisir ce coefficient multiplicatif COEF _RIGI DRz lui-méme dans AFFE CARA ELEM ; par

défaut il vaut 107° .

Cas particulier des DKT :

Il est possible d'adjoindre un sens physique au ddl DRZ souvent appelé « drilling rotation » en
référence a une tendance de la plaque a se mettre en torsion. Dans ce cas, l'écriture de la
cinématique associée a ce ddl est :

_Lov _ou,
7 2'9x 0y’

A cette cinématique, on adjoint une quantité duale T qui est équivalent au moment de torsion de la
plaque pour obtenir 0 . La difficulté pour intégrer cette nouvelle cinématique dans I'écriture classique
des DKT c'est :

- Adopter un cadre variationnel permettant d'introduire une rigidité non pas fictive mais réelle liée a la
rotation de la plaque,

- Introduire une discrétisation de 0, et T .

On note par :

1,0 0
- VZ U :2_<6‘_V —a—u) I'opérateur différentielle qui permet connaissant les valeurs de déplacement
X Y

membranaire de calculer la cinématique de « drilling rotation ».
- Y estun réel strictement positif.

On renforce la cinématique ( ViU —0,=0) par une méthode de Lagrangien augmenté.

+h/2 +h/2
swe,= [ [e(H, e+H  k)+ox(H, e+H k)dS+ | f((VZU—BZ)—ir)r*dQ
—hl2 e —hl2 e

On a une deuxiéme condition qui est t=2y(V?U —8,) sufisamment petit pour garantir un

renforcement faible de la cinématique autour de DRZ. Avec cette nouvelle écriture variationnelle, le
cadre d'étude classique des DKT est enrichie. Notamment on peut s'attendre a une reponse
cinématique différente avec les modéles de DKT classique qui n'intégrent pas de rigidité physique
autour de la normale. On voit bien qu'on fait apparaitre tout de méme une pénalisation de la condition
cinématique physique ( T suffisament petit). C'est une faiblesse de la méthode actuellement : sa
dépendance en fonction de VY .

On interpole désormais 0, aux points de Gauss grace aux valeurs nodales de 0, de I'élément en
utilisant les fonctions de forme linéaire N . De méme on calcule 'opérateur différentiel VZ U grace
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aux valeur nodales de wu,v de I'élément en utilisant les fonctions de forme linéaires N et les
polyndbmes incomplets P . Apres discrétisation, on obtient la forme matricielle suivante :

K[6N><6N] L'c
L (1Y)
L —r7 =

T —1

F int
0

Enfin, comme on ne veut pas faire apparaitre un degré de liberté sur les ddl supplémentaire T on va
procéder par une méthode de condensation staitque qui donne finalement :

1 ini
(K[6N><6N]_L-: FTL:)U:FI

On a enrichi le cadre cinématique avec un impact sur la matrice de rigidité globale du systéme.

4.5 Matrice de masse

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle

suivante :
+hl/2 . B
swe = [ [ pududzds=[p, (idu+idv+ivdw)+p, (idB +V3B,+j du+p dv)
—hi2' S s
+h/2 +h/2 +hl2
avec p, = f pdz,p, = f pzdz,etp,= f pz’dz .
—hi2 ) )
Remarque :

Si la plaque est homogéne ou symétrique par rapport a z=0 alors P s =0. On considére dans
la suite de 'exposé que c’est toujours le cas.

4.5.1 Matrice de masse élémentaire classique
4.51.1 Elément Q4y

La discrétisation du déplacement pour cet élément fini est :

Uy
N Vk
u=2 N fw | 1k=1 N (27)
k=1
ﬁxk
ﬁyk

La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de
translation et de rotation, a alors pour expression :
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M,, 0 0 Mmf 0
0 M, 0 0 M,
M=l 0 0 M, O 0 (28)
T
M,/ 0 0 M, 0
T
0 Mmf 0 0 M !
avec :
— T _ T _ T
Mm—! p,N'NdS Mmf—! P, N'NdS Mf—£ p,N'NdS ot N=(N,--N,| (29)

4.51.2 Eléments du type DKT, DST

w N Wi

Comme | ., ZZ N (&) B |+ Z P,(€,n)|x ou x=A, U, onen déduit que :
'By . ,Byk e Pyk(g’n)
w N Nk(E,n) 0 0 W,
B. :kzl N,m(‘é,n) N,OCX(E,Y]) kxy(g’n) B (30)
ﬁy - Nkyw(g)n) Nkyx(g’n) kyy(gln) ﬂyk

La partie membrane de la matrice élémentaire de masse est la méme que pour Q4y avec k=3 au
lieu de k=4 dans N . La partie flexion se compose des blocs kp ( kiéme ligne et piéme
colonne ) suivants :

NowN ot NN+ pu NN Jp, Ny N, +N N, NN, +N, N
p, NN, AN N, Ny N ANGN,. NN, +N, N,
kaprxw+Nknypy Ny N ANGN,. NN, +N, N

4.5.2 Matrice de masse élémentaire améliorée

Comme la fleche d’une plaque en flexion peut difficilement étre représentée par une approximation
linéaire, on peut enrichir les fonctions de forme pour les termes de flexion. Cette approche est utilisée
dans code_aster pour les éléments du type DKT, DST et Q4y ou les fonctions de forme utilisées dans
le calcul de la matrice de masse de flexion sont d’ordre trois. L'interpolation pour w s’écrit ainsi :

N
w=2, N (8wt Ny (Em)w Ny (En)w
k=1
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ou les fonctions de forme sont données pour le triangle et le quadrangle dans le tableau suivant :

DKT,DST
mn DKQ,DSQ,Q4y
3 4 I;q 3
% E
1 4 2 g il e
1 ‘é 2
Interpolation A=1-¢—n i=1al2
pour w i=1ao9 _1_ . _ 2 2 e
N (£, m)=3N— 204280 Nl(E,n)—g(l €)(1-n)(2—€—n"—E—n)
V(€ n)=NE+EN2 Na(gn)=g (1-8)(1-n)(1-€)
N5(€,n)=A"n+EnA/2 | 2
N,(g,n)=38—28'+28Enn | N3(En)=g(1-8)(1-n)(1-n)
Ns(‘é,n)=2( 1+E)—EnA 1 _ 2 2 e
N (£.n)= n+§n?\/2 N4(E,n)—8(1+‘é)(1 n)(2-€-n"+€-n)
No(E =320 280N |y (g n)=—g(1+8)(1-n)(1-€)
N(€,n)=n’E+EnA/2 |
No(&,n)=n’(=1+n)=Enx | Ne(&n)=g(1+E)(1=n)(1-n")
N(E )= (148)(1+1)(2-E —n’+E+n)
Ny(gn)=—g (148)(14n) (1-€)
Ny(g )= (1+8)(1+n)(1-n°)
Noo(€.1)=(1-8) (1) (2 €=’ ~&+n)
Ny (€)= (1-8)(14+n)(1-€)
Noa(gn)=g(1=8)(1+n)(1-n)

Fonctions d’interpolation pour la fleche des éléments du type DKT, DST, DKTG et Q4G,
en dynamique et en modal.
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4.5.2.1 Eléments du type DKT

On sait que dans 'approximation de Love-Kirchhoff on a ﬁxz—w_x et [)’),Z—w_y en tout point de
I'élément.

Du fait de la discrétisation énoncée ci-dessus on a :

N
Z (k=1)N+1 (&, n)w,+ (JllN(k—l)N+2(§’n)+J21N(k—1)N+3(E’n))Wxk+(‘] 2N - 1N+2(§ n)

+J22N(k—l)N+3<§:n))W/
Ju Jn
Ju In

o [ Wk | = Wk
puisque : =
W,yk

,nk

Ceci s’écrit encore :

N
Z_: (k—1)N+1 (€, n)wk+Nk 1N+2(§ n)ﬁvk—i_Nk l)N+3<E n),B

N(k_l)N+1(§:n):N(k—l)N+1(E’n)
ou N(k—l)N+2(§,n):'JHN(k—l)N+2<E:n)_leN(k—l)NH(E’n) :
N3 (8)=J N oy (8n) =I5 Ny ves(€01)

En ne tenant pas compte des effets d’inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M

. 0
M= 0 M,
0 0

oa M,;=[ p,N'Nds. (31)
S

2o o

4.5.2.2 Eléments finis du type DST

On sait que pour ces éléments on a B =y —w et B =y — ou la distorsion y est

constante sur I'élément.

» ¥

Comme :

N
W:Z N(kfl)NJrl(E’n)wk+(J11N(k71)N+2(§’n)+J21N(k71)N+3(§’n))W,xk+(J12N(k71)N+2(§’ n)

k=1

+J22N(k71)N+3(§’n))W
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on peut aussi écrire :

N
W:Z N(k—l)N+1(§:n)wk+N(k—l)N+2(§:n)ﬁxk+N(k—l)N+3(§:n)ﬁyk

k=1
+(J117X+J12)_’ )SN k-1 N+2(§’n)+(J21Yx+‘]22)7y)SN(kfl)N+3(EJ,n)
(k=1)N+ (E ﬂ)
ou: N(k—l)N+2(E T]) —J, Nk IN+2(§ Yl) N(k—])N+3(E:n) ,

—J N 1N+2(§ n)—J 22N(k—1)N+3(§:n)

ZNk1N+1§n k1N+1En)

Mz Mz

ZN(k—l)N+2(E n)— Nk 1N+2(§:T])

k

=

ZNk 1)N+3 (€. :;Nk 1)N+3 (€,n)
w, w,
B B
; Bal | A
et |°7|=H,'[By+B, Al : =T,,| :
¥y Wy Wy
B B
By By

On obtient alors I'interpolation pour w :
W:kZIN(,/,cfl)NH(E:n)wk+N(’I;71)N+2(E’n)ﬁxk+N(,l;71)N+3(§:n),Byk
N(’ N+1(E n)=N (k- 1N+1(§ n)+
(JUTW< (k= 1>N+1)+J12Tw,<2,<k—1>zv+1))ZN<_,-_1>N+2<z,n>+
(Lo Ty (Lk= 1IN+ 1)+, T (2,(k=1)N+1)) 22 N,y i5(E,m)
N(k 1N+2(§ n)= Nk 1N+2(§ n)+
ou: (JllTyw( (k= 1)N+2)+J12Tyw(2a(k_l)N+2))ZN(_/—I)N+2(grn)+
(o Ty (L(k=1)N +2) 4+, T, (2,(k=1)N+2)) 2N,y a(€,1)
N(k 1N+3(§ n)= Nk 1N+3(§ n)+
(T, (LE=1)N+3)+J , T, (2,(k=1)N+3)) D N, ynia(Em)+
(o Ty (L(k=1)N+3)+J 5, T (2,(k=1)N+3)) D N1y y15(E.)
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En ne tenant pas compte des effets d’inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M

0 0

M= 0 Mm 0 ol Mf:f pmN N dS. (32)
S

0 0 M,

4.5.2.3 Eléments du type Q4y

On procéde de la méme fagon que pour les éléments du type DST mais avec :

Wy
ﬂxl
N ﬂyl

=B.| M | ou B, estlamatrice établie au §4.3.2.1.
Wy
J
B

4.5.2.4 Remarque

453

454

On néglige dans l'expression de la matrice de masse élémentaire les termes d’inertie de rotation

f pf< B.OPB,+ Byé By)dS car ces derniers sont négligeables [5] par rapport aux autres. En effet un
s

facteur multiplicatif de h?/12 les lie aux autres termes et ils deviennent négligeables pour un rapport
épaisseur sur longueur caractéristique inférieur a 1/20 .

Assemblage des matrices de masse élémentaires

L’'assemblage des matrices de masse suit la méme logique que celui des matrices de rigidité. Les
degrés de liberté sont les mémes et I'on retrouve le traitement spécifique aux rotations normales au
plan de la plaque. Pour des calculs modaux faisant intervenir a la fois le calcul de la matrice de
rigidité et celui de la matrice de masse, il faut prendre une rigidité ou une masse sur le degré de
rotation normale au plan de la plaque de 10® a 10° fois plus petite que le plus petit terme diagonal de
la matrice de rigidité ou de masse pour les termes de flexion. Cela permet d’inhiber les modes
pouvant apparaitre sur le degré de liberté supplémentaire de rotation autour de la normale au plan de
la plaque. Par défaut, on prend une rigidité ou une masse sur le degré de rotation normale au plan de
la plaque 10° fois plus petite que le plus petit terme diagonal de la matrice de rigidité ou de masse
pour les termes de flexion

Matrice de masse « lumpée »

L'utilisation d’'une matrice de masse « lumpée » présente deux avantages : elle est plus simple a
mettre en ceuvre numériquement et elle permet une meilleure convergence . Cependant les résultats
sont moins bons qu’avec le schéma classique (matrice consistante) pour lequel I'erreur est minimale
[6] . La matrice de masse lumpée n’est en principe préconisée que pour les calculs transitoires
utilisant un schéma explicite d’intégration temporelle, lequel s'utilise presque exclusivement en
dynamique rapide. Contrairement aux calculs aux schémas implicites ou a chaque incrément (et a
chaque itération Newton en cas non-linéaire) on assemble et inverse une matrice, déterminée comme
une combinaison linéaire entre la matrice de rigidité, la matrice de masse et la matrice
d’amortissement, dans les calculs explicites seulement la matrice de masse est assemblée et
inversée. Donc, en utilisant une matrice de masse diagonale le gain en terme du temps CPU de la
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4.5.5

résolution ainsi que le gain en terme du stockage des matrices sont énormes par rapport a l'utilisation
d’'une matrice masse consistante.

Code_Aster n’étant pas un code spécialisé en dynamique rapide, cet avantage de la matrice
diagonale n’est pas exploité. L'option de la matrice de masse lumpée n’est donc qu'un choix de
modélisation, permettant des comparaisons éventuelles a d’autres codes de calcul.

On présente ici deux méthodes pour diagonaliser une matrice de masse cohérente. Il sera également
montré en quoi le choix entre les deux méthodes est conditionné par le choix sur la matrice cohérente
entre la classique (§4.5.1) et 'améliorée (§4.5.2).

La technique sans doute la plus simple pour obtenir une matrice lumpée est de retenir la valeur
diagonale pour chaque degré de liberté comme la somme des éléments de la ligne de la matrice
cohérente. D’ailleurs, on rappelle que la propriété la plus importante d’'une matrice de masse lumpée
est qu’elle permet de représenter correctement un mouvement du corps rigide. Elle est satisfaite par
la méthode de « sommation par ligne», mise en équations de la maniéere suivante :

M=
B

Malheureusement la sommation des lignes ne garantit pas que tous les termes M”é soient positifs.

Les termes négatifs apparaissent notamment en utilisant la matrice de masse cohérente améliorée
(mentionnée dans §4.5.2). Pour cette raison et pour la plupart des éléments dans Code_Aster, on a
opté pour une autre approche, due a Hinton (voir [6]), ou les termes diagonaux correspondant aux

directions x , y , z , M5 , M7 et MY ,sontcalculés comme :

fpdV fpdV fpdV
Max: Vv Maa May: Vv Maa Maz: Vv Maa (33)
R W T

B B B

ou les indices o correspondent aux numéros de nceuds. Bien que la méthode de Hinton soit
généralement plus robuste, elle est inadaptée aux éléments plaque et coque, puisque [eq. 33] ne

permet pas d’inclure les termes d'inertie, les termes M‘L définis dans [eq. 33] ayant forcément les
unités de masse et jamais d’inertie.

Par conséquent, pour les éléments traités ici on modifie le calcul de la matrice de masse consistante
servant au calcul de la matrice de masse lumpée. On adopte la méthode classique décrite dans
§4.5.1 pour la matrice de masse cohérente, puis I'approche de « sommation par ligne» pour le
lumping. L'option impactée de code_aster est MASS MECA EXPLI et seulement pour les éléments
DKT et DKTG . Pour les autres on ne dispose pas de la matrice de masse lumpée.

Modification des termes d’inertie

La matrice de masse lumpée décrite dans §4.5.4 est peu efficace pour un calcul en dynamique
explicite, ou le pas de temps de stabilité est fortement pénalisé par un mauvais conditionnement de la
matrice de masse. Les termes correspondant aux rotations, c’est-a-dire les termes d’inertie sont les
principaux coupables, puisque bien plus petits que les termes de translation, c’est-a-dire les
déplacements. Pour cette raison, on a proposé dans [7] une méthode pour modifier les termes
problématiques tout en évitant de dégrader la qualité de la solution. Bien qu’ancienne et pas tout a fait
rigoureuse I'approche proposée dans [7] est largement référencé par la littérature du domaine et n’ a
pas été vraiment sujette a des améliorations remarquables.

On se focalise sur les termes dus a la flexion, (9x , Hy et W(Zuz) , les termes correspondant a la
membrane étant obtenus d’une maniére classique et appliquée aussi aux éléments 2D. La matrice de
masse M définie §4.5 devient :
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h3
— 0 0
12
M =m® 0 hl 0 (34)
12
0 0 &

ou A estI'épaisseur de la plaque et ;% défini comme :

m“ﬂ:f pNaNﬂdS (35)
N

On note que [eq. 34] et [eq. 35] sont équivalentes a [eq. 2.3-1] pour la cinématique de plaques. Dans
[7] on propose de construire la matrice lumpée a partir de [éq. 2.5-2] en utilisant la quadrature de
Lobatto, dont les variantes sont le schéma trapézoidal et le schéma de Simpson, ou les points
d’intégration coincident avec les nceuds. La construction de la matrice de masse se fait a travers un
élément fini de poutre, linéaire et a deux nceuds, en utilisant le schéma trapézoidal, conduisant a :

1
— 0 0 O
A
Mgout:lpLA 0 1 0 0 (36)
20 o o L o
A
0 0 0 1
pour laquelle le vecteur de degrés de liberté s'écrit comme (0, w, 6, w, T4 , L et [

sont l'aire de la section, la longueur et le moment d’inertie de I'élément poutre, respectivement.
L'utilisation de la matrice [égq. 36] semblant trop restrictive par rapport a la condition de stabilité, on
propose dans [7] plutét :

a 0 0 0
MpOm:lpLA 0 100 (37)
2 0 0 a O
0 0 0 1

ou le parametre o est introduit afin que son ajustement puisse maximiser le pas de temps de
1
stabilité. Selon [7] sa valeur optimale serait 0z=§L2 . En appliquant directement ces résultats par

analogie aux plaques, on remplace la matrice de [éq. 34] par :

hA°
— 0 0
8
MP=m? hAC (38)
0O — O
8
0 0 A
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4.6

4.6.1

4.6.2

ol A° estl'aire de I'élément considéré. Dans le passage de la poutre a la plagque on a supposé une
certaine équivalence entre la longueur de I'élément poutre et l'aire de I'élément plaque, de sorte que
A°~[* . On rappelle que la démarche proposée dans [7] n'est pas rigoureuse du point de vue

géomeétrique et qu’elle se focalise sur la maximisation du pas de stabilité. Dans la version implantée,
on s’assure de l'effet souhaité de la modification de [éq. 34] a [éq. 37] en utilisant :

h3 Ae
= 0 0
maxiT,7g )
MY =m® . . h_s h_/f) . (39)
12°
0 0 h

car [éq 37] n’est intéressante que pour les maillages grossiers, a priori plus courants, tandis que [éq.
34] devient favorable pour des maillages trés fins.

Flambement linéaire

Le flambement linéaire se présente comme un cas particulier du probléme non linéaire géométrique. I
est basé sur 'hypothése d’une dépendance linéaire des champs de déplacements, de déformations et
de contraintes par rapport au niveau de charge.

Champ de déformation

A partir de 'hypothése de Kirchhoff, les composantes du tenseur des déformations de Green Lagrange
sont liées aux composantes du déplacement dans le plan de la plaque de la fagon suivante :

1
Ex M‘ EBi Bx,x
Tz By, (40)

— 1 2
y 2y —B
277 B, ,*B, )

(B.B.)

Que l'on peut exprimer sous la forme suivante :

€=e,tey,TzZK
avec

<e,>=<u v (u  +v )> déformations linéaires de membrane
121
<e,, >=< 5 B 5 B, B,.B,> déformations non-linéaires de membrane

<k>=<B . B B, B, > déformations linéaires de flexion

».y

Matrice de rigidité géométrique [K]

A partir de la deuxieme variation de I'énergie interne de déformation et des déformations non-
linéaires, on obtient la matrice [KG] suivante :

Manuel de référence Fascicule r3.07: Eléments mécaniques a surface moyenne

Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



CO d e_AS te r Version 13

Titre : Eléments de plaque : modélisations DKT, DST, DKTG [...] Date : 28/06/2018 Page : 46/61
Responsable : KUDAWOO Ayaovi-Dzifa Clé : R3.07.03 Revision
8636988ae1 37
N N_|low . »
[o<ow sw > Twll®Wd gy —<sul>[K {5 ul} (41)
s ' SN, N,l|dw,

Que I'on peut écrire sous la forme suivante :

<8uy>[Ko{8uyy=<8u,>[ [B,)[NIBy] dS{5u])
Avec

[N]=| = xy] les efforts normaux

i NX)’ N)’y

<”{l > les degrés de liberté de flexion

[BNL] la matrice reliant les déformations quadratiques aux degrés de
liberté
Remarque :

Le flambement linéaire est disponible uniquement pour les éléments DKT et DKTG avec des
mailles TRIA3 et QUADS .

4.7 Intégration numérique pour I’élasticité

Pour les éléments triangulaires DKT, DKTG et DST les matrices de rigidité sont obtenues exactement
avec trois points d’intégration de Hammer :

Cordonnées des points Poids w),
€,=1/6,n,=1/6 1/6
€,=2/3,m,=1/6 1/6
€,=1/6,1,=2/3 176

1 1-%¢ n

f f (€.,n)dnde= zwiy(i,»m)

0 0 i=1

Formules d’intégration numérique sur un triangle (Hammer)

Pour les éléments quadrangles DKQ, DKQG et DSQ une intégration de Gauss 2x2 est utilisée pour les
matrices de rigidité.

Cordonnées des points Poids w,
g, =13 m,=1/3 1
€,=1/3m,=—1/{3 1
€,=—1/\3;n,=1/{3 1
§3 —13:m=—1//3 1
1 1-% n
J | v n)dnde= zw,-y(&,n,»)
0 0 i=

Formules d’intégration numérique sur un quadrangle (Gauss)
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4.8 Intégration numérique pour la matrice de masse

4.9

Pour les éléments triangulaires DKT, DKTG et DST les matrices de masse sont obtenues avec quatre
points d’intégration.

Pour les éléments quadrangles DKQ, DKQG et DSQ les matrices de masse sont obtenues avec une
intégration de Gauss 3x3.

Intégration numérique pour la plasticité et autres lois non linéaires

Lintégration sur la surface de l'élément est complétée par une intégration dans I'épaisseur du
comportement puisque :

+h/2 +h/2 +hl2
Hm:f Hdz,Hmf:f szz,Hf:J' Hz’dz ot H est la matrice de comportement

—hi2 —hl2 —hl2
plastique locale (ou autres lois non linéaires).

L’épaisseur initiale est divisée en N couches d’épaisseurs identiques et il y a trois points d’intégration
par couche (sauf pour les éléments DKTG et DKQG qui n'ont qu’'une seule couche et un point
d’intégration dans la couche). Les points d’intégration sont situés en peau supérieure de couche, au
milieu de la couche et en peau inférieure de couche. Pour N couches, le nombre de points

d’'intégration estde 2 N+1.

On conseille d'utiliser de 3 a 5 couches dans I'épaisseur pour un nombre de points d’intégration valant
7, 9 et 11 respectivement.

Pour la rigidité, on calcule pour chaque couche, en contraintes planes, la contribution aux matrices de
rigidité de membrane, de flexion et de couplage membrane-flexion. Ces contributions sont ajoutées et
assemblées pour obtenir la matrice de rigidité tangente totale. Pour chaque couche, on calcule I'état

des contraintes (0‘ o _,0 et 'ensemble des variables internes, au milieu de la couche et en

x2Sy

peaux supérieure et inférieure de couche, a partir du comportement plastique local et du champ de
déformation local (e, € & | Le positionnement des points d’intégration nous permet d’avoir les

xx’ Tyy? Txy
estimations les plus justes, car non extrapolées, en peaux inférieure et supérieure de couche, ou I'on
sait que les contraintes risquent d’étre maximales.

Cordonnées des points Poids w;,
El - 1/3
52:0 4/3
23: +1 1/3

[ y(e)de= éwiy(i,»,ni)

Formule d’intégration numérique pour une couche dans I’épaisseur

Remarque :

On a déja mentionné au §2.2.3 que la valeur du coefficient de correction en cisaillement
fransverse pour les éléments DST, DSQ et Q4y était obtenue par identification des énergies
complémentaires élastiques apres résolution de I'équilibre 3D. Cette méthode n’est plus utilisable
en élastoplasticité et le choix du coefficient de correction en cisaillement transverse se pose alors.
La plasticité n’est donc pas développée pour ces éléments.
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4.10 Discrétisation du travail extérieur

La

formulation variationnelle du travail extérieur pour les éléments de plaque s'écrit :

5 W“F! (f Su+f,8v+f.dw+msd Bx+my63y)dS+JC" (f Su+f 8v+f. dw+mSB +m,5B,)ds

En tenant compte d’une discrétisation linéaire des déplacements, on peut écrire pour un élément :

N
swe,=y [ (f Ng nldu,+f NJlen|sv+f.N,[E 6w,

k=1 §

+m N,[€n|6B,,+m N, [En|6B,)dS
+J (6. N [E ]S+, N [€, 0|6 v+ Ni[E 5w,
C

+uxNk(§:n)6Bxk+UyNk(§’n)6Byk)ds
=Z<ffok(§,n)dS+f b, N, [€,n)ds: fnyk(E,n)dS+f b, N,[€,n]ds: (42)
_ffN EndS+f¢N ‘énds me §ndS+fuN ‘én)ds

fmyNk €N dS+fuyNk ‘é,n)ds;)éUk
N N C
=Y F3U;=FsU"

k=1

La formulation variationnelle du travail des efforts extérieurs pour 'ensemble des éléments s’écrit
alors :

nbelem
S Wext: Z S szt:F(SU:(S UTFT ou U est 'ensemble des degrés de liberté de la structure
e=1

discrétisée et F provient de 'assemblage des vecteurs force élémentaires.

Comme pour les matrices de rigidité, le processus d’assemblage des vecteurs force élémentaires
implique que tous les degrés de liberté soient exprimés dans le repére global. Dans le repére global,
les degrés de liberté sont les trois déplacements par rapport aux trois axes du repére cartésien global
et les trois rotations par rapport a ces trois axes. On utilise donc des matrices de passage du repére
local au repere global pour chaque élément.

Remarque :

Les efforts extérieurs peuvent aussi étre définis dans le repére utilisateur. On utilise alors une
matrice de passage du repeére utilisateur vers le repére local de I'élément pour avoir I'expression
de ces efforts dans le repére local de I'élément et en déduire le vecteur force élémentaire local
correspondant. Pour 'assemblage on passe alors du repere local de I'élément au repere global.

411 Prise en compte des chargements thermiques
4.11.1 Thermo-élasticité des plaques

La température est représentée par le modéle de thermique a trois champs suivant [R3.11.01] :
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T(xy, x3)= " xy). Pl(x3)+TS(xy). Pz(x3)+T’(xy). Pyl x,) (43)
avec : Tm(xy) : la température sur le feuillet moyen
Ts(x ) : la température sur la peau supérieure

Y

i . B P
T (xy) : la température sur la peau inférieure

Pj(x3) : les trois polynémes de Lagrange dans I'épaisseur : |—h/2,+h/2| :

Pilxs|=1=( 20 B[ 5 Py | =2 14250 5 Pylxs|= =22 1=2x,/H (44)

A partir de la représentation de la température ci-dessus, on obtient :

*la température moyenne dans I'épaisseur :

1 p+h2 1 m B ;
Ty =g e Tl = 4T T | T )

*le gradient de température moyen dans I'épaisseur :

_ 12 p+hl2

(xy) p2 Y —hi2 T(xy’x3)x3dx3:TS(XY)_T[(XV)

Ainsi la température peut étre écrite de la fagon suivante :

T(xy,x3)=7_“(xy)+f(xy).x3/h+f(xy,x3) telle que :

n2 . W2
J:h/z T(xy,x3)—0;fih/2 x3T(xy, x3)—0 '
Si la température est effectivement affine dans I'épaisseur on a, 7=0.

Code Aster traite trois situations thermoélastiques différentes, ou les caractéristiques
thermoélastiques E , v, o« ne dépendent que de la température moyenne 7' dans I'épaisseur :

* le cas ou le matériau est thermoélastique isotrope homogéne dans I'épaisseur ;

* le cas ou la plaque modélise une grille orthotrope (aciers d’armatures de béton) ;

* le cas ou le comportement de la plaque est déduit d’'une homogénéisation thermo-élastique,
cf. [4] .

Pour les éléments de plaque en thermo-élasticité, les effets thermiques sont pris en compte par
l'intermédiaire d’efforts généralisés, en membrane et en flexion. Ainsi, dans le cas d'une plaque

homogéne, connaissant le coefficient de dilatation , les efforts thermiques généralisés sont définis
a partir des contraintes planes dans I'épaisseur par :

) +hl2 3 +hl2 [ éf |
thel:J‘ C erhe’ dx :f (XC ‘T_T}Lf)éncdx‘?

By —h12 pyne NG T3 —hl2 by e
+hl2 +hl2 | o
ther_J' ther _f _ mref (45)
MBY - —hil2 X3 CB)’)]( ent dx3_ —hl2 @ .X3 Cayng“T T }6m; dx3
her
Vi =0

B

Soit dans le cas thermo-élastique isotrope homogéne dans I'épaisseur :
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N =a.C h|T-T7]5 =B (7-177)5
By = . [iyn[‘ o HC_O( I_V BY’
2 2 (46)
M{"=a.C B poa B - T8, Vi=0.
Y e 12 12(1—v] Y

Les contraintes d’origine thermiques soustraites aux contraintes mécaniques habituelles sont
calculées en trois positions (sup., moy. et inf.) dans I'épaisseur :

ther 0( E
By

T—T"+T.x,/h| (47)
1—v

Dans le cas déduit de 'homogénéisation thermoélastique, cf. [4] , les efforts thermiques généralisés
sont définis par la relation générale, a partir des « correcteurs » de membrane Y, ceux de

By dil

flexion x"¥ , et celui de dilatation g

représentatif (cellule z):

, comme des moyennes sur le volume élémentaire

N;h;"=<<CMC.(X.(T—Tréf—i-f(xy).z3/h+f(xy,x3))6n§>>z+<<el_j(cBy)Cifk,.ek,(udﬂ)»z;

Méh§r=<<z3.C .0(.(T—Tref+T(xy).z3lh+T(xy,xs))6n§>>z+<<eij(x8y)C[jkl.ek,(ud”)ﬁz,'

BynT
Vther _ 0
M

Dans ce cas lorsque l'on se limite aux situations orthotropes sans couplage flexion-membrane, on
néglige le role de T(xy , x3) sur le correcteur u?’ , et on trouve donc que les efforts thermiques qui

apparaissent au second membre ont pour expression :

Nther_o( H (T_Tréf)6

By

M=« Hf T8 V=0

hz?

(48)

On ne peut cependant remonter aux contraintes tridimensionnelles complétes : il serait nécessaire de
connaitre les « correcteurs » au sein de la cellule de base ayant servi a la détermination des
coefficients de comportement homogénéisé.

Dans les situations thermo-élastoplastiques, ou bien pour les coques (éléments de la famille
COQUE_3D), il est nécessaire d’évaluer les contraintes tridimensionnelles, dont les contraintes
thermiques, en chaque point d’intégration dans I'épaisseur.

Remarque :

Remonter aux contraintes tridimensionnelles completes n’est pas immédiat pour les coques
multicouches (stratifiées) car il faut connaitre couche par couche [l'état de contrainte ; en
élasticité, celui-ci se déduit de I'état de déformation et du comportement au niveau de chaque
couche.

4.11.2 Chainage thermomécanique

Pour la résolution de problemes thermomécaniques chainés, on doit utiliser pour le calcul thermique
des éléments finis de coque thermique [R3.11.01] dont le champ de température est récupéré comme
donnée d’entrée de code_aster pour le calcul mécanique. Il faut donc qu’il y ait compatibilité entre le
champ thermique donné par les coques thermiques et celui récupéré par les plaques mécaniques. Ce
dernier est défini par la connaissance des 3 champs TEMP SUP, TEMP MIL et TEMP_ INF donnés en
peaux inférieure, milieu et supérieure de coque.
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Le tableau ci-dessous indique les compatibilités entre les éléments de plaque et les éléments de
coque thermique :

Modélisation Maille Elément fini a utiliser Maille Elément fini Modélisation

THERMIQUE avec MECANIQUE
COQUE QUAD4  THCOQU4 QUADA4 MEDKQU4 DKT
MEDKQG4 DKTG
MEDSQU4 DST
MEQ4QU4 Q4G
COQUE TRIA3 THCOTR3 TRIA3 MEDKTR3 DKT
MEDKTG3 DKTG
MEDSTR3 DST
Remarques :

Les nceuds des éléments de coques thermiques et de plaques mécaniques doivent se
correspondre. Les maillages seront identiques.

Les éléments de coques thermiques surfaciques sont traités comme des éléments plans par
projection de la géométrie initiale sur le plan défini par les 3 premiers sommets.

Le chainage thermomécanique avec des matériaux multicouches définis via la commande
DEFI_COMPOSITE [U4.23.03] n'est pas disponible dans code_aster pour I'instant.

Le chainage thermomécanique est aussi possible si 'on connait par des mesures expérimentales la
variation du champ de température dans I'épaisseur de la structure ou de certaines parties de la
structure. Dans ce cas on travaille avec une carte de température définie a priori ; le champ de
température n’est plus donné par les trois valeurs TEMP INF, TEMP MIL et TEMP SUP du calcul
thermique obtenues par EVOL_THER. Il peut étre beaucoup plus riche et contenir un nombre arbitraire
de points de discrétisation dans I'épaisseur de la coque. L'opérateur DEFI_NAPPE permet de créer de
tels profils de températures a partir des données fournies par l'utilisateur. Ces profils sont affectés par
la commande CREA CHAMP (cf. le cas-test hpla100e). On notera qu’il n'est pas nécessaire pour le
calcul mécanique que le nombre de points d’'intégration dans I'épaisseur soit égal au hombre de points
de discrétisation du champ de température dans [|'épaisseur. Le champ de température est
automatiquement interpolé aux points d’intégration dans I'épaisseur des éléments de plaques ou de
coques par la commande CREA RESU opération PREP VRC2.

Pour les éléments DKTG par contre, qui n'ont pas de sous-points dans I'épaisseur, il ne faut pas utiliser
PREP VRC2. Les trois valeurs TEMP INF, TEMP MIL et TEMP SUP sont affectées a des variables
de commande de méme nom, récupérables directement dans les programmes.
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4.11.3 Cas-test

Les cas-tests pour le chainage thermomécanique entre des éléments de coques thermiques et des
éléments de plaque sont le hpla100e (éléments DKT) et hpla100f (éléments DKQ). Il s’agit d'un
cylindre creux thermoélastique pesant en rotation uniforme [V7.01.100] soumis a un phénoméne de
dilatation thermique ou les champs de température sont calculés avec THER LINEAIRE par un calcul

stationnaire.

Rayonirtgiaer I =7195mmn
Rayoneddieur Iy, =2X05mm

FRoirt F R=200rnm
Bpeissaur h=10nm
Hateur L.=1Q0nm

N
0

La dilatation thermique vaut : T(p)—T,éf-(p):0.5(T5+T,~)+2.(TS+T,~)(I’—R)/h
avec :

«7,=05°C, T=-05°C, T,=0.°C
-7 =0.1°C, T,=0.1°C, T,,=0.°C

On teste les contraintes, les efforts et moments fléchissants en L et M . Les résultats de référence
sont analytiques. On obtient de trés bons résultats quel que soit le type d’élément considéré.
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Implantation des éléments de plaque dans Code Aster

5.2

Description

Ces éléments (de noms MEDKTR3, MEDSTR3, MEDKQU4, MEDSQU4, MEDKTG3, MEDKQG4 et
MEQ4QU4) s'appuient sur des mailles TRIA3 et QUAD4 planes. Ces éléments ne sont pas exacts aux
nceuds et il faut mailler avec plusieurs éléments pour obtenir des résultats corrects.

Utilisation et développements introduits
Ces éléments s'utilisent de la fagon suivante :

*AFFE MODELE ( MODELISATION = 'DKT' .) pour le triangle et le quadrangle de type DKT
*AFFE MODELE ( MODELISATION = 'DST' .) pour le triangle et le quadrangle de type DST
*AFFE MODELE ( MODELISATION = 'DKTG'.) pour le triangle et le quadrangle de type DKTG
*AFFE MODELE ( MODELISATION = 'Q4G' .) pourle quadrangle de type Q4y

On fait appel a la routine ITNT079 pour la position des points de Hammer et de Gauss sur la surface de
la plaque et les poids correspondants.

*AFFE_CARA_ELEM ( COQUE=_F (EPAISSEUR='EP'
ANGL REP = ( ' ' ' B ')
COEF RIGI DRZ = 'CTOR')

Pour faire des post-traitements (contraintes, efforts généralisés,...) dans un repére choisi par I'utilisateur
qui n’est pas le repére local de I'élément, on donne une direction de référence d définie par deux angles
nautiques dans le repére global. La projection de cette direction de référence sur le plan de la plaque
fixe une direction X/ de référence. La normale au plan en fixe une seconde et le produit vectoriel des
deux vecteurs précédemment définis permet de définir le triedre local dans lequel seront exprimés les
efforts généralisés et les contraintes. L'utilisateur devra veiller a ce que I'axe de référence choisi ne se
retrouve pas paralléle a la normale de certains éléments de plaque du modéle. Par défaut cette direction
de référence est 'axe X du repére global de définition du maillage.

La valeur CTOR correspond au coefficient que l'utilisateur peut introduire pour le traitement des termes
de rigidité et de masse suivant la rotation normale au plan de la plaque. Ce coefficient doit étre
suffisamment petit pour ne pas perturber le bilan énergétique de I'élément et pas trop petit pour que les
matrices de rigidité et de masse soient inversibles. Une valeur de 10" est mise par défaut.

*ELAS = F (E =young NU =nuALPHA =alpha .. RHO =rho.. )

pour un comportement thermoélastique isotrope homogene dans I'épaisseur on utilise le mot-clé ELAS
dans DEFI_MATERIAU ou I'on définit les coefficients £ module de Young, v coefficient de Poisson,

o coefficient de dilatation thermique et RHO la masse volumique ;
*ELAS ORTH( FO) = F (

E L =ygl.. ET =ygt.. G LT =glt.. G TZ =gtz.. NU LT =nult..
ALPHA L =alphal.. ALPHA T =alphat..)
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pour un comportement thermoélastique orthotrope dont les axes d’orthotropie sont L, T et z avec
isotropie d’axe L (fibres dans la direction [ enrobées par une matrice, par exemple) il faut donner les
sept coefficients indépendants yg1, module de Young longitudinal, ygt, module de Young transversal,
glt, module de cisaillement dans le plan LT, gtz, module de cisaillement dans le plan 7/ nult,

coefficient de Poisson dans le plan LT et les coefficients de dilatation thermique alphal et alphat
pour la dilatation thermique longitudinale et transversale, respectivement.

Le comportement élastique orthotrope n’est disponible qu’associé au mot clé DEFI_COMPOSITE
qui permet de définir une coque composite multicouche.

Pour un seul matériau orthotrope, on utilisera donc DEFI COMPOSITE avec une seule couche. Si on
souhaite utiliser ELAS ORTH avec du cisaillement transverse, il faut nécessairement employer la
modélisation DST. Si on utilise les modélisations DKT, ou DKTG, I'énergie de cisaillement transverse
n’est pas prise en compte.

*ELAS_COQUE (_FO) =F (
MEMB I =C1111.. MEMB LT =C1122.. MEMB T =C2222.. MEMB G LT =C1212..
FLEX I =D1111.. FLEX LT =D1122.. FLEX T =D2222.. FLEX G LT =D1212..
CISA L =Gll.... CISA T =G22.... ALPHA =alpha.. RHO =rho.. )

Ce comportement a été ajouté dans DEFI_MATERIAU pour prendre en compte des matrices de rigidité
non proportionnelles en membrane et en flexion, obtenues par homogénéisation d’'un matériau
multicouche. Les coefficients des matrices de rigidité sont alors introduits a la main par I'utilisateur dans
le repére utilisateur défini par le mot-clé ANGL REP. L'épaisseur donnée dans AFFE CARA ELEM est
seulement utilisée avec la masse volumique définie par RHO. alpha est la dilatation thermique. Si on
souhaite utiliser ELAS COQUE avec du cisaillement transverse, il faut nécessairement employer la
modélisation DST. Si on utilise la modélisation DKT, le cisaillement transverse n’est pas pris en compte.

*DEFI_COMPOSITE F (COUCHE =EPAISSEUR:'EP'

MATER = 'matériau'
ORIENTATION = ( theta ))

Ce mot-clé (cf. [R4.01.01] et [U4.42.03]) permet de définir une coque composite multicouche en partant
de la couche inférieure vers la couche supérieure a partir de ses caractéristiques couche par couche,
épaisseur, type du matériau constitutif et orientation des fibres par rapport a un axe de référence. Le
type du matériau constitutif est produit par 'opérateur DEFI MATERIAU sous le mot-clé ELAS ORTH.
theta est I'angle de la premiére direction d’orthotropie (sens longitudinal ou sens des fibres) dans le
plan tangent a I'élément par rapport a la premiére direction du repére de référence défini par
ANGL REP. Par défaut theta est nul, sinon il doit étre fourni en degrés et doit étre compris entre — 9(°

et +90°.

*AFFE_CHAR MECA ( DDL_IMPO = F (

DX =.. DY =.. DZ =.. DRX =.. DRY =.. DRZ =.. degré de liberté de plague dans
le repére global.
FORCE COQUE = F (FX =.. FY =.. FZ =.. MX = MY =.. Mz =.. ) |l s’agit des

efforts surfamques (membrane et flexion) sur des elements de plaque. Ces efforts peuvent étre
donnés dans le repére global ou dans le repére utilisateur défini par ANGL REP.

*FORCE_NODALE = F (FX =.. FY =.. FZ =.. MX =.. MY =.. Mz =.. ) |l s'agit des efforts
de coque dans le repere global.

5.3 Calcul en élasticité linéaire
La matrice de rigidité et la matrice de masse (respectivement les options RIGI MECA et MASS MECA)
sont intégrées numériquement. On ne vérifie pas si la maille est plane ou non. Le calcul tient compte
du fait que les termes correspondant aux degrés de liberté de plaque sont exprimés dans le repére
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local de I'élément. Une matrice de passage permet de passer des degrés de liberté locaux aux degrés
de liberté globaux.

Les calculs élémentaires (CALC_CHAMP) disponibles actuellement correspondent aux options :

*EPSI ELNO et SIGM ELNO qui fournissent les déformations et les contraintes aux nceuds dans
le repére utilisateur de I'élément en peau inférieure, a mi épaisseur et en peau supérieure de
plaque, la position étant précisée par l'utilisateur. On stocke ces valeurs de la fagon
suivante : 6 composantes de déformation ou de contraintes :

*EPXX EPYY EPZZ EPXY EPXZ EPYZ OU SIXX SIYY SIZZ SIXY SIXZ SIYZ

*DEGE_ELNO : qui donne les déformations généralisées par ‘élément aux nosuds a partir des
déplacements dans le repére utilisateur : EXX, EYY, EXY, KXX, KYY, KXY, GAX,
GAY.

*EFGE_ELNO : qui donne les efforts généralises par élément aux noeuds a partir des
déplacements : NXX, NYY, NXY, MxXX, MYY, MXY, QX, QY.

*SIEF ELGA : qui donne les efforts généralises par élément aux points de Gauss a partir des
déplacements : NxX, NYY, NXY, MXX, MYY, MXY, QX, QY.

*EPOT_ELEM : qui donne I'énergie élastique de déformation par élément a partir des
déplacements.

*ECIN ELEM : qui donne I'énergie cinétique par élément.

Enfin on calcule aussi l'option FORC NODA de calcul des forces nodales pour I'opérateur
CALC_CHAMP.

5.4 Calcul en flambement linéaire

L'option RIGI_MECA GE étant activée dans le catalogue de I'élément, il est possible d’effectuer un
calcul de flambement classique d'Euler aprés assemblage des matrices de rigidité élastique et
géomeétrique.

5.5 Calcul en plasticité ou autre comportement non linéaire

La matrice de rigidité est la aussi intégrée numériquement. On fait appel a l'option de calcul
STAT NON LINE dans laquelle on définit au niveau du comportement non linéaire le nombre de
couches a utiliser pour l'intégration numérique.

Pour les modélisations DKT, toutes les lois de contraintes planes disponibles dans Code Aster
peuvent étre utilisées.

Pour les modélisations DST et Q4G, seule I'élasticité linéaire est utilisable.

Pour la modélisation DKTG, les seules lois de comportement utilisées sont des lois globales (puisqu’il
n’y a qu'un point d’intégration dans I'épaisseur), reliant les déformations généralisées aux contraintes
généralisées. Ces lois sont, dans la version 9.4 : GLRC_ DM et GLRC_DAMAGE, ainsi que leur couplage
avec des lois élastoplastiques en membrane (KIT DDI).

Les calculs élémentaires disponibles actuellement correspondent aux options :

*EPSI_ELNO qui fournit les déformations par élément aux nceuds dans le repeére utilisateur a
partir des déplacements, en peau inférieure, a mi épaisseur et en peau supérieure de plaque.

*SIGM ELNO qui permet d’obtenir le champ de contraintes dans I'épaisseur par élément aux
nceuds pour tous les sous-points (toutes les couches et toutes les positions : en peau
inférieure, au milieu et en peau supérieure de couche).

*EFGE ELNO qui permet d’obtenir les efforts généralisés par élément aux noeuds dans le repére
utilisateur.

*VARI ELNO qui calcule le champ de variables internes et les contraintes par élément aux nosuds
pour toutes les couches, dans le repére local de I'élément.
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6 Conclusion

Les éléments finis de plaque plans que nous décrivons ici sont utilisés dans les calculs de structures
minces, en petits déplacements et déformations, dont le rapport épaisseur sur longueur caractéristique
est inférieur a 1/10 . Comme ces éléments sont plans, ils ne prennent pas en compte la courbure
des structures, et il est nécessaire de raffiner les maillages dans le cas ou celle-ci serait importante.

Ce sont des éléments pour lesquels les déformations et les contraintes dans le plan de I'élément
varient linéairement avec I'épaisseur de la plaque. De plus, la distorsion associée au cisaillement
transverse est constante dans I'épaisseur de I'élément. Deux familles d’éléments finis de plaque
existent : les éléments DKT, DKQ (ou DKTG, DKQG) pour lesquels la distorsion transverse est nulle et
les éléments finis avec énergie de cisaillement transverse DST, DSQ et Q4G (ou Q4y) pour qui elle
reste constante et non nulle dans I'épaisseur. On conseille d’utiliser le second type d’éléments lorsque
la structure a étudier a un rapport épaisseur sur longueur caractéristique compris entre 1/20 et
1/10 et les premiers dans le restant des cas. Lorsque la distorsion transverse est non nulle, les
éléments de plaque DST, DSQ et Q4G ne satisfont pas les conditions d’équilibre 3D et les conditions
aux limites sur la nullit¢ des contraintes de cisaillement transverse sur les faces supérieure et
inférieure de plaque, compatibles avec une distorsion transverse constante dans I'épaisseur de la
plaque. Il en résulte ainsi qu'au niveau du comportement élastique un coefficient de 5/6 pour une
plague homogéne corrige la relation habituelle entre les contraintes et la distorsion transverses de
facon a assurer 'égalité entre les énergies de cisaillement du modéle 3D et du modéle de plaque a
distorsion constante. Dans ce cas, la fleche w a pour interprétation le déplacement transverse
moyen dans I'épaisseur de la plaque.

Les comportements non linéaires en contraintes planes sont disponibles pour les éléments de plaque
DKT et DKQ uniquement. En effet la prise en compte rigoureuse d’un cisaillement transverse constant
non nul sur I'épaisseur et la détermination de la correction associée sur la rigidité de cisaillement par
rapport a un modéle satisfaisant les conditions d’équilibre et les conditions aux limites ne sont pas
possibles et rendent donc l'utilisation des éléments DST, DSQ et Q4G rigoureusement impossible en
plasticité.

Pour les éléments de la famille DKTG, seul des relations de comportement globales (relations
moment-courbures et efforts membranaires — élongations) sont disponibles.

Des éléments correspondant aux éléments mécaniques existent en thermique ; les chainages
thermomécaniques sont donc disponibles sauf, pour I'instant, pour les matériaux stratifiés.
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Annexe 1 : Plaques orthotropes

Pour un matériau orthotrope comme celui représenté sur la figure 6-1, composé par exemple de fibres de
direction [, enrobées d’'une matrice, dont les axes d’orthotropie sont [, T et Z avec isotropie d'axe [ ,

Iexpression pour les matrices H et H,, dans le repére d'orthotropie précédemment défini devient :

¥
HLL HLT 0 G 0
_ Yz
HL— HLT HTT 0 et HLY_ 0 G (49)
0 0 G, ”Z
E E E
HLL:1 - = : G.,= -
“VirVo 1=V, vy 2(1+VL2)
avec .
H :ETVLT :ELVTL :i
LT l=virvy 1=virvy ” 2(1+V72)

La connaissance des cing coefficients indépendants £, , E,, G,,, G, et Vir est suffisante pour
déterminer les coefficients des matrices H et Hy puisque :

_Evr
V=

et G,,=G,, .

L

Si I'on désigne par @ l'angle entre le repere d’orthotropie et I'axe principal du repére défini par l'utilisateur au
moyen de ANGL_REP on établit que :

H=T H,T, e H=T,H,T, (50)

c: s CS c
avec: T,=| §? C? —CS | et Tz:(—S

—-2CS 2CS C*-5§°
L
Ve
- /
T

indiqué sur la figure ci-dessous.
Figure 6-1: Plaque composite

ot C=cos0,S=sin0 et 6=(x,L) comme

Dans le cas de contraintes initiales d’origine thermique, nous avons de plus :
o, AT
0,=—T{H,|c,AT (51)
0

ou «, et o, sontles coefficients de dilatation thermique dans les directions L et T et AT la variation de
température.
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Annexe 2 : Facteurs de correction de cisaillement transverse
pour des plaques orthotropes ou stratifiées

La matrice H_ est définie de sorte que la densité surfacique d’énergie de cisaillement transverse obtenue

dans le cas de la distribution tridimensionnelle des contraintes issues de la résolution de I'’équilibre soit égale a
celle du modéle de plaque basé sur les hypothéses de Reissner, pour un comportement en flexion simple. On

doit ainsi trouver H, telle que :

+hl2
et T= f Tdz=H,Yy (52)

—hl2

+hl2

1]‘ -1 1 -1 1
TH t=-TH,T=-yH,y avec 1=
2 2 ‘ 2 ‘

O-XZ

vz

Pour obtenir H,, on utilise la distribution de T suivant z obtenue a partir de la résolution des équations
d’équilibre 3D sans couples extérieurs :

sz:_f (()'xxx Ty )dTC ;s ——f Vyy)dg avec 0,_=0, =0 pour z==*h/2.

—hl2 —hl2

Dans le cas ou il n’y a pas de couplage membrane flexion (symétrie par rapport a z=0 ), les contraintes dans
le plan de I'élément O, O, et O_ ont pour expression dans le cas d’'un comportement de flexion pure :

Xy

o=zA(z)M avec A(z)=H(z)H, .

Si H(z| et H, ne dépendent pas de x et y on peutdéterminer H, . En effet

Mxx,x_Mxy,y
T M_+M M —M
T(z)=D,(z)T+D,(z)\ ou T=| *|= = W) et N=| Wy
y Mxy_x+Myyy Myy,x
ainsi que :
_f S|4, +4y; Aitds dc
h/22 A31+A23 A22+A33
_J' ClAn—As As—An 24n 245 dc
fh/22 A31_A23 A33_A22 2A32 2A21
+hl2
C,= | D/H,'D,dz;
—hl2
+hl2 +hl2
- 1T C11 CIZ T T 1
llenrésulte que — | TH 't== ) avec: C,,= | D;H. D,dz;
+h/2
C,= | DJH,'D,dz
—hl2
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+hl2 1
Comme par ailleurs — f TH;IT:E TH;IT on propose de prendre Hct:CI_l1 pour satisfaire au mieux

—hl2
les deux équations quels que soient 7" et )\ .

+h/2

En comparant H ainsi calculée avec H,= f Hy dz on fait apparaitre les coefficients de correction de
—hi2
cisaillement transverse suivants

ol el 12 12 22,7522
kl_Hcl/Hcl ! k12_Hct/Hct et kZ_Hcl/Hcl (53)
Pour une plaque homogeéne, isotrope ou anisotrope, on trouve ainsi : H, =k H, avec k=5/6.

Remarques :
|Cette méthode n’est valide que lorsque la plaque composite est symétrique par rapporta z=0 .
* Pour un matériau multicouche , on établit que :

N h i—1
=2 z n, AT—L ZADH (X hyn, A, L2244
o 4 2 oy 2

i—1

i—1
%(zfﬂ—z?)[AiTH;l(z hpnpAp—;—zfAi)+(z hpnpAi—;—zfAiT)H;lAi] (54)
p=1 p=1
1
+£(zz‘5+1_zf)AiTH;lAi

11+A33 A13+A32

pour la couche 7.
A31+A23 A22+A33

ou: h=z, ,—z,,n,=% ( l+1+z) et A; représente la matrice

2

L e s . —1 n L, . s . .
* La validité du choix H =C,, peut étre examinée a posteriori lorsque I'on a une estimation de la

solution (champs de déplacements et de contraintes planes, notamment). On peut alors estimer
I'écart entre les deux estimations sur I'énergie. Une démarche de calcul en deux étapes pour les

plaques et coques multicouches (avec H, diagonale et deux coefficients &, et k, ) a d'ailleurs
été développée par Noor et Burton [8] et [8] .

* Dans le cas d’'une plaque homogéne isotrope ou anisotrope, I'égalité entre les deux énergies est
satisfaite au sens strict puisque D, =0 . Le choix fait ci-dessus est alors valide et aucun examen
a posteriori n’est nécessaire.
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