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Loi de comportement de plaques en béton armé
GLRC DM

Résumé :

Cette documentation présente la formulation théorique et l'intégration numérique de la loi de comportement
GLRC_DV, utilisable avec la modélisation DKTG. Elle fait partie des modéles dits « globaux » utilisés pour des
structures minces (poutres, plaques et coques). Les phénoménes non-linéaires, tels que la plasticité ou
'endommagement, sont directement en relations avec les déformations généralisées (extension, courbure,
distorsion) et les contraintes généralisées (efforts de membrane, de flexion et tranchants). Ainsi, cette loi de
comportement s’applique avec un élément fini de plaque ou de coque. Cela permet d’économiser, par rapport a
une approche multi-couches, du temps CPU ainsi que de la mémoire. L’avantage par rapport aux coques multi-
couches est encore plus important, lorsqu’un des constituants de la plaque se comporte de maniére quasi-
fragile (béton, par exemple), puisque le modele global permet d’éviter les problémes de localisation.

La loi de comportement GLRC DM modélise I'endommagement sous sollicitation membranaire et sous
sollicitation de flexion de plaques en béton armé, a l'aide de paramétres « homogénéisés ». Ce modeéle de
comportement représente donc une évolution par rapport au modéle GLRC_DAMAGE qui ne traite
I'endommagement qu'en sollicitation membranaire. La structure du modéle d’endommagement de GLRC DM
ressemble a celle de GLRC DAMAGE et sont toutes les deux inspirées de ENDO _ISOT BETON. Contrairement a
GLRC_DAMAGE, GLRC_DM ne permet pas de modéliser une éventuelle plastification, ce qui le rend moins adapté
pour simuler des chargements extrémes. De plus, le comportement GLRC DM est isotrope avant
endommagement : on néglige 'orthotropie apportée par les nappes d'armatures en acier.

On peut envisager d'utiliser le comportement GLRC DM « seul » sur une modélisation de plaques pour
représenter le béton armé, ou bien uniquement pour représenter le béton seulement en I'associant alors avec
des modélisations de grilles d'armatures d'acier, ce qui permet de représenter I'orthotropie et éventuellement la
non symétrie des nappes d'armatures. Ce dernier choix simplifie aussi le paramétrage de ce comportement.
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Introduction

1.1

1.2

Modéles globaux

Un modele de comportement de plaque dit global ou d’élément de structure, en général, signifie que la
loi de comportement s’écrit directement en termes de relation entre les contraintes généralisées et les
déformations généralisées. L’approche globale de modélisation du comportement des structures
s’applique notamment aux structures composites, par exemple le béton armé (voir Figure 1.1-a), et
représente une alternative aux approches dites locales ou semi-globales, qui sont des modélisations
plus fines mais plus colteuses (voir [bib5] et [bib6]). Dans I'approche locale on utilise une modélisation
fine pour chacune des phases (acier, béton) et leurs interactions (adhérence) et dans I'approche semi-
globale on exploite I'élancement de la structure pour simplifier la description de la cinématique, ce qui
aboutit aux modéles PMF (Poutre Multi-Fibre) ou coques multi-couches.

L’intérét du modéle global réside dans le fait que I'élément fini correspondant ne nécessite qu’un point
d’intégration dans I'épaisseur et surtout dans l'obtention d'un comportement homogénéisé. Cet
avantage est encore plus important dans I'analyse du béton armé, puisqu’on contourne les problémes
de localisation rencontrés lors de la modélisation du béton sans armatures. Evidemment, un modéle
global représente les phénoménes locaux d’'une maniére grossiére et nécessite plus de validation
avant son application aux exemples industriels.

v Plaque

Béton armé Béton

7

Q Z ZL 27 79

dx ( // //I/
/l / / ////I
7 7 7,

ezI ':
7 A ¥
| | armature diamétre ®,
feuillet moyen

Nappe d’armatures équivalente

armature diametre @, feuillet moyen

Figure 1.1-a : Dalle en béton armé.

Objectifs de la loi GLRC_DM

Le modéle GLRC DM est capable de représenter lendommagement d’une plaque en béton armé,
lorsque celui-ci reste limité, c’est-a-dire sans atteindre la rupture. Il a été inspiré par le modéle
GLRC DAMAGE et lui est complémentaire. Si GLRC DAMAGE peut aussi représenter 'endommagement,
cela n’est possible que pour le chargement en flexion sans aucun impact sur le comportement en
membrane. Sur ce point GLRC_DM est plus fidéle a la physique, mais contrairement & GLRC_DAMAGE il
ne permet pas de prendre en compte la plasticité. En étant plus simple, GLRC_DM est aussi plus
performant au niveau du co(t de calcul et de la robustesse numérique.

On vise un comportement identique dans les directions Ox et Oy ; de plus les nappes de ferraillage
supérieur et inférieur sont supposées identiques.
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2

Formulation du modéle de comportement

2.1

L'emploi de la théorie des plaques et coques minces permet de décrire efficacement le comportement
mécanique des structures en béton armé, qui sont généralement élancées.

Dans une premiére étape de la construction du modéle, on suppose [I'existence d’un milieu
homogénéisé avec le méme comportement mécanique que la structure en béton armé, a laquelle on
s’intéresse. Pour simplifier, on fait 'hypothése que ce milieu est isotrope et que I'élément de structure
étudié est symétrique par rapport a son feuillet moyen. Ces hypothéses ne sont pas indispensables
pour la formulation, mais ont été faites pour simplifier la démarche. De plus, on estime que leur impact
sur le comportement est moindre par rapport a la fissuration, qui est au centre d’intérét du modéle.

On doit noter que l'utilisation de ce modéle est associée a celle d’'un élément de plaque. Il n’est
utilisable que dans le cadre d’éléments finis DKT (modélisation supportée : DKTG), correspondant a la
théorie de Love-Kirchhoff, ou I'on néglige toute distorsion transverse dans I'épaisseur de la plaque.

Energie libre

Pour un milieu continu homogeéne isotrope au comportement élastique linéaire on peut écrire la densité
volumique de I'énergie libre comme :

3
_A 2 ~2
sbe‘E)—Etr‘e' +u Y g
i=1
ou A, pu sont les coefficients de Lamé, & le tenseur de déformation et &; ses valeurs propres.
Comme pour le modéle ENDO ISOT BETON on introduit 'endommagement par une fonction g ( dl-) ,

di étant une variable d’endommagement. Donc, pour un milieu endommageable, I'énergie libre
s’écrit :

3
@ed(f,dj)zgtr[s)zf(tr(f',dj)—ku )3 &€(z.d)) (2.1-1)

N
Il
—_

avec la fonction (x, d)e|R2—>§(x, d) <1 verifiant a priori S—EZSO pour représenter la perte de

08 _

raideur liée a 'endommagement, et 6__0 pour xE}—oo,O[U]O,+oo[ , le saut en O permettant
X

de représenter la discontinuité de comportement entre traction et compression.
L’équation [eq 2.1-1] est valable pour un milieu continu et on va l'appliquer a une plaque de Love-

—h
Kirchhoff wX]— , d'épaisseur /1 (on note Z=X5 ), ou on fait des hypothéses cinématiques de

N
272
Hencky-Mindlin (voir [bib9]) :

Ul(xl’xz,z) ”1<x1,x2) 92<x1,x2) UT(XLXZ z)

Uy () %o 2) [Tty (x) %) | T2 =0, (x) x,) | T u
UZ(xsz’z) uz(xl,xz) 0

cinématique de plaque déplacement complémentaire

s
uvweV c
s weV,
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ou UZ(U1 U2 UZ)T est le champ de déplacement en 3D, u=|u, u, u, d le déplacement du

feuillet moyen et 6, , 6, ses rotations. Ainsi, le tenseur de déformation, défini comme :
1{oU, 0 Uj

.= +
& 2 6xj 0x

i, j=1.3

s’écrit aussi comme :

— C
€T €xptZKyy T Uy,

[ —
532
€ =€ +zk. +Llut +u
2" ¢ 1277 5 M1 (2.1-2)
S
2P)
_.c _1 ¢
€127 %125 U3
c 1 ¢

ou € est le tenseur de I'extension membranaire, défini dans le plan :

1 8ul. auj s
=4, I, j=1..
€y 2 Oxi axi J

et k le tenseur de variation de courbure, défini dans le plan :

00, 00, [0, 2o,
113, » "27 3, " *27513,. A,

0x, 0x, 2|0x, Ox,
relations auxquelles se rajoute 'hypothése de contraintes planes 0_=0, 0,,=0 0, =0 qui
déterminera le champ de déplacement complémentaire u‘e VC. Dans la théorie utilisée ici, on

n’introduit que deux composantes de rotation 0, et Qy , ce qui implique que le tenseur de variation
de courbure est 2D et n’a que 3 composantes indépendantes.

En introduisant ces hypothéses cinématiques, cf. [éq. 2.1-2], dans I'expression de I'énergie libre, [éq.
2.1-1], on peut déterminer les valeurs propres de la déformation El.:(e+z K)l.. Ces valeurs propres
étant, en général, des fonctions non polynomiales de la coordonnée z , l'intégrale f cl)ed dz nest pas

calculable analytiguement. Cette formulation ne serait donc pas adaptée pour l'application aux
éléments de structure.

Au lieu de la formulation [éq. 2.1-1], on utilisera plutét une formulation de I'énergie libre définie
directement en déformations généralisées, € et k :
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A 2 2 2 2
P, e,K,eZZ,dj) = 5(tr(e)+gzz) .Em(tr[ej,dj)+u Z €, .‘g’m(éi,dj)anzz
2121 (2.1-3)
A 2 2 2N ~ 2 -
+ o5z tr( k| .Ef(tr(K),dj)+uz i; K, .Ef(Kl.,dj)—Fz(.)
ou z() contient tous les termes couplant € et i, qui disparaissent aprés l'intégration sur z, sil'on
fait I'hypothése que la plaque/poutre est symétrique par rapport au feuillet moyen. On obtient ainsi la
densité surfacique de I'énergie libre :
h
N _ 2
Pole.k e d] = [2 dylexe..d]d
2
A 5 2
_ ~ 2 ~ 2 -
= Z—m(tr(e)-l-ezz) £, (trle], d)+u, Z‘i g .Em(el.,dj)+ezz (2.1-4)
l:
Af' 2 2 2
+ 2‘—tr(K) .Ef(tr( ),dj)+uf Z K, Ef(K ,dj)

ou h est I'épaisseur de la plaque et Am, /\f’ Ilm,llf sont définis a la section § 3.2. La densité

surfacique de I'énergie libre est strictement convexe pour di:() (ayant correctement choisi les
coefficients élastiques). '

Dans [éq 2.1-3] et [éq 2.1-4] nous avons également fait 'hypothése que 'endommagement n’est pas
affecté par I'extension en z, ce qui se traduit par I'absence de €_ des arguments de l'indicateur

d’endommagement Em . Cela se justifie par I'objectif de ce modéle qui est de représenter la fissuration
perpendiculaire par rapport au feuillet moyen, qui se déclenche soit en sollicitation membranaire soit
en flexion, mais jamais en extension par €__. De plus, du point de vue de résolution numérique

abordée plus bas, cette hypothése facilite le calcul local des variables d’endommagement dj et la

satisfaction de I'hypothése de contrainte plane UZZ:() .

Remarque :

Dans [eq. 2.1-4], on observe que la déformation € _ n'est introduite explicitement que sur le

terme d'énergie membranaire. L'effet de contraintes planes sur le comportement membranaire
sera donc affecté par I'endommagement. Ceci n'est pas le cas en flexion. On pourrait imaginer
que la condition de contraintes planes soit écrite en intégrant un couplage flexion-membrane, lui-
méme dépendant de I'endommagement, mais cela n'a pas été chois ici.

On verra section § 3.2 comment déterminer les parametres du modeéle a partir de ses réponses
sur des cas simples.

Quant a la variable d'endommagement, elle est décrite par deux composantes, I'une des deux
représentant globalement 'endommagement du cbété de la face supérieure de la plaque et l'autre
représentant 'endommagement du c6té de la face inférieure de la plaque :

d(z)= dl si z=0
d2 si z<0

Il reste a définir les fonctions caractéristiques de 'endommagement Em(- .d

) et Ef‘()d]) , pour
que la formulation, [éq 2.1-4], soit compléte :

J
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1 1—i_ymtdl 1—i_ymtdZ ac+ymcdl (xc+ymcd2
d, d,)== + H(x)+ H(— € 0,1
R I P s v e Ry o+, |HH)| el
c 1 c 2
et
o+ v, d o+ v, d
_ Sl f 2
= J O —— =
%},(x,dl’dz) oc+dl H(x) O(+d2 H(—x) [0,1]

ou H (.) estlafonction de Heaviside.

Les fonctions (x,d)ele—ag(x,d) < 1, qui s'expriment de la méme maniére que celle choisie

dans la loi ENDO_ISOT_BETON, cf. [R7.01.04], en opérant un changement de variable sur dl-,
offrent I'avantage de donner une pente constante dans les phases d'endommagement. Elles sont

0
décroissantes 530 et convexes pour représenter la perte de raideur liée a 'endommagement, et
0
8_:0 pour xE]—oo,O[U}O,Jroo[ , le saut en 0 permettant de représenter le changement de
X

comportement entre traction et compression, cependant sans introduire de discontinuité. Les variables

d’endommagement d,- croissent jusqu'a +coo.
Les fonctions caractéristiques de I'endommagement Em(-,d]-) et Ef(-,dj)varient de 1 a
respectivement y,,, ou ¥,., et ¥ », pour des dj—>+00, voir section § 3.2.3. Ce modéle décrit

donc un endommagement partiel mais pas total du matériau.

Les paramétres d'endommagement ¥, . pour la traction en membrane, ¥, . pour la compression en

membrane et Y , pour la flexion, peuvent avoir des valeurs dans [0,1], de maniére & ce que le
modéle ne soit pas adoucissant, ce qui entrainerait des difficultés de dépendance a la discrétisation
spatiale et de convergence. On choisira )/_NO lorsque le phénomeéne correspondant aura plus

d’impact sur 'lendommagement et y ~ 1 lorsque celui-ci sera négligeable. Ainsi, pour le béton arme,
on s'attend & Y,,.~! et ¥,,~0.Quant au paramétre, « il permet d’ajuster la contribution de la

flexion au seuil d’endommagement (voir § 3.2). Le paramétre . permet de moduler I'évolution de
I'endommagement en compression.
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2.2 Contraintes généralisées

Selon la procédure habituelle on définit les contraintes généralisées (efforts normaux et moments) par
les dérivées de la densité d’énergie libre par rapport aux déformations généralisées, € et k :
L5 G5
N = —%¢ M = &
o€ ok

Dans notre application, les contraintes généralisées sont calculées dans le repére des vecteurs
propres des déformations généralisées et elles s’écrivent comme (voir le calcul en annexe) :

ods
~ d ~ ~ ,
N, = 6?:6. — ;\m(tr(e)+gzz).§m(tr(e),dj)+2umel..Em(ei,dj), i=1.2
i (2.2-1)
- 0P, N - :
M, = P )\ftr(K).Ef(tr(K),dj)+2ule..§f(Kl.,dj), i=1,2

Il est facile de vérifier (voir annexe) que les contraintes généralisées N et M, définies a partir des
expressions [éq 2.2-1], partagent respectivement les mémes vecteurs propres que les déformations

généralisées € et k . Sices vecteurs propres sont désignés respectivement comme Qm et Qf, on
peut écrire :

N=Q, NQ’

et (2.2-2)
_ v T
M—QJ,M Qf

oi N et M sont les matrices diagonales composées des valeurs propres définies dans [éq 2.2-1]. |l
est important de noter que les vecteurs propres pour la partie de membrane Qm et de flexion et Qf
sont complétement indépendants.

De méme, on définit les contraintes de pincement comme la variable duale de ¢, :

GL38
0. = o0 = A8, (tle) dy dy) [irle)re |+2p,e (2.2-3)
zz
a laquelle on imposera la condition de contraintes planes: 0. = 0.
2.3 Seuils et évolution de ’'endommagement
Pour pouvoir définir un seuil dendommagement dans le cadre de I'hypothése d’'un matériau standard
généralisé (voir [bib 1], [bib 7]), on introduit les forces thermodynamiques associées aux variables dl
et d 2"
oP3 _
- _ ed _ ym S 2.3-1
Y j P d,- Y j +7Y , ( )
ou |
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m 1 AWl 2 um 2 ~2 ~
Yj(e’dj’gzz = m T(tr(f)ﬁ-fﬂ) ‘Gm(tr<€)’dj)+7 l; Ei'Gm(Ei’dj)
J
en notant
G (x,d )—(l—y )H(x)+ % l_y'”c)(de)z H(-x) € [0,1]
m Ry - mt 2 5
o+
de telle sort ag’”(x’dhdz)_ G,lx.d))
e telle sorte que : =— , .3-
0d, 2(1+d ,)? (2:3-2)
J
et
Y‘(-(K,d.) = @ sz’O K|
/ / (cx+dj) /
avec
. A . 2 .
Y/ 0k)=(1-y ) Tftr(x)zH((—1)(J+1).tr(K))+ufZ k?H((—l)(/“).Ri
i=1

Les seuils dendommagement sont définis par :

fdj = Yj(e,K,dj,eZZ) — kO/. <0 (2.3-3)

ou ko . sont des constantes de seuil. Ces seuils définissent le domaine convexe de réversibilité dans
J

l'espace des (€, k).

En principe les constantes de seuil kol et k02 pourraient étre différentes, mais selon I'hypothése

qgu’on fait sur la symétrie de la plaque par rapport au feuillet moyen, les deux valeurs sont les mémes :

k, =k, =k

0,” “0,” "0-

On voit dans [éq 2.3-2] que le paramétre  régule la contribution de la flexion au seuil
d’endommagement initial, puisque :

EPRN— _ Loroi.y_
1y (dj—O)—Yj(e,dj—0)+(ij (k) — k,

J
La loi d'évolution des variables d'endommagement dl et d2 est définie par la regle de normalité aux
seuils [éq 2.3-3], pour lesquels on peut définir le pseudo-potentiel de dissipation D (6) :

. 0fq
. = — >
df 1 an » avee =0 (2.3-4)

© Y, €0D(d,) e D(d)-D(s) =7, (d~5) , V50

J

Les valeurs d’endommagement dl et d2 sont parfaitement déterminées par les conditions
suivantes :
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24

si fd/<0 alors deO

d >0,
J

si /4 =0 alors f d/_=0, condition de cohérence (2:3-5)
7 .

d j f 4 =0, condition de complémentarité (Kiihn— Tiicker)
J

L'évolution des variables d'endommagement est donc obtenue a l'aide de la condition de cohérence,
les fonctions E&(x,d) étant convexes, les modules d'écrouissage _f,df sont positifs (les

coefficients vérifiant y €[0,1] )

Loyl
i —f,d (2.3-6)

j

On constate qu'en charge membranaire pure uniaxiale endommageante (d,=d,>0), la force

2
€, ,(d)
2
élastiqgue membranaire uniaxiale. La condition de cohérence s'écrit alors :

thermodynamique s'exprime : Y’”(d):—EZ;h , E;”qh etant la raideur

5 -
. €e“d&
f=ELh|-cEE, d—iz’”’dd —0 (2.3-7)
\ ¢ 2é§m d . . .
Dou: d, = —GE—’ et donc la loi de charge membranaire pure uniaxiale
m,dd

endommageante est :

2
m,d

N = EJ h(E, ,detE, ¢ = ElL hé|E, —2 =y, Enhe (2.3-8)

Em,dd

ce qui permet d'interpréter le réle du parameétre Y,, :la pente étant constante, ce qui
est la justification de la forme algébrique de la fonction &, .

Intégration numérique

Contrairement a la majorité des lois de comportement anélastiques non linéaires, celle présentée ici ne
nécessite pas la discrétisation des équations d’évolution des variables internes. On adopte une
méthode de discrétisation directe implicite en temps.

Les variables dj peuvent étre calculées directement a partir de la condition de cohérence, [éq 2.3-4].
La seule fois ou on fait référence a la « vitesse d’'endommagement » c’est pour vérifier gu’elle est

positive d]-ZO. Pour un calcul incrémental cette condition se traduit par d’]fz d';_l au pas de

temps n>1, donc sans référence a un schéma particulier d’intégration temporelle.

Manuel de référence Fascicule r7.01 : Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Aster o

Titre - Loi de comportement GLRC_DM Date - 09/07/2015 Page : 12/36
Responsable : Sébastien FAYOLLE Clé : R7.01.32 Révision : 13390

Plagons & un instant donné f, du trajet de chargement. On effectue d'abord une étape de prédiction
élastique (tenseur d'élasticité évalué avec les variables d'endommagement d'}_l figées a l'étape
précédente), d'ou (e”, K”) . On calcule ensuite un nouveau EZZO :

B A E (tr(e"),dl ™", di)
2p +A E (tr(e"),d" ", dy ")

0 1 gn—1
ol =0 = (e",d{” ,d}y) =

zz zz

tr(€")
voir [éq 2.2-3].

. nl(.n ,n gn—1 _n0 - . , . n0
On calcule ensuite fd _(6 K, dj ,EZZ) pour veérifier les seuils d'endommagement. Si fd =<0,
J J

'endommagement n’évolue pas : dZZd;f_l et &” ZEZZO, et les contraintes généralisées se

zZ
calculent selon [éq 2.2-1].

0 . . . .
Lorsque f; 4>0 , F’endommagement peut évoluer et on doit résoudre les équations :
J

i = YK~ ky = 0

Ce qui correspond a la résolution des équations non linéaires, a €, k donnés :

_ 1 )\m 2 um 2 ~2 ~
Rdi(dj’e’K’Ezz) = m T(tr(e)-i_gzz) .Gm(tr(e),dj)—i-? i; Ei Gm(ei’dj)
J (2.4-1)
xl-y,) A—ftr(K)zH((—l)(j+1)tr(K))+u i R.H((—l)(j+1)k.) — &

L’équation [éq 2.4-1] doit étre résolue en prenant en compte également la condition de contrainte
plane, qui permet d'exprimer € _, (€. dj) , cf. [éq 2.2-3] :

AL E(te(e).d, d))

"2, A B (wle)d, ) ) (242)

o_=0= szz(e,dl’dz) =

On résout les équations [éq 2.4-1] et [éq 2.4-2] par la méthode de Newton. On commence par une
phase de prédiction, de type Euler explicite :

-1

d’l(o)_dn—1+ de[ k.—Y (€ K" qn! nO)
J B J d(d ) dnl’( 0 J €.k, J ’EZZ
J j

Puis on traite la phase de correction, a l'itération (m)>1 :

dr, \[!

1. n(m): d. _ n n gn(m—1) _n(m—1)
Adj —Ld(dj) s k, Yj(e K ,dj JE )
J
2. d"m=g"mVipgnim
J J J

3. e"m=¢_(e",am™, qntm)

Z
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Cette phase de correction s'achéve lorsque le critere de convergence exprimé en terme énergétique
est atteint :

tolerance” "™ 0

Adj .Rdj <n

L'opérateur tangent de ce systéme non linéaire est défini comme :

dR OR OR
4 _ d./agzer 4
d(d ) de_ dd. od.
J zz J J
A o€
= | ir(e)+e, |G, (tr(e).d ) 5=
(1+d | 2 Jod,
e ,0G, (w(e).d) |2 ,0G, (¢.d)
+ | 2 (tr(e)+ +-2 __r_— J ]
e 7| 4 e e 1 Pi i (24-3)
2 Am 2 um 2 ~2 ~
— —|tr(e)+e_|°G, (tr(e),d )+—- &G (8.d)
20(1=y . )[A 2
- S\ () B2 (1) Ve () +u, Yk H(-1) k)
((x+dj) 2 =1 :
ou:
O, A tr(e)+e,|  oF,(tr(e)d;)
=— 24-4
od;  (2p,+A, 8, [wle).d)|  0d, (2.4-4)
et:
OE 1- x (1- G (x.d,
_Wl(x,d.):_l ;Y"”ZH X +C(—ym26)H(_x) :_LJZ) (2.4-5)
od; / 2\(1+d ) (o +d ) 2(1+d )
J J c J J

On vérifie qu'on a bien —"~(x,d | d,)<0 comme attendu.

od .
J

2.5 Opérateur de raideur tangente

Comme [l'objectif principal d’'un modele global est de proposer une approche simplifiece a la
modélisation d’'un matériau complexe, tel que le béton armé, il est essentiel que sa performance
numérique soit optimale. Ainsi, pour rendre le modéle adapté aux calculs avec des schémas implicites
en temps, soit en quasi-statique soit en dynamique transitoire, le calcul de la raideur tangente
cohérente devient indispensable pour avoir une convergence quadratique et robuste du processus
itératif global de Newton.

L'essentiel du calcul du modéle s'effectue dans le repére des vecteurs propres des tenseurs de
déformations généralisées (et des contraintes généralisées, cf. [éq 2.2-2]), la raideur tangente étant
donc elle aussi exprimée dans le méme repeére. La transformation nécessaire pour pouvoir ensuite
l'utiliser dans 'assemblage de la matrice de raideur globale est précisée dans le chapitre suivant.

Manuel de référence Fascicule r7.01 : Modélisations pour le Génie Civil et les géomatériaux

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Aster o

Titre - Loi de comportement GLRC_DM Date : 09/07/2015 Page : 14/36
Responsable : Sébastien FAYOLLE Clé : R7.01.32 Révision : 13390

Afin de simplifier I'écriture on définit un vecteur de contraintes généralisées (effort membranaire,
moment fléchissant), 3, et un vecteur de déformations généralisées (extension, courbure), FE,
comme :

~ o~ ~ \T

zz(N1 N, M, 2)

~\T

K2)

L'opérateur de raideur tangente C est défini par la relation dans I'évolution réelle :
dX¥ = CdE

Il peut étre calculé comme la somme de deux contributions, celle qui correspond a une non-évolution
de I'endommagement et celle qui est due a I'évolution de 'endommagement. Ces contributions
peuvent étre nommeées : contribution élastique et contribution dissipative :

dx dx
C = — + _
dElq=  dE[s, (2.5-1)
Ce Cd

De plus, on tient compte de la structure du tenseur C composé des contributions effort normal-
extension, moment-courbure et de leurs couplages. Plus particulierement les tenseurs C, et C,
sont de la forme suivante :

P L PP e c’
e 0 Cﬁf e (C;”f)T Cgf (2.5-2)
e

On voit de [éq 2.5-2] que le couplage moments/extension et efforts de membrane/courbure n’est
introduit qu’a travers la partie dissipative. Ce couplage a une justification physique, puisque toute
fissuration perpendiculaire au feuillet moyen de la plaque affecte aussi bien le comportement en
membrane qu’en flexion.

Les sous-matrices C'e"m, Cg, C:inm, c

7 Cg sont données dans le repére propre par les

expressions qui suivent :

o _aNl. 23,8, (tr(e).dy) o ¢.d)5
e JiT3E i 2o 2p A E (w(e),d,) o HmEnlS )0y
JIE e men (2.5-3)
oM.
7y — i _ ~
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(Cmm) 8]Vl. GNI. d(dk) ( ] )
d i A= = sommation sur
Y an fdk:() 8dk d€j fdk:()
oM. oM. d(d,)
(Cg)l.jz—Nl =" Nk (sommation sur k) (2.5-4)
aKj fdk:() 6dk aKj fd/(:O
. N oN. d(d,)
k
(Cmf)..: - =L (sommation sur k)
d i aKj ‘fdk:() 8dk aKJ. fdk:()
ou
ON, A (trlels )8§m(tr(e),dj)+)\ £ (ir(e).d )an2+2 _0%,(&.d)
= r(€)+¢ r(€),d . € ————
od, ' =" 8d, mEm 7od, Mo
oM. OF (tr(k),d, d,) Ot (k.,d, d.)
et LA tr (k) —L L 2 oy pg—L 1 L2
od, '/ od, A od, (2.5-5)
avec
0 (1-y,)
671’(;6,011 d,)=—a——LH((-1)**x)
k ’ (oct+d,)
En plus des expressions [éq 2.5-5], on a recours aux équations [éq 2.4-5] pour déterminer
6§m
ﬁ(x,dl’dz) .
k
. d(dk) d<dk) . . . R. =0
Les dérivées = et = sont calculées en différentiant I'équation t5 —
de; |r,=0 dk; |1, =0 ¢
respectivement par rapport a d,, & et K;, (voir [6q. 2.4-1]). Lorsque les deux mécanismes
d'endommagement sont activé, on est amené a résoudre les systémes qui suivent :
d(d,) d(d,) ,
~ m ~
Ay Ap|| d& || B of Ay Apll di || B (2.5-6)
Ay Ayl dld,)] | B Ay Ayl dld,) B{
dé dkl.
oY . —0Y A oY ¥
avec 4 ,=—~, B £_ON / k—a—M,
od, de dd, ok ad,
donc
d<d1): AzzBlln_AlzB;n ot d(dz): AllBlzn_Ale;n
dgi Apdy =44y dgi Ay Ap—Ay 4y,
> 7 - :
d<d1): AzzBlf A12B2 ot d(dz): AllBg A21Blf
dki Ay A=A Ay dki Ay A=Ay 4y,
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ou:
y L 2w e(e)re, ) 226, (tr(e) )
. = —(tr(€e)+e trie),d .
* (1+d 7| 2 = 0d, " J
A oG (tr(e),d) u 2 _0G. (¢.d)
T L 2w (e) e, ) Ly ny g2 n i
(1+d )*| 4 od, 2 3 od,
(2.5-7)
2 M ee)re G, ir(e).d )+ 22 S 2, (6,
— _— € €), Y . s
(La | a0 TR T S S
2a(1=y )| A 2
IS 2 (j+1) ~2 (J+1) ~
— Lt (k) H(-D)Y e (k)4 D RZH(-1D)Y VRS
((X+d])3 2 fi=1 i Jjk
avec :
aGm(x,dj): 2o<c(l+ymc)(l+dj)((xc—l) i
54 3 (—x) (2.5-8)
k (O(C-i-dj)
Ot
et 5d donnés par [éq. 2.4-1]. La matrice (Ajk) est bien inversible, cf. section § 2.4.
k

2.6 Changement de repére

La démarche de changement de repére est identique a celle développée pour le modéle
ENDO ISOT BETON (voir section [2.4.4.1] de [R7.01.04]) avec la seule différence qu’elle s’applique
aux contraintes et déformations généralisées. Nous obtenons ainsi les composantes de :

co cm™ "
cy cf
comme étant :
(™), = i~ Yoo gnon Tin
ijkl aekl — im= jm = kn=<In agn
L [ Q0,0nt0n 0L 000%, + 000 |
2 € —€ m
m,n nom
m#n
oM . oM
/A — [/ ol ol of m
(C )ijkl B aKkl B mZ‘;lQimQijanln'akn
of~of of fof I of
+ l (kaan+lean)<Qianm+anQim) M
2 K —K m
m,n n m
m#n -
N.. . ON
mf’ — y _— m ~m f nf. m
(€ = Gt = 2 0505,00,00 53
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2.7

2.8

Les contraintes généralisées quant a elles s’écrivent comme, cf. [éq 2.2-2] :

N=Q, NQ!
MfoMQ§

Calcul de la dissipation

Par définition, la densité de puissance de dissipation lors de 'endommagement vaut :

S
D =oie-ds =Y Ly vy,
: ed ' od. 7 . 77
Jj=12 J Jj=12

Dans cette expression, on a utilisé la définition de Yj [ég. 2.3-2]. Dans la phase endommageante, les

fonctions seuils satisfont toujours fd = Yj_kOEO . Par conséquent, on peut calculer la dissipation
)
cumulée comme :

D = [Ddt = kyld,+d,) (2.7-1)

On a démontré que la dissipation cumulée du processus d’endommagement est directement liée aux
variables internes. |l suffit de faire la somme des deux contributions et de la multiplier par la constante

de seuil ko :

Le calcul de la dissipation est réalisé par les options DISS ELGA et DISS ELNO de CALC_CHAMP.
Ces champs ont une seule composante nommée ENDO.

Variables internes du modele

Le modele nécessite deux variables internes, dl et d2 (correspondant aux variables VI et V2 du

Code_Aster), qui représentent 'endommagement du cété de la face supérieure et du cété de la face
inférieure, respectivement. La distinction entre les faces supérieure et inférieure s’effectue a travers
l'orientation du repére local de chaque point de Gauss. Ainsi, la face inférieure s’endommage avec

d2>0 pour des courbures positives, et la face supérieure avec d1>0 pour des courbures

négatives, ce qui se déduit directement de la définition de Ef, (cf. section 2.1).

En tout cas le choix de l'orientation du repére en un point de Gauss n’affecte pas le résultat final en ce
qui concerne les déplacements et les rotations. Il peut y avoir un impact sur linterprétation de
'endommagement et des contraintes généralisées si les orientations locales ne sont pas cohérentes
dans une structure. Il est fortement conseillé d’assurer cette cohérence en renseignant le mot clé
ANGL_REP avec les angles nautiques du repére local, (voir [U4.42.01]) :

AFFE CARA ELEM(COQUE = F(ANGL REP = (a,b) ))

En plus des variables VI et V2, on introduit aussi V3 et V4, de valeur binaire (0 ou 1), qui
indiquent I'évolution instantanée de V] et V2. Plus précisément, '3 vaut 1 lorsque VI évolue et
0 sinon. De méme, V4 vaut 1 lorsque }2 évolue et 0 sinon.

Enfin, on introduit aussi V5, V6 et V7, dont le role est mesurer I'affaiblissement relatif de raideur
de la dalle en béton armé de maniére rationnelle, par exemple par visualisation en chaque point
matériel :
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1+y d, 14+y .d o+ d, o+ d
V5:1 _l ymt 1+ ymt 2 V6:1_l c ymc 1 c Ymc 2 et
2\ 1+d, 1+d, 2\ «o,t+d, x +d,
l+y,d, 1+y.d,
V7=1-Max L /
1+d, 1+d,

respectivement en traction, en compression et en flexion. Ces variables seront toujours comprises
entre 0 et les l—y. respectifs, et seront toujours croissantes, étant nulles en absence
d'endommagement. Ces variables sont plus « parlantes » que les variables V] et V2.
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3

Parameétres de la loi

3.1

Le modéle de dalle en béton armé endommageable GLRC DM a donc besoin de parameétres
caractéristiques de ['élasticité, complétés de 5 paramétres pour décrire le comportement

d’endommagement : ko, pour définir la limite élastique, « pour déterminer la participation de la

flexion (voir § 2.2), ¥t © ¥Yme yf pour décrire la réponse non linéaire. Tous ces paramétres

peuvent étre identifiés a partir d'essais de traction et de flexion purs uniaxiaux monotones. Certains
d'entre eux sont remplacés dans le jeu de données Code Aster par des paramétres plus « parlants »,
Vvoir ci-aprés au § 3.2.5.

Il est possible de procéder soit a partir d'estimations analytiques simples (qui donnent les ordres de
grandeur) soit a partir d'un recalage sur une courbe de réponse fournie par un autre modéle de
comportement, éventuellement en intégrant des compromis.

On décrit dans les paragraphes ci-dessous la démarche et on en fait le bilan au § 3.2.5.

Dans cette section, on considére que O(C:].. En effet, le développement de la méthodologie
d'identification avec «.# 1 n'a pas encore été réalisée.
Identification des paramétres de comportement élastique linéaire

Dans ce modéle on suppose que le milieu béton armé est homogénéisé et on laisse a l'utilisateur le
soin de choisir (calculer ou mesurer) les parametres : E;"q (module de Young effectif en membrane),

Eefq (module de Young effectif en flexion), V,, (coefficient de Poisson effectif en membrane) et Vf
(coefficient de Poisson effectif en flexion). On applique les relations suivantes pour déterminer les
coefficients de Lamé A, , H,, et A, H,:

v E™h E™h
)\ — m eq u — eq
mo(1+v J(1=2v )~ "™ 2(1+v )
v EL B E' K
S "eq eq

A, =—t , M, =———
Y 12(1-v%) 7 24(1+v )

(3.1-1)

Les relations ci-dessus ne sont pas interchangeables par F—M pour les paramétres membrane et
flexion, puisqu’en membrane les relations correspondent au cas général (élasticité 3D) et la condition
de contraintes planes est traitée au sein de la formulation du modéle, tandis que pour la flexion on s'est
placé d'emblée en élasticité 2D avec contraintes planes. Dans le domaine élastique on a ainsi :

E;”qh
Nyg = 71_]/2 (vm.tre.éo‘BJr(l—vm)eaB)
m

E B3
(&
Myp = qz(

B 12(1-v%)

V.tr K'6D(B+(1_Vf)Ko<B)

« et § étant des indices allant de 1 a 2.

Par défaut E;”q:EéIqZE et V,=V,=V,ou E et v sont les coefficients élastiques renseignés
dans le fichier de commande sous le mot-clé ELAS. En revanche, comme le béton armé n’est pas un

matériau homogene, la valeur effective de Eefq peut étre différente de EZ;. Par conséquent, on
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laisse a l'utilisateur la possibilité d’introduire des valeurs EZ; et Vg (EF et NUF sous le mot-clé

facteur GLRC_ DM) différentes de E et v, qui dans ce cas ne servent que pour décrire I'élasticité en
membrane.

La condition des contraintes planes pour la membrane 0 _. =0 est satisfaite de la maniére décrite
dansle § 2.3.

Remarque :
Dans [eq. 3.1-1], on obtient une relation différente entre A £ v ! et £ é; d'une part, et entre

Am , Vo, et E’e"q d'autre part. Cette différence est directement liée a la prise en compte
différente en membrane et en flexion de la condition de contraintes planes. Plus particulierement,

on définit E é; et vV, a travers un essai de flexion pure, ou K, ==V K, , et M i 0, sauf
M xx;ﬁO . On se sert alors des équations suivantes pour trouver la relation entre A 1 M 7 et
S .
Eeq, Vf.
MyyZ()\f(l—vf)—2ufvf)l<xx=0
et
E/ K
_ —_ _¢€q
Mxx—(Af(l—vf)—2uf)Kxx = 17 K
d’ou I'on obtient :
r-12 _ - _
E,, pE (Af(l vf)+2uf) of Af(l vf) 2ufvf_0 (3.1-2)

En résolvant [éq. 3.1-2], on a les relations exprimées dans [éq. 3.1-1].

L'identification des paramétres élastiques EZ’q, Vo Eé; et Vi du modéle a partir des

caractéristiques du béton et des aciers repose sur deux cas de chargement : traction pure et flexion
pure.

Considérons les caractéristiques suivantes pour le béton: module de Young Eb, coefficient de

Poisson Vv, , épaisseur de la dalle /i, et pour les aciers : module de Young E . coefficient de

a b
Poisson V,, section totale par métre linéaire (pour les deux nappes, supposées symétriques dans
I'épaisseur et identiques dans les deux directions) Sa , position relative d'une nappe dans I'épaisseur

X €0,1] .

On obtient ainsi par I'essai uniaxial en traction élastique pure :

i Eh
N =E"he =E S e +———(e_+v,e_)
XX eq T xx a~a xx 1—V2 XX b~ yy
b . =
Ebh ;€T Vi€ (3.1-3)
N =0=E S e _+ (e +v, e )
»y azatyy 20w b xx
A\ %
b
D'ou (mots-clé E et NU) :
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s E,h+E,S. E,h
E"™ = E 2+E,- LV, =V (3.1-4)

“ 4 h P ER+E,S (1-v2) " E,h+E,S (1-v2)

On observe que cette identification produit une erreur sur la raideur en cisaillement élastique plan de la
dalle, cas pour lequel les aciers ne contribuent pas (il s'agit de grilles de tiges soudées), ce qui rend le
comportement homogénéisé orthotrope et non pas isotrope. En effet, on obtient avec les valeurs

[€9.3.1-4] :
. El, E, E§h2+2Ea Ebhsa+E§S§(1—v§) E,

= = : # (3.1-5)
“ 2(1+v,) 2(0+v,)) B2+ E_E, hS (1-v,) 2(1+v,)

Si I'on préfére assurer prioritairement l'identification sur le cas de cisaillement élastique plan de la
dalle, et sur le cas de la réponse selon la direction de traction pure (donc en acceptant l'erreur sur
I'effet de Poisson orthogonal), on obtient :

E S (1-v,) E S (1-v%) E

m a a b’ . aa b’ . m _ b
— ; -y +4 4 v  -GF"=—" 3.1-6
Eeq E,+ 7 v, =V, E N “= (1 +v,) ( )
On prendra garde a ce que cette identification grossiére (non admissible thermodynamiquement par

rapport a I'essai de traction pure) ne donne pas des valeurs fantaisistes de Vv, .

Ensuite, on obtient par I'essai uniaxial en flexion élastique pure :

El 1 - E,
=—4 g =—E S h"X°k_+ (k_+v, Kk )
xx 12 XX 4 a"a a’ xx 12(1—\/2) xx b yy
b LK==V K (3.1-7)
{ E B N S '
2,2
M =0=—E S "Xk +————(k, +V, Kk _)
»y a~a ayy 2 »y b "™ xx
4 12(1-v3)
D'ol (mots-clé EF et NUF) :
E, h+3E S X?
Ef=2F § X24E,—" «aTa
7 h E h+3E_ S X2(1-v})
a a a (3.1-8)
E,h
V,=V,:
foob 2 2
Ebh+3EaSaxa(1_Vb)
On observe aussi que cette identification produit une erreur sur la raideur en flexion élastique
E! i’ E, b’
anticlastique Mxy de la dalle (coefficient Gf =——%  aulieude Gf:— ), cas pour
eq 24(1+vf) b 24(1+vb)
lequel les aciers ne contribuent pas.
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3.2 Identification des paramétres de comportement élastique
endommageable

La fagcon dont on obtient les parameétres de I'élasticité linéaire étant présentée au § 3.1, on propose de
calculer les paramétres d’'endommagement du modéle a partir de deux tests : un essai de traction pure
et un essai de flexion pure monotones uniaxiaux.

De cette maniére on obtient les valeurs du seuil ko, des deux parameétres relatifs aux effets de

membrane (Y ,,, et Y, ) indépendamment des deux paramétres relatifs aux effets de flexion ( o,
Y r)-

Pour déterminer les paramétres d’endommagement on considére donc essentiellement deux tests
uniaxiaux monotones :

*Traction pure, ou :

S=(N._ 0 0 0 0 0)f

XX
*Flexion pure, ou :

=0 0 0 M_ 0 0)f
3.21 Parametres définissant les seuils (mots-clé NYT, NYC et MYF)

Les paramétres du modele définissant les seuils ( ko , ) sont exprimés respectivement a partir des
valeurs de l'effort de membrane en traction pure et du moment fléchissant seuil en flexion pure
correspondant a I'apparition de 'endommagement : ND (mot-clé NYT) et MD (mot-clé MYF).

3.2.1.1 Cas traction uniaxiale pure

En particulier, pour la traction élastique uniaxiale pure a I'apparition de I'endommagement on peut
écrire la valeur du seuil, cf. [éq. 2.3-2] :

_ _ 22
fg =Yk, = €,

Yoy Ry ety (e || = k=0
j J 0 Vm ymt ymt vm ymc 0

4 2

€p étant la déformation élastique & Il'appariton de [I'endommagement, ayant alors
€, =V, €p=¢,. et £,(x,0,0)=1 dou:
2 2
. A (1-2v ) (l—ymt)+2um( l—ymt-l-vm(l—ymc)) e
0 2 D’ ’
2 4(a, (1-2v, )+2u ) (3.2-1)
Nbp
E = ~(l—vn)(1+2vn)(1—ym)+v2(l—yn,)
0 4Eemqh(1+vm)( 1 1 t m 1c)
ayant
Np=( (1-2v )+2u e, = EZ’qheD
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Remarque :

On rappelle que Y, <1 (cf éq. 3.2-2) et que Yome= 1 pour que I'endommagement se traduise

bien par un affaiblissement de la raideur. On observe aussi sur [éq. 3.2-1] que I'on ne peut pas
avoir a la fois y,,=1 et y,.=1, caralors k,=0 (le modéle n'a pas de domaine élastique),

ou alors il faudrait donner N =% (mot-clé NYT ).

En poursuivant l'analyse faite au 3.1, juste a l'apparition de I'endommagement, la contrainte
longitudinale dans le béton vaut :
l—vbvm

Eyep

l—vb
de telle sorte que I'on puisse exprimer le seuil ND (mot-clé NYT) avec la limite de fissuration du béton

0'2 en traction, en supposant valide le critére local O'xxSO'Z :

E"h 1-v;
N _ = gl_ed_. (3.2-2)
D b E, l-v,v_

3.2.1.2 Cas compression uniaxiale pure

Si on envisage un essai de compression uniaxiale pure, la valeur du seuil de premier
endommagement, cf. [éq. 2.3-2], s'écrit en désignant par Nc I'effort normal correspondant :

Né
k, = A(l=v )(1+2v )(1- +v2(1—
0 4E;'nqh(1+vm)( m m( ymc) m ymt)

On doit donc nécessairement avoir la relation :

Ne  (1=v,)(1+2v,)(1-y,)+vi(1=y,.)
2

Ny (1=v,)(1+2v,)(1=y,)+ Ve (1= y,,)

Ainsi, avec la valeur de |Nc| (fournie par le mot-clé NYC), le coefficient ¥, . se déduitde Y ,, etde

N, :

Nf)(l—vm)(1+2vm)—N2Cvi
Ne(1=v,)(1+2v,)—Njv;,

Ye = 1 = (1=y,,) (3.2-3)
Remarque :

Il est nécessaire que Y mcﬁl , tout comme Y mtﬁl , cf. [éq. 2.3-2 ]. On rappelle aussi, cf. [éq.

3.2-1 ], que I'on ne peut pas avoir & la fois y,,, =1 et Y™ 1 . De I'léq. 3.2-3 ], on obtient la
condition nécessaire :

V(1=v,)(1+2v,)

N, = N,

L'égalité dans la relation ci-dessus conduita ¥ ,,. =1 .

Pour du béton armé, ayant v, ~0,2 , cette condition s'écrit : |N C| <52N, .
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3.2.1.3 Cas distorsion uniaxiale pure

Verifions I'effet de ces paramétres sur l'apparition de I'endommagement suite a un chargement de
distorsion pure élastique €,,=¢ =—¢,, avec €,,=€ =0 Ainsi: N =N,=—N,=2pu, ¢
Le seuil d'apparition de 'endommagement [éq. 2.3-2] avec le modéle GLRC_ DM est atteint pour |'effort
de cisaillement :

b (2u, k, N, [(1=v )(1+2v )(1-y, )+vi(l—y, )

NP =2 = :
ad \/Z_Ymc_ymt 1 +vm 2_ymc_ymt

Il peut étre utile de confronter cette prédiction avec celle que I'on obtient avec le modéle de béton
ENDO_ISOT BETON [R7.01.04], [2.3.2.3], avec la limite de fissuration du béton 0'2 en traction :

(1=v,)(1+2v,) Eb(l—vbvm). (1=v, ) (1+2v,)

NP = 20lh = 2N
e b (1+v,) P EL(1-v;) (1+v,)*
Remarque :

Dans toute situation combinée (compression+cisaillement, etc.) en membranaire pur,
I'expression du seuil de premier endommagement Y?' =k, du modeéle GLRC DM, cf. [éq. 2.3-2],
en fonction des efforts membranaires N ., N ..., est constituée des mémes monémes que le
critere « habituel » en contraintes planes du matériau béton considéré ne pas résister au-dela de
0'2 . Ceci provient du choix de la formulation du modéle GLRC DM en membrane, en filiation
directe du modele ENDO ISOT BETON.

3.2.1.4 Cas flexion uniaxiale pure

D’autre part, en flexion élastique uniaxiale pure un seul mécanisme d’endommagement est active,
selon son sens, positif ou négatif. Ici on choisit la flexion positive, pour laquelle on a toujours

fd]>fd2. La valeur maximale de courbure élastique K. a l'apparition de I'endommagement est

notée Kp (Kyy:—Vfox ), telle que seul le seuil fdlzo peut étre atteint, tandis que fd2<0

pour chaque point de cette trajectoire du chargement, cf. [éq. 2.3-2] :

A

(1-v,)
A A N 2
2(1 vf) i,

—_ v/ _
fo = Yi—ky= X~

1

_ko

nyI étant obtenu au § 3.2.2, d'ou :

Y 2
Af(l vf) +2u, M7,

x = (]—y ) (3.2-4)
T2(a (1=v )+2u ) Ky
ayant
El W
MD:(A‘f(l—v.f)+2uf).KD = 17 “p

Comme la plaque en béton armé est supposée symétrique par rapport au feuillet moyen, on n’a besoin
de faire l'identification que pour la flexion positive (la flexion négative donnant la méme valeur).
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En poursuivant l'analyse faite au § 3.1, juste a l'apparition de I'endommagement, la contrainte
longitudinale dans le béton vaut en paroi de la plaque (on sait qu'alors I'endommagement progresse
immédiatement dans une bonne part de I'épaisseur de la section) :

I-v,v,

Epkph—tt

2(1=vy)
de telle sorte que I'on puisse exprimer le seuil MD avec la limite de fissuration du béton Uf (mot-clé

MYF) :
bEé;hz l—v[z) (3.2:5)
M, =o0c . 2-
D t —
6FE, 1 VpVs

3.2.1.5 Cas traction-flexion uniaxiales

Vérifions l'effet de ces parameétres sur l'apparition de 'endommagement suite a un chargement mélant
traction monotone uniaxiale et flexion monotone uniaxiale concomitants. Les seuils s'écrivent, pour
chaque variable d'endommagement :

kOZYl =
p (1-y,)
, 5 2 2 2
€ Tm(l—zvm) (l_ymt)-’_Tm(l_ymt+vm(l_ymc) +Kxfo/«lf X -
ko=Y, =
) (I=y )[A
2 ) 5 2 i 2
Exx Tm(l—ZVm) (1_ym[)+7m(l_ymt—l—vm(l_ymc) +Kxx (64 7<1_Vf) +uf

On vérifie aisément que Yl <Y2 : le premier endommagement apparait sur la variable d2 comme

attendu. Exploitons les résultats [éq. 3.2-1] et [éq. 3.2-3], le seuil Y2 = ko s'écrit donc :

N2 M3
XX XX

+ =1 (3.2-6)
2 2
ND MD

Il définit ainsi le domaine élastique prédit par le modéle GLRC DM dans le quadrant (Nxx, M)
positifs sous une forme elliptique.

En poursuivant l'analyse faite au § 3.1, juste a l'apparition de I'endommagement, la contrainte
longitudinale dans le béton vaut :

£y

h

— €. (1 _vam)—i_KxxE(l —vbvf)
b

En confrontant ce résultat a la limite de fissuration du béton Uf, on constate que l'on obtient un

domaine élastique dans le quadrant (Nxx, Mxx) positifs de forme polygonale :

N
XX XX _ 1
N D M D
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On sait que cet endommagement naissant est suivi immédiatement dans un modéle 3D de la plaque
en béton armé par I'apparition d'une zone endommagée sur une bonne part de I'épaisseur.

Cette différence de prédiction avec le modéle GLRC DM est inhérente au choix opéré en [éq. 2.1-4]
d'une énergie de plaque élasto-endommageable en membrane-flexion, combiné au seuil [éq.2.3-1].

Comme cette différence peut varier entre 0% et 30%, on suggére d'abaisser les valeurs numériques de
N, et M, définies par [éq. 3.2-2] et [éq. 3.2-4] de 10%.

3.2.2 Paramétres définissant les pentes d'endommagement (mots-clé GAMMA T et
GAMMA F): ENDO_NAISS

Les coefficients Y m,$1 et Y fﬁl (mot-clé GaMMA T et mot-clé GAMMA F) sont liés respectivement

aux pentes de la courbe de traction uniaxiale pure monotone et de flexion uniaxiale pure, en
considérant I'évolution infinitésimale juste aprés apparition du premier endommagement (

dj=0 ) dj>0 )- Cette méthode d'identification a été implantée dans DEFI_GLRC sous le mot clé
simple METHODE ENDO=ENDO_NAISS (cf. [U4.42.06]).

3.2.2.1 Cas traction uniaxiale pure

Commengons par le cas de traction pure uniaxiale en € =€, 3 lapparition du premier

endommagement, avec €,>0 et d =d, , voir Figure 3.2.2.1-a. Les conditions d'équilibre, la loi de

comportement et I'évolution du seuil donnent le systéme d'équations suivant en éxx, éyy, dlz 672 :
E" h .
_ q . R 2
xx_l_vz €xx-i_vmeyy_EDdl(l_yml‘)(l_2vm))

m
o EMh .
Ny =y e e, =y, € d (127, ) (1227, )= (127, )(1=7,,) || =0

m

2
- ‘ 1—2vm ' 1—2vm
Yj :umED Exx(l_ymt) 1—v + vmeyy (l_ymt) 1—v o (l_ymc) +
m m
) , 172v, 2
epd, |v, 1=y, ) = - (I=y, J(=v J(1+2v )=V, (I-y )||=0
m
AN
d -
d
ND,,ff,‘ >
élasticite A d = cste
Eiy
| >
0 JED gxx

Figure 3.2.2.1-a : Trajet en traction uniaxiale : charge — décharge. Réponse typique du modéle GLRC_DM.
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2 2 2 3 22
(l—vm)(1+2 vm)(l—ymt)+vm(1+vm)(l—ymc)—(1+2vm—vm—6vm)(l—ymt) —vm(l—y

On en déduit notamment la vitesse de déformation transversale :

¢, =V, €nmepd 1=y, )(1=2v, )= (1=y, )(1-v, )|
Puis :
N =E"h|é —eDdl (1=v )(142v Y(1—y )+v2(1—y )
xx~ Teq Exx 1+v ( Vm vm ymt vm ymc
m
_ 2
0 = €. (l—ymt)(l+2vm)(1—vm)+vm(l—ymc) —
epd, (V2 (1=y, )+ (1=, )(1+2v, (1 =y, ) =vE (1=v,)(1=y, P =2v2 (1=2v, ) (1=, ) (Ve =)
D'ou :
N _E;'nqh'éxx. A
™ I+v, — Vi(-y, ) +(1=v,)(1+2v, )(1=y, )=vi(1=v,)(1=y, ) =2V} (1=2v, ) 1=y, ) (V.= ¥,)
avec A=

P4y 1=y, )1y, (3.2-7)

mc

. m
€ Eéqh.

XX

2 N

(l—ymt)(l +2vm)(l—vm)+vfn(l—ymc)

V2 (1=y, J+(1=v, )(1+2v J(1—y, )+V2(1=v 1=y, P=2v2(1=2v J(1=y, )Y~ ¥ )

D

On rappelle aussi, cf. [éq. 3.2-1 ], que I'on ne peut pas avoir & la fois Y, =1 et Y™ 1.

On obtient ainsi la pente de la courbe effort normal N _ — extension € dés l'apparition de

l'endommagement, en fonction des caractéristiques élastiques et de y,,,. On observe en pratique que
la courbe effort normal — extension obtenue avec le modele GLRC DM aprés endommagement est
quasi rectiligne. On peut donc assimiler la pente obtenue avec [éq. 3.2-7] avec celle de la réponse
désirée, obtenue par comparaison avec une courbe issue d'un autre modéle de plaque en béton armé,
dans la gamme de déformation que I'on souhaite représenter, éventuellement en négligeant la phase
d'écrouissage négatif correspondant a la phase brutale d'endommagement du béton dans la section.

tan
Notons par X, = mm cette pente szn normalisée par la pente élastique ; en supposant le béton

eq

2FE S
totalement degrade et les aciers encore élastiques, on peut exprimer cette pente : X, = E—aha
b

On doit enfin résoudre numériquement les [éq. 3.2-7] et [éq.3.2-3] pour calculer Y,, (mot-clé
GAMMA T). On peut opérer aussi a l'aide d'une méthode numérique d'identification par référence a un
résultat obtenu avec une autre modélisation.
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3.2.2.2 Cas distorsion uniaxiale pure

3.2.2.3

Etudions le cas de distorsion pure uniaxiale en exy=€,=—€~”=eny, a l'apparition du premier
endommagement, avec éxy>0 et d,=d, . Le seuil fournit (on rappelle, cf. [éq. 3.2-1], que I'on ne
peut pas avoir a la fois Y, =1 et Ye™ 1) I'expression de la distorsion :

2ky(1+v, )
Ezzlh(z_ymc_ymt)

(e)) =

La loi de comportement fournit, ayant EZZZO, les efforts normaux dans les directions principales a
45°:

EZ’ h . . D . E’é” h . 5
NI - (1+qV ) EXy_dl EXy(l_ymt>) ; NH N _(1+—q\/) exy_dl Exy(l_ymc))
d'ou dans le repere initial :
m D m
VoW _ EghQC—yu—yadend o Eyh T e O
xx »w 2(1+Vm) ’ Xy (1+Vm) Xy xy 1 2

Le maintien sur le seuil d'endommagement ij =0 (cas en charge) donne :

. i D
Exy dl €)cy

_ D
0 = umexy(z_ymc_ymt)

On obtient ainsi :

m .
N — N — _Eéqh(z_ymc_ymt)'exy
w = Ny 2(1+v )
o= E?qh(Z—ymc+ym[).éxy (3.2:8)
Xy 2(1+v, )
i =d, =
1 2 ED
xy

On voit par la que I'endommagement fait perdre l'isotropie du comportement élastique initial.

Cas flexion uniaxiale pure

Traitons maintenant le cas de la flexion pure uniaxiale en K =K, a l'apparition du premier
endommagement, avec K, >0 et d1>0, d2=0 . Les conditions d'équilibre, la loi de comportement

et I'évolution du seuil donnent le systéme d'équations suivant en 'Kxx ) .KW, dl :
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E i -y
Mxxzieq Kot Ve K, — Knd A (1— \%{))
E/ K L 1-y
M =—4—|v x +kx —Vv, k.d L(1=v,)|=0
» 12(1_ \%) S o Ty f DT f
_ J 3 _
A L A A s 1
1 ™D
f 12 o R S I+ v,

On en déduit notamment la vitesse de variation de courbure transversale :

N
L . S
K== V| K™ Kpd | — (1—vf)
Puis :
EL B 1— v
. o eq . . f .
Mxx - 12 Kxx KDdl O((1+ vf) (1+ \./f \%,)
go= M 1+y- Y
1
o 1+v= V= 1=y )(1- )
D'ou :
i EL Kk, Vity (142v . —2v)
xx 12 (v )0y, —vi=vi(1=v )1~y ) 529
. 2 . =
B 120<Mxx. (1+vf)(1+vf—vf)
27 f .3 3 3
Eeqh Kp vf+yf(l+2vf—2vf)

On obtient ainsi la pente de la courbe moment M _ — variation de courbure K . dés apparition de

I'endommagement, en fonction des caractéristiques élastiques et de Y On observe en pratique que la

courbe moment — variation de courbure obtenue avec le modéele GLRC DM apres endommagement est
quasi rectiligne. On peut donc assimiler la pente obtenue avec [éq. 3.2-9] avec celle de la réponse
désirée, obtenue par comparaison avec une courbe issue d'un autre modéle de plaque en béton armé,
dans la gamme de déformation que I'on souhaite représenter, éventuellement en négligeant la phase
d'écrouissage négatif correspondant a la phase brutale d'endommagement du béton dans la section,
voir Figure 3.2.2.1-a.

On doit noter qu'un modéle fin de plaque en béton armé en flexion décrit dés l'apparition de
I'endommagement du béton une phase d'écrouissage négatif en contrainte, voire méme en
déformation (si un pilotage approprié est employé, cf. [R5.03.80]), qui est suivie d'une phase ou les
aciers, encore dans leur domaine d'élasticité, reprennent le chargement exercé, avant d'entrer dans la
phase ultime ou la section périt a la fois par le béton et par les aciers qui plastifient.

tan
12CY
f 3
Elh

Notons par Xf= cette pente Ct;“ normalisée par la pente élastique. On obtient alors }/f

(mot-clé GAMMA F) :
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Al2,.3\ .3
_ Xf(1+vf)(l+vf 2vf+vf) vy 5210
Y 1+2v,—2v3 =X vi(1-v?) o2
f forr !

Si on souhaite identifier la pente Ct;n a partir des caractéristiques des matériaux et de la section, on
peut adopter un modéle simple de section en flexion pure ou le béton est endommagé sur l'intervalle
]—h/2 ; C h[ et les aciers élastiques. L'équilibre de la section (pas d'effort normal) donne la relation :
E,h+C(16 E,S,—4E ,h)+4E, h £>=0, dont la résolution fournit ¢ . La relation moment —
courbure s'écrit alors :

3

E h
M, = k,|2E,8, 0 7+ == (1-3C+4T)

Cette pente décrit aussi la décharge. Ainsi, comme le modéle GLRC DM ne décrit pas la phase
d'endommagement brutal aprés l'atteinte du seuil de fissuration, il est préférable d'adopter comme

compromis la pente correspondant a l'atteinte du seuil de plastification des aciers (U‘y’Cier) depuis le

seuil de fissuration du béton, [éq. 3.2-4]. On obtient donc :

E,ou (12E,S,pah*+E, b (1-3 244 C)[2)- E} W’ E (C+p,)
6E,00 ~12E,0 (C+p,)

tan __
Cf o

3.2.3 Autre méthode pour définir les paramétres GAMMA T et GAMMA F:ENDO_LIM

Si cette méthode d'identification des parametres Y, ., yf apparait compliquée ou peu pertinente par
rapport au probleme que I'on souhaite traiter, on peut aussi bien utiliser I'observation citée au § 2.1 du
fait que les fonctions caractéristiques de 'endommagement Em(-; d]-) et Ef(- ) d]-) varientde 1 a
respectivement y,. ou ¥, ., et yf, pour des endommagements importants dj—>+00 , voir Figure
3.2.2.1-a, ce qui correspond bien sir a des déformations généralisées importantes. On vérifie
facilement que si l'on s'intéresse, pour dj—’+°0 aux deux cas : celui de la charge et celui de la

décharge, les deux pentes sont identiques. Cette méthode d'identification a été implantée dans
DEFI_GLRC sous le mot clé simple METHODE ENDO=ENDO_LIM (cf. [U4.42.06]) .

3.2.3.1 Cas traction uniaxiale pure

Commencons par le cas de traction pure uniaxiale, en charge avec éxx>0 et dl =d2—>00. On

obtient alors, comme Nyy:() :

— _Vm ymt _ _vm ymt Exx

= tr € ; &
1-2v,+Vv, Y.

zz

» Vi me + ¥ me (1 —2 Vm+vm Ymt)
d'ou :

E;'r;h)/mtfxx (1 _vm+vm Ymt)(vm-i_ymc(l_zvm_'_vm ymt))_viz

xo (1+v, ) (1-2v, +v, sz)(vm Yt ¥, (12 vm+vmymt))

ce qui définit une pente sécante asymptotique sur la courbe Nxx <& .. dans le quadrant positif. Pour
Y, pris dans [0,1], cette pente reste positive. Numériquement, on constate que la variation de cette
pente avec Y, est quasi-linéaire.
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3.2.3.2 Cas compression uniaxiale pure

3.2.33

Pour le cas de compression pure uniaxiale, en charge avec éxx<0 et d1=d2, on déduit de
maniére similaire :

_V;nymc —memchx
€.~ tre; £ =
= 0=2v, VY e v Yt Y, 1=2v, +v, y. )
d'ou :
v Elhy, €. 1=V, +v,y v, +y, (1-2v +v vy, J)-v,
x <1 +Vm) (l—2vm+vm ymc) v, YchFY,m(l _2Vm+vmymc))

ce qui définit une pente sécante asymptotique sur la courbe Nxx‘—fxx dans le quadrant négatif.

Cas flexion uniaxiale pure

Pour le cas de flexion pure uniaxiale, en charge avec kxx>0 et d2:0, dl 2>  comme M WZO
, on déduit de maniére similaire :
—V_ .Yy K
— fof
Kyy— 1 XX
VitV Yy
d'ou :

f 33
_ Eeqh nyxY 1+nyf ,pour d2:0, dlew
12(1+4v,) 1=v +v .y,

ce qui définit une pente sécante asymptotique sur la courbe Mxx K . dans le quadrant positif. Pour
Yy pris dans [0,1] , cette pente reste positive. Numériquement, on constate que la variation de cette
pente avec y , est quasi-linéaire.

3.2.3.4 Cas distorsion uniaxiale pure
Enfin envisageons le cas de distorsion pure uniaxiale, en charge avec éxy>0 , €T TELTE,
€ =€~ 0 et dl =d2—> % . On obtient alors, comme &_ =0 les efforts normaux sur les directions
principales a 45° ;
m m
_ Eéqhymtél . _ _Eéqhymcel
I ' )/
(1+v ) (I+v,)
d'ou dans le repére initial :
m m
N = N — Eéqh(ymt_ymc)exy . — Eéqh(ynzt+ymc)€xy
x w 2(1+v ) ’ x 2(1+v )
m m
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3.241

3.24.2

3.243

En général, on aura choisi y,, <Y, : les efforts normaux seront de compression, complétés bien sar

du cisaillement ny, dont la pente fonction de fxy est donnée par la seconde équation. Cette pente
est plus faible que celle donnée en [éq. 3.2-8] pour 'endommagement naissant, comme attendu.

3.24 Autre méthode pour définir les paramétres GAMMA T et GAMMA F
ENDO_INTER

Une derniere méthode consiste a considérer que les parametres y, ., ¥, et ¥ . sont égaux aux
rapports entre la pente correspondant a la rigidité de la phase endommagée, fournie par le mot-clé
PENTE dans DEFI_GLRC et la pente correspondant a la rigidité élastique.

Cette méthode d'identification a été implantée dans DEFI GLRC sous le mot clé simple
METHODE ENDO=ENDO INTER (cf. [U4.42.06]).

Cas traction uniaxiale pure

Commengons par le cas de traction pure uniaxiale NV . — &, I'évolution de I'effort normal lorsque

d >0 fournit y,,, a partir de la pente :

EZlq h ymt
Cas compression uniaxiale pure
Pour le cas de compression pure uniaxiale N, — €, I'évolution de I'effort normal lorsque d >0
fournit ¥,,. a partir de la pente :
Eghym
Cas flexion uniaxiale pure
Pour le cas de flexion pure uniaxiale M .. — K, 'évolution du moment fléchissant lorsque d >0

fournit yf a partir de la pente :

£ .3
Eéqh Y
12
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3.2.5 Bilan de l'identification des parameétres du modéele GLRC_DM

On fait le bilan des expressions analytiques simplifiées proposées dans les paragraphes ci-dessus,
exploitant des données géométriques et matériau du béton armé (voir leurs définitions aux sections
3.2.1 a 3.2.2) servant a établir les valeurs a donner aux mots-clés du modéle GLRC DM dans
Code Aster. |l est utile de confronter ces estimations a la réponse donnée par un autre modéle de
comportement —comme le modéle ENDO ISOT BETON — sur un cas simple, voire d'opérer un

recalage sur des courbes de réponse, dans l'intervalle [O, ™|

estimé dans I'étude en vue.

Paramétre | mot-clé | Identification Expression analytique proposée
m E module de Young effectif en ; Ebh+Ea Sa
eq membrane E" = E —2+E,-
eq a b 2
(unités : force/surface) h E,h+E S (1-v})
a~a b
v, NU coefficient de Poisson effectif en E b h
membrane vmzvb-E . (l—vz)
b a~a b
Ef EF module de Young effectif en E h+3E S XZ
eq flexion EfziE S X2+E. - b a a a
(unités : force/surface) € p a a da b E h+3E S Xz(l—v2)
b a~aa b
v, NUF coefficient de Poisson effectif en E b h
~ flexion V=V 5 7
Ebh+3E S X2 (1=v7)
a~a"a b
Remarque : ces valeurs peuvent étre amendées pour privilégier les chargements de cisaillement, voir
[éqg. 3.1-5 et 8].
N, NYT seuil en traction pure a E™h  1—=v2
I'apparition de N = gl . b
I'endommagement D b E, 1-v,v
(unités : force/longueur) "
|Nc| NYC seuil en_compression pure a \/(1 — Vm) (1+2 Vm)
I'apparition de N <N, ,dol Y.
l'endommagement Vo
(unités : force/longueur)
Y, <1 [GAMMA_C|paramétre de dégradation de d'ou |NC| voir § 3.2.1.2.
raideur en compression
M MYF seuil en flexion pure a S 2 —y2
D l'apparition de M, = o Eegh ) 1=

'endommagement

(unités : force)

4 6Eb l—vbvf

Remarque : ces valeurs de NV, et M [, peuvent étre réduites pour limiter I'écart sur la frontiére du domaine
élastique pour les chargements mixtes en traction-flexion, voir § 3.2.1. On peut aussi vérifier I'évaluation de
ND sur une situation de cisaillement pur, cf. § 3.2.1.3.

y tsl GAMMA T|parameétre de dégradation de Résolution d'une équation non linéaire établie avec la
m . .

raideur en traction pente analytique locale de la courbe N, <€
yfgl GAMMA F|paramétre de dégradation de Résolution d'une équation non linéaire établie avec la

raideur en flexion

i —
pente analytique locale de la courbe M <K

Remarque : ces valeurs de Y, et Y s peuvent étre identifiées soit sur la situation d'endommagement

naissant, voir § 3.2.2, soit sur la situation d'endommagement maximal (pente asymptotique), voir § 3.2.3, ou
une estimation moyenne, voir § 32. On peut dans ce processus privilégier les chargements de cisaillement.
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4

Vérification

Ce modele est vérifié par les tests sSsNs106a, B, C, D, E, F (voir [bib8]), par comparaison avec
une modélisation multi-couche exploitant le comportement ENDO ISOT BETON et des nappes d'acier
élastiques. Les cas étudiés sont :

ssns106 a 2 trajets de chargement traction-compression puis compression-traction

ssns106 b 2 trajets de chargement a la suite (flexion -+ puis flexion +-), double cycle

ssns106 ¢ trajet de chargement combiné avec cyclage en traction 2 fois plus rapide qu’en
flexion

sns106 d cycle de cisaillement pur

ssns106 e cycle de cisaillement et flexion combinés

ssns106 f et g cycles de traction-compression et de cisaillement pur avec le kit ddi GLRC_ DM
+ VMIS ISOT LINE
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Annexe : Valeurs propres du tenseur des déformations

On considére une base orthonormée (ei)izl , 5 de I'espace euclidien tridimensionnel, et un tenseur
€ d'ordre 2, symétrique, donc diagonalisable. On note Eij les composantes mixtes du tenseur

] * 5 e . J— . . . .
szelj. e, ®e / dans la base (e,-)l.zl , 3 - On utilise la convention d'Einstein sur les indices mixtes
répétés.
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On note : Qk » 1, le triplet des vecteurs propres normeés et valeurs propres associées du probléme :

£.Q,=n0Q, g;,(Qk)jei:nk(Qk)iei pour k=1,2.3 (6-1)

Remarque :

On constate que : |e +E1d]. Q.= (Ak "‘5) Q, . VYEER | donc ajouter a € un quelconque
tenseur diagonal ne modifie pas les directions propres de € .

On sait que les vecteurs propres / e . forment une base orthonormée (repére principal) :
k J

Qe

Ql) €;=0y o = (Qk)j(Qf)j:5k1 (6-2)

Différencions ces deux relations :

del;.(Q,)+€.(dQ,['=dn,(Q,f+n,[dQ,[ pour k=123 (6-3)

4Q,]-[Q['+[Q,];-[4Q,|'=0 (6-4)

Projetons I'équation (6-3) sur le vecteur propre (Q[)iel. et utilisons I'équation (6-4) :

el Q[ [Q)+¢ . (dQF(Q)=dn,[Q,[(Q]+n,(dQ,[(Q], pourk =123

ZJ (Qk) ( )+r)l.(ko)j(Q[)j=dr)k.6kl+nk(ko)i(Ql)i pour k,1=12.3 (6-5)
£l (Q,)(Q),=dn,. 0, +n,—n | [dQ[(Q,), pourk,i=123
D'ou :
dnk=(d ) ( ) ( ) pour k=1,23 o
(nk—r)l) ( )(Q) ds) ( )(Ql),- pour k#1=123

Alors :

Notons E’]. les composantes mixtes d’un tenseur dans la base (Qk)k=1 53"

dn,=\d& )k pour k=1,2,3 ( pas de sommation sur k)

( )(ko) (Qz)—(df pour k#[=1,23 (6-7)

On vérifie évidemment sur la trace tr& = IdEE du tenseur des déformations (qui est indépendante du
repére choisi) :

Y dn, = t|dé| = tlde| = dltre] (6-8)

k=123
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Considérons la densité d’énergie libre d’élasticité isotrope :

(l)(f):%)\ tre)+u > (nk)2 (6-9)
k=1,2,3

alors la loi d’état donne le tenseur des contraintes :

dtre
de

dn . .
+u Y nkd_ek: tre| d+2u Y, nk'(Qk)j(Qk)i‘ej®el (6-10)
k=123 k=123

o=¢ le|=Altre|

En appliquant la remarque faite plus haut, le repére propre du tenseur des contraintes o est donc
identique a celui des déformations € .

Les contraintes principales sont donc naturellement dans le repére principal (Qk ) e;:

s, =0f=Atr(e)+2un, (6-11)

7 Description des versions du document

Version Auteur(s) Description des modifications

Code_Aster | Organisme(s)

8.4 D.Markovic Texte initial
EDF-R&D/AMA

9.5 S.Fayolle Réécriture des équations et re-formulations de certaines phrases
EDF-R&D/AMA

9.6 F.Voldoire, Corrections d'équations et re-formulation partielle du modéle ; re-
S.Fayolle rédaction du § 3 (identification des paramétres). Rédaction de
EDF-R&D/AMA I'annexe : démonstration de la dérivation des valeurs propres.

10.1 F.Voldoire, Quelques petites corrections et compléments.
S.Fayolle
EDF-R&D/AMA

10.2 F.Voldoire Modifications de la définition de la position des armatures ; ajout de
EDF-R&D/AMA 3 variables internes, § 2.8.

111 F.Voldoire, Ajout des méthodes d'identification pour DEFI GLRC et du
S.Fayolle A x
EDF-R&D/AMA coefficient &X,..

11.3 F.Voldoire Ajout d'un passage p. 11 expliquant la pente en charge uniaxiale.
EDF-R&D/AMA
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