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Résolution d'une équation différentielle
du second ordre par la méthode de NIGAM

Résumé :

Nous présentons dans ce document, une méthode de résolution de I'équation différentielle linéaire du second
ordre obtenue lors du calcul d'un spectre d'oscillateur.
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1 Introduction

Lors du calcul d'un spectre d'oscillateur, on est amené a résoudre une équation différentielle du
second ordre dont la solution est une intégrale de DUHAMEL.

Si cette intégrale peut étre calculée exactement a l'aide de la transformée de LAPLACE pour
certaines fonctions analytiques simples (Dirac, Sinus, Cosinus, Heavyside, ...) [bib1] elle doit étre
intégrée numériquement dans le cas général.

Ce document présente une méthode efficace pour résoudre ce probléme.

Cette méthode est mise en ceuvre dans Code_Aster, dans l'opérateur CALC_ FONCTION, mot clé
facteur SPEC_0OSCI.

2 Solution analytique de I'équation

Lors du calcul du spectre d'oscillateur d'un accélérogramme [R4.05.03], on est amené a résoudre
I'équation différentielle linéaire du second ordre :

é]+2§wc’]+w2q=—o<(t)

ou q(t) est le déplacement relatif
a(t) est l'accélération du mouvement imposé a la base
w est la pulsation de l'oscillateur
£ est 'amortissement réduit de l'oscillateur

Avec des conditions initiales sur g et ¢ .
La solution de cette équation s'écrit sous la forme :
q(t):+f; ht—7).«lt|dT+4¢l0lglt]+4(0]Al¢] éq 2-1
ot g(0] et g (0' sont le déplacement et la vitesse a l'instant initial.
* Expression de h(t) et g(t) selon la valeur de I'amortissement réduit € .

« Si £<1 (amortissement sous critique) :

—Ewt ( )
hlt)|=———sin|w tV1-&
wVl—x &q 2.2
glt|l=e * cos(w t\/1—§2)+ 3 2sin(w t\/l—Ez)
Vi-g
Manuel de référence Fascicule r5.05 : Dynamique transitoire ou harmonique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster

Version
default

Titre : Résolution d'une équation différentielle du second]...]

Responsable : Olivier BOITEAU

Si €=1 (amortissement critique) :

hit|=te
g(t)Z(l—w

wt

e

+ Si £>1 (amortissement sur-critique) :

—-fwt

h(t)zﬁ.sh(thE —1)
glt]=eF" ch(wt\/Ez—l)—i-\/gf_l

Méthode numérique
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shlwtg-1]

La méthode numérique implantée dans Code Aster a été proposée par NIGAM et JENNINGS [bib2]

dans le cas de l'amortissement sous critique
[R4.05.03].

qui correspond a notre probléme sismique initial

En introduisant la formulation [éq 2-2] dans [éq 2-1] on est donc conduit a résoudre I'équation

différentielle :

glt|+2Ewqlt|+wqlt|=—alt]

avec conditions initiales nulles, dont la solution s’

c](t)zi f;efgwhfﬂsin[wd(t—'r” o

w,

avec wd:wh_gz

écrit :

(T)dT

En supposant que (x(t) varie linéairement a l'intérieur de chaque intervalle A(t) , on peut alors

écrire :

0((T)Z(x(t—AtHi[(x(t)—tx(t—At)] pour TE|0,A¢]

a(t) A

' T
=
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d'ou I'équation a résoudre (exprimée dans la nouvelle variable T ):
Q(Z)+2§w'q('r)+w2q(1')=a+b'r pour TG[O,At}

ou a=u|t—At]
b=|alt|—alt—At||1At

q|0/=glt—At|

avec les conditions initiales : i i
gl0]=¢lt—At

La solution de cette équation est la superposition d'une solution particuliére et des solutions du
probléme homogéne.

a 28b b

* une solution particuliére : qp(t)z——2+i3——2
w W w
—&EwT

* les solutions du probléeme homogene : qh(t)ze Cl.cos(wdT)JrCz.sin(wdTH

b.t

2

—EwT

Cl.cos(wdT)+C2.sin(wdT)]—§+2i—€— "

Par suite : q(’r)ze

et en dérivant g (parrapporta ¢ )ona:

—-EwT

c']('r):(—gw)efg‘”T(Clcoswd'r+Czsin wd'r)+e —C,w,sinw, 7+C,w, cosw,T|——

Les coefficients C, et C, sont alors déterminés par les conditions initiales au début de l'intervalle
(c'est-a-dire pour T=0).

Clzq(t—Az)+%—2§f
w w
2
C,=Lgli—At)+Ewgli—n+2L 28 21b
w, w w

etenreportant C, et C, dans l'expression de q et g on obtient I'égalité matricielle pour T=A¢

[q(f)]zA(g,w,m) glt=A1l, ple o, ar)lali=A1)
gle| glt—At ole)
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4 Coefficients des matrices A et B du systéeme a résoudre

Matrice A4 :
allze—gwAl \/1§§2 sin(wdAt)-i-COS(wdA t)
Ew At
a,= ” sin(wdAt)
i
w —fwAr -
a21:_\/1——§2 e® Atsm(wdAt)
a,=e cos(a)dAt)—hg§2 sin(wdAt)
Matrice B :
[ A 2 . d
b11: —FwAt (252—1 +§ 'Sln(wdAt)+( %g +L2 COS((UdAt) N %E
|\ At w w WAt w w At
roni 28— 1 sinlw’Ar]  2E 1 2%
b,=e *% VR +w3At .cos|w’At] _a7+w3At
2
by =e *°% 262_1 + & cos|w, At|— 5 sinfw’A¢)|-
w At w 1_52
2 1 . 1
(af—jt—i_y .(wd51n(wdAt)+§wcos(wdAt)) +w2At
_ eead 281 £ .
bzz——e ! (TA{ . COS(wdAl‘)—\rngH’l(a)dAl‘) —
2 . 1
(w3§t ).(wdsm(wdAt)—i-Zwcos(wdAt)) T A
avec wd:w\/1—§2
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5 Calcul de l'accélération i/t

Connaissant q(‘r) et q(T) , il est dés lors possible de donner I'expression analytique de
l'accélération q(’r) :

Q(T)Z—(Ew)eiw{Clcos(wd'r)+C2sin(wdTH

+e 5 —C,wdsin(wdT)+C2wdcos(a)dT))—i2
w

é]'(T):+(Ew)ze_gw[clCos(wdT)+CzSin(‘0dT)}
+(§w) efgw(_clwdsin(wdT)+C2wdcos(wdT))
—(Ew|e™

+e '

—Clwdsin(wdT)+C2wdcos(wd‘r))

—C,wﬁcos(wdT)—Czwf,sin(wdTH

alt)=|[gwf—wi]e ™
or
wi=w1-8Y,don

Clcos(wdT)ﬁLCzsin(wd‘r”

CICOS((UdT)-i-CzSin((UdTH

glt)=w’e
or
; w,=w’(1-¢’]
‘ol :
q (T)sze_gw[Cl cos|w, T|+C, sin(wdTH
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