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Contact en petits glissements avec X-FEM

Résumeé :

Ce document présente une nouvelle approche pour traiter les problémes de contact en petits glissements avec
la eXtended Finite Element Method (X-FEM) [bib1]. On considére la formulation hybride continue de problémes
de contact entre solides [bib2] et la stratégie de résolution est similaire a celle déja implémentée dans
Code_Aster pour le cadre éléments finis classiques [bib3]. Un nouveau type d'élément de contact mixte est
introduit, spécifique au cadre X-FEM.

L’approche est implémentée dans Code Aster en 2D et 3D, et traite a la fois des interfaces complétement
coupées par une fissure ainsi que des interfaces avec fond de fissure. Elle est utilisable avec la commande
STAT NON LINE [U4.51.03]. Le frottement de type Coulomb est pris en compte.
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1

Introduction

Pour prendre en compte le contact frottant sur les Iévres de la fissure avec X-FEM, nous avons choisi
le cadre de la méthode continue [bib42], [bib42].

Contrairement aux approches discrétes ou le probléme de contact est pris en compte par assemblage
de forces nodales, les équations sont ici discrétisées par la méthode des éléments finis et le probleme
de contact est pris en compte par un assemblage de contributions élémentaires. Cette approche a été
développée par de nombreux auteurs, comme Alart et al. [bib42], Laursen et al. [bib42], Wriggers
[bib42], Curnier et al. [bib42], Pietrzak [bib42].

Dans cette approche « continue », les conditions de contact sont vues comme une loi d’interface et
non comme des conditions aux limites. A la notion de loi d’interface entre corps déformables, on peut
associer lors du passage du formalisme continu au modéle discret, la notion d’élément de contact. La
résolution exacte, et donc rigoureuse, des lois de contact (non différentiables) peut étre effectuée via
un élément contact hybride incluant les efforts de contact dans les inconnues du probléme. Dans ce
cadre, la formulation hybride conduit a une matrice tangente non symétrique, non définie positive, mal
conditionnée, avec des zéros sur la diagonale. La difficulté du probleme réside dans la non-
différentiabilité du systéme a résoudre [bib42].

La méthode proposée par Ben Dia est trés similaires, mais on choisit d’éliminer la non-différentiabilité
du contact par un algorithme de contraintes actives, et celle du frottement par un probléme de point
fixe sur le frottement de maniére a obtenir une suite de problémes réguliers disposant de méthodes de
résolution dont la convergence est établie. De nombreuses variantes , selon les algorithmes adoptés et
leur agencement existent, mais la convergence du schéma globale n’est pas assurée

On rappelle qu'un 'on part d'un formaliste lagrangien du probléme de contact entre deux solides
déformables, que I'on introduit dans le principe des travaux virtuels. Une formulation variationnelle
mixte déplacement-pression est déduite en incorporant des formulations faibles des lois de contact.
Les équations sont discrétisées par la méthode des éléments finis. Le choix des espaces éléments
finis de discrétisation ainsi que les schémas d’intégration (termes de contact) sont explicités.

Avec X-FEM, les lévres de la fissure sont traittes comme une seule surface géométrique de
discontinuité qui peut étre intérieure aux éléments finis. L'intégration des termes de contact sur cette
surface (non maillée) fait alors appel aux quantités portées par les nceuds des éléments traversés par
celle-ci. En petits déplacements, nul appariement n’est nécessaire car les points de la surface de la
fissure en vis-a-vis sont intrinséquement liés (ils correspondent a la méme entité géométrique). Le saut
de déplacement est exprimé en fonction des degrés de liberté d’enrichissement discontinus introduits
par X-FEM.

Ce document s’articule autour de 6 sections principales, dont cette introduction qui tient lieu de section
1. Le probleme de contact frottant ainsi que les équations mises en jeu sont introduits au paragraphe
[§2]. Partant d’'une approche lagrangienne du contact introduite dans le principe des travaux virtuels, le
paragraphe [§3] aboutit a une expression de la formulation variationnelle mixte déplacement-pression.
Le paragraphe [§4] évoque le choix des discrétisations éléments finis des champs d’actions de contact.
On précise la stratégie de résolution dans le paragraphe [§5]. Les expressions des termes
élémentaires de contact et de frottement résultant de I'approche X-FEM sont détaillés au paragraphe
[§28]. Le paragraphe [§6] s’intéresse a une condition particuliere de compatibilité des champs de
déplacements et de pression. Un algorithme visant a déterminer un espace des multiplicateurs de
pression de contact adéquat (c’est-a-dire respectant la LBB condition) est explicité.
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2 Formulation forte du probléme de contact frottant

2.1 Formulation des équations du probléme général

On désignera par et rz les densités des efforts dues aux interactions de contact frottant

éventuelles entre les deux surfaces. On désignera par tcl, et tf les forces' dues aux interactions de
cohésion éventuelles entre les deux surfaces dans le cas de l'ouverture d'une interface.

Loi de comportement o=C:¢ dans Q
Equilibre V:.6=f dans Q
Efforts surfaciques imposés on, =t sur [,
Densité des efforts de contact cn'=r sur I'" i=12
Densité des efforts de cohésion o -ni:zi sur ' i= 1,2
Déplacements imposés u=0 sur Fu

Tableau 2.1-1 : Equations du probléme général

Remarques :

Malgré les apparences, les relations sur les densités d'effort de contact et les densités d'effort de
cohésion ne sont pas incompatibles. En effet, la premiere n'est valide que lorsque les solides
sont en contact alors que la seconde n'est applicable que si les solides sont décollés.

2.2 Lois du contact

Soit P un point de FC . On note P1 et P2 les points coincidant sur ]“1 et F2 respectivement.
La condition de non-interpénétration entre P1 et P2 est écrite dans la direction # , la normale a

Fl

d =(x(P1)—x(P2))-nSO

n

X(P1) — x(P2)

p1 P2

Figure 2.2-1 : Définition du jeu

On décompose la densité d’effort de contact » en une partie normale A qui désigne la pression
normale de contact et une autre tangentielle »_ . Ainsi, la densité d’effort de contact s’écrit :

r=/1n+rT

1 Force par unité de surface, homogéne a une contrainte
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an

Figure 2.2-2 : Définition de la densité d’effort de contact

Avec ces notations, les lois de contact (lois de Signorini) s’écrivent sous la forme suivante :
d <0, A<0, Ad =0

Ces lois font intervenir des inéquations, or celles-ci ne se prétent pas aisément a une formulation
faible. Pour cela, on réécrit ces lois sous une autre forme, en les transformant en une seule équation
équivalente bib42 :

A-X(g,)g,=0

Dans cette expression, X est la fonction indicatrice de SR~ définie par
X(x>:“ si x<0

10 si x>0
¥ A
—_f {
»
X
Contact

Pas de contact

Figure 2.2-3 : Définition de la fonction indicatrice de R~

et g, le multiplicateur (dit de contact augmenté bib42) défini par :
g,=4=p,d,

ou p, estun réel strictement positif.
Le probleme de contact posé par les lois de Signorini introduit une relation non-univoque ( A n'est pas

une fonction de d, ), semi-définie positive et non différentiable en A=d =0 comme lillustre la
[Figure 2.2-4].
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Figure 2.2-4 : Graphe de la loi de contact unilatéral de Signorini

Une régularisation par pénalisation de l'interpénétration permet de rendre cette relation univoque, voir
[Figure 2.2-5].

A

Figure 2.2-5 : Graphe de la loi de contact régularisée

Physiquement, on autorise les solides a s'interpénétrer au prix d'une raideur K, trés élevée. La
pression de contact est alors donnée par A=—k,d, et devient égale au multiplicateur de contact g,

. On note que plus on augmente le coefficient de pénalisation K, , plus on se rapproche de la loi de
contact classique.

2.3 Lois du frottement
Pour les phénomeénes de frottement, on utilise les lois de Coulomb qui s’écrivent comme suit :

[EIES7nY
Si|Ir_|[<ulA| alors v.=0

Si ||FTH:“|A‘ alors J=>0 ; v, =—ar,

ou u estle coefficient de frottement de Coulomb et V_ la vitesse relative tangente.
On note par la suite X_ la projection de x sur le plan tangent a la surface de contact, définie par
x_ =(Id—n®n)x , ot le symbole ® désigne le produit tensoriel.
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De méme que pour les lois de contact, on peut écrire les lois de frottement de maniére équivalente
comme suit :

ro=uAA
A_PB‘O,I\(gT):O
g =A+p. v,

Dans ces expressions, /A est un semi-multiplicateur (vectoriel) de frottement, g._ est le semi-

multiplicateur (vectoriel) de frottement augmenté, PB‘O,“ est la projection sur la boule unité et p. un
parameétre strictement positif. Le semi-multiplicateur de frottement A , dont le module est toujours
inférieur ou égal a 1, correspond a la direction de glissement quand son module vaut 1, et correspond

a la direction d’adhérence quand son module est strictement inférieur a 1. La [Figure 2.3-1] présente
en 3D un cas de glissement et un cas d’adhérence.

2

Prion) (2.)

2.

Figure 2.3-1 : Projections sur la boule unité en 2D : glissement (a gauche) et adhérence (a droite)

Les lois de frottement sont complétées par I'équation (de type exclusion) suivante :
d,A=0 ou (1 f)((gn))/l:O

Le probléme de frottement exprimé via les lois de Coulomb introduit une relation non-univoque ( R,
n'est pas une fonction de v, ), et non différentiable (voir [Figure 2.3-2]).

R

glissant

=V
T
glissant
Figure 2.3-2 : Graphe de la loi de frottement de Coulomb
La méthode pénalisée permet de rendre cette relation univoque (voir [Figure 2.3-3]).
Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire
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glissant

glissant

Figure 2.3-3 : Graphe de la loi de frottement régularisée

Le semi-multiplicateur de frottement vectoriel est alors donné par le relation A= PB(OJ )(KTVT) )

On note que plus on augmente le coefficient de pénalisation k_, plus on se rapproche de la loi de
contact classique.

2.4 Lois cohésives

241 Lois cohésives régularisées

Le premier type de lois que nous pouvons envisager est une loi dans laquelle I'adhérence initiale n'est
pas parfaite : la pente initiale est finie. Deux lois cohésives de cette sorte sont disponible dans
Code_Aster, les lois CzM EXP REG et CzZM LIN REG dont les caractéristiques sont détaillées dans
[R7.02.11]. Nous détaillons ici I'extension & XFEM pour la loi CzZM EXP REG, en se basant sur
l'article de référence [bib42]. L'extension a la loi CZM LIN REG est faite en suivant exactement le
méme paradigme.

Nous écrivons le saut de déplacement tel que défini pour I'algorithme de contact, avec la notation
définie par la figure 2.2-1:

[u] P'|=ulP'|—u|P?|
Nous avons alors [u, |=[u] n négatif en ouverture et positif en interpénétration. Les notations de

[R7.02.11] posent un saut de déplacement & tel que & :n soit positif en ouverture et négatif en
interpénétration. Pour nous ramener a nos notations, nous réutilisons les résultats de [R7.02.11] en
posant & Z—[[u]] . Nous nous contentons ici d'en rappeler les principaux points. Le lecteur peut se s'y
référer pour une compréhension approfondie.

L'ouverture d'une fissure en mode mixte se caractérise par un critére d'endommagement défini au
moyen du saut de déplacement équivalent et de la variable interne « . Le matériau reste dans le
domaine élastique tant que I'on vérifie l'inégalité :

flul,,, c)=[u],;~ =<0
. [[uﬂéq:w/<[{u”ﬂ>?+[[m]]z est le saut de déplacement équivalent,

. [[uT]]Z [[u]]— [[un]] n est le saut de déplacement tangent,

. o((t):max{ao, {Zﬁfﬁ[{u(‘})ﬂéq} est la variable interne de la loi cohésive,

Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire
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* «, estlavaleurinitiale de « . Cette valeur est donnée par l'utilisateur par l'intermédiaire du

G
paramétre matériau PENA ADHERENCE de telle sorte que o(OZ—CPENA ADHERENCE -
_ o _

C

La contrainte cohésive s'écrit alors comme somme d'une contrainte élastique, une contrainte
dissipative et une contrainte de pénalisation qui rend compte du contact :

tc:H(Huﬂéq_a) o-lin+

1 _H( Huﬂéq_ (X)) o-dis+o-pen
ou H estla fonction indicatrice de R+

+ 0,,=—C([u,l).n estla contrainte de pénalisation.

ol C Est un coefficient de pénalisation explicité dans [R7.02.11] déterminé a partir du parameétre
matériau PENA CONTACT.

o o

« 0,=0,=——exp(——=° o)|u| est l'expression commune aux contraintes linéaires et
x G
.

dissipative, avec a=[u],, pour @ .
ou O, est la contrainte critique a la rupture
et G, estla ténacité énergétique du matériau. Elle correspond en effet & I'énergie nécessaire a

l'ouverture compléte de l'interface sur une longueur unitaire. Un calcul rapide avec les expressions
précédentes permet de confirmer :

[t cdlul+ [ (e n)dlu,}=G,

On représente sur la figure 2.4.1-1 la contrainte cohésive pour un chargement en mode / puren
fonction du saut de déplacement normal.

Loi cohésive

[

@ D cohésion initiale
@ endommagement
(@ décharge élastique
@et@contact
® & charge élastique
@ endommagement

Figure 2.4.1-1: Evolution de la force de cohésion
normale en fonction du saut de déplacement
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Pour [[”n]]<0 , il est également usuel de définir une force de cohésion équivalente fc,eq grace ala
condition énergétique d'équivalence:

tc,eq[[uﬂeq:tc,n'n[[unﬂ-i_tc'.r‘|[u_r]]

Pour retrouver sa valeur, on dérive [u],, par rapport au temps.

S A [PAR P A
Huﬂe‘q_ [[u]]éq

[ul, [ul, o o
D'ou on identifie : ¢, ,,=t, ,-n——2=||t, ||—t=——exp|——=* || u],
SRR 7% I || 1728 G, !

La figure 2.4.1-2 représente I'évolution de la force de cohésion équivalente en fonction du saut de
déplacement équivalent selon cette loi de comportement.

IIH:L%@-

x

L

Figure 2.4.1-2: Evolution de la force de cohésion équivalente en
fonction du saut de déplacement équivalent

Remarque :

On définit parfois un saut de déplacement équivalent [, = J (u,1)2+B*[u,]* ou B estun

coefficient expérimental qui représente le rapport d'intensité des forces d'ouverture en mode [
et en mode II. En reprenant alors le raisonnement précédent avec

[[“Héq

o
C
——f
G

c

t 9.
.
x oXP

c,eq

On déduit les expressions des composantes :

t. g, , t. g, .
tc,n:—q—cn‘u%u”ﬂnZ——‘exp ——=*«|[u,]n, t(,,T:BZ‘—’[{‘Z[&r—TH:—szexp —o|[u,]
éq ¢ éq ¢

2.4.2 Lois cohésives mixtes

Le second type de lois que nous pouvons envisager est, a l'inverse, une loi dans laquelle I'adhérence
initiale est parfaite : la pente initiale est infinie. Deux lois cohésives de cette sorte sont disponibles avec
XFEM dans Code_Aster, les lois CczM OUV_MIX et CzM TAC MIX dont les caractéristiques sont
détaillées dans [R7.02.11]. Nous rappelons ici la loi CzM 0OUV_MIX, représentée sur la figure 2.4.2-1.
Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire
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Comme en partie 8, nous introduisons le saut de déplacement |Iu]] tel que Hunﬂ soit négatif en
interpénétration et positif en ouverture, et nous nous ramenons aux notations de [R7.02.11] en posant
6 =—| u] : on renvoie a cette documentation pour I'expression de la loi et sa dérivée. Notons que de
la méme fagon que pour les lois régularisées, le matériau reste dans le domaine élastique tant que :

7 (], «)=—ul,~a=0

En revanche, cette fois, la variable interne a une valeur initiale rigoureusement nulle, de sorte que la
contrainte n'est plus explicite en fonction du déplacement, comme le montre la figure 2.4.2-1.

A o 4 o
Oc Endommagement Oc N Charge / Decharge verticale
\\
A Y
) ) Endommagement
Rupture (1P
‘ Oc | BTs |
Adhesion . “e Rupture
avant amorcage /
26, - 26, -
- 0, a . %
Contact T Contact 7

Charge / Décharge, retour a zéro

Figure 2.4.2-1: Composante normale du vecteur contrainte en fonction du saut normal pour la
loi czM_ouv_MIX (seuil « nul & gauche et positif a droite).

Formulation variationnelle mixte

Transformons la forme forte du probléme en une formulation faible, mieux adaptée aux éléments finis.
Le champ u doit appartenir a I'ensemble Vo des champs de déplacements cinématiquement
admissibles :

VOI{VEHI,V discontinu a travers I",,v=0 sur Fu}

Commencgons alors par donner une formulation unifi€e commune aux cas de contact-frottement et aux
lois cohésives régularisées. Les lois cohésives mixtes obéissent quand a elles & une formulation
énergétique suivant une logique différente, expliquée en partie 13.

3.1 Formalisme commun au cohésif régularisé et au contact-frottement
Pour ce faire nous noterons r=1£, dans le cas des lois régularisées. Nous notons H:H_m(F)
pour les lois cohésives, et nous désignons par H le sous-espace de Hf”z(F) des champs
d’actions de contact dans le cas du contact-frottement. La formulation faible du probléme de contact
frottant s’écrit comme suit :

Trouver (u, rl,rz)e Vo XHXH telsque:
* * * 1 *! 1 2 *2 2 *
fQ o(u):e(u )dQ:fo-u dQ+J.Ftt-u dF+fF, reu dl’ —I—J'Fzr u dl'” Yuev,
En écrivant le saut avec la notation suivante
1 1 2
[[x]1[P)=x[P'|=x[P?,
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' et par la suite, la formulation faible du probléme de contact frottant s’écrit de

et en notant =y
maniére équivalente comme suit :

J'Qa(u):e(u*)d[):fgf-u*dQ+fF t-u*dFJrfr.r-[[u*]]dFC Yuer,

Les espaces des inconnues de contact sont les suivants :
H=AeH "I, J:A=0 sur T |

|
[r EH_HZ(

T

3.2 Méthode du Lagrangien augmenté

La formulation faible a trois champs s’écrit finalement,dans le cas d'une formation Lagrangienne
augmentée :
Trouver |u, A, A|€V X HXH
Y2 A eV, x HxH
Equation d’équilibre fQ o(u)ie(u )d Q_J'Q fu dQ_J'F[ tu dr

~[ xe gl llar.=J | x(g,) wh Pyoylg ) [u]ldr =0
Loi de contact —1 *
frcp—(z—x g,|g, |2 dr ,=0
Loi de frottement A At
A *
.[n P, (A_PB[O,N(gT))A dr’,

+J [1=2lg,)|44°dr =0

3.3 Méthode pénalisée

La formulation faible a trois champs s’écrit finalement, dans le cas d'une formation purement pénalisée

Trouver (1, A, A|€V X HXH

Viu' A" A'lev xHxH

Equation d’équilibre J‘Q o(u)e(u’)d Q_fg fu'd Q_fr tutdr
~J x(g )Nl ndr,
~J 8P g v 1] =0

Loi de contact *
f[" —(j“—}_){(gn)Kndn)j“ ch:O
c K” \
Loi de frottement wy ( gn) A, i
Jlfc K, (A_PB(O,H(KTVT))A dr’,
+] . )| 44" dI" =0

On remarquera que la valeur de A obtenue par la loi de contact est une moyenne lorsque I'état est
contactant des forces d'interpénétration pour la loi pénalisée. L'utilisation des expressions 1 ou
—K dn dans I'équation d'équilibre devrait donc conduire au méme résultat si ce n'est que la condition
LBB ne s'applique que sur les A . Pour avoir équivalence, il faudrait donc reporter le traitement de la

LBB sur les champs de déplacement pour la méthode pénalisée. Comme cela n'est pas fait ici, on
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utilise le terme 1 pour lequel le traitement LBB est fait et on le réinjecte dans I'équation d'équilibre
qui prend donc en compte ce traitement. On pourrait tenter le méme traitement pour la loi de frottement
mais A est obtenue comme une moyenne pour des situations glissantes ou adhérentes. Réinjecter
cet état moyenné au niveau de I'équation d'équilibre entraine une non convergence de l'algorithme de
Newton. La différence de comportement pour A et A provient du fait que I'on intégre des
quantités discontinues suivant I'état contactant ou non contactant pour A et suivant I'état glissant ou
adhérent pour A , mais que pour I'état non contactant les contributions sur A sont nulles dans la
loi de contact. On peut en déduire que s'il existe une formulation pénalisée satisfaisant pleinement les
conditions LBB pour le contact, il n'existe pour le moment pas de formulation pénalisée satisfaisant
pleinement les conditions LBB pour le frottement. Le choix du coeffcient k. en sera du coup d'autant
plus important (de fortes valeurs risquant d'exhiber des blocages pour la partie adhérente).

3.4 Formulation pour une loi cohésive régularisée
Lorsqu'une loi cohésive est utilisée , le contact est géré par le coefficient de pénalisation défini dans la
loi cohésive. Connaissant I'expression de la loi cohésive en fonction de [u| , la formulation s'écrit :
Trouver |u, A, A|€ VXHXH ftels que :
Vi, 2 Al eV x HxH
Equation d’équilibre eol® _ a _ o
q q fga(u).e(u )d Q fgfu dQ frttu dr
* *
—J, e LN dr ] e clldr =0
Post-traitement partie (i—t -n)i*df =0
normale Ic cn ¢
Post-traitement partie A—t A dlr =0
tangentielle -[n-( "'T) ¢
On remarque que les multiplicateurs A et A n'interviennent pas dans la résolution. lls servent
uniquement a stocker les contraintes cohésives de maniére explicite.
3.5 Formulation pour une loi cohésive mixte
P ar opposition a la formulation précédente, le traitement d'une telle loi va nécessiter une vraie
formulation a plusieurs champs, dans le sens ou un champ dual vectoriel A va effectivement entrer
dans la formulation, au lieu d'étre un artifice de post - traitement comme en 13 . Cette formulation suit
un raisonnement énergétique, expliqué en détail dans la documentation [R3.06.13]. Résumons-en en
les principaux points :
On écrit que I'ouverture de la fissure colte une énergie proportionnelle a la surface a ouvrir, soit :
Eglo|=] m(s)ds
r
ou [7(6] est la densité d'énergie cohésive. Pour la loi CZM_OUV_MIX , nous avons par exemple
5
mlo)=["1,(6ds" .
Le champ de discontinuité ¢ apparaissant dans les expressions précédentes est alors défini comme
un champ a part entiére, intégré dans la formulation en tant que nouvelle inconnue . L'énergie totale
s'écrit alors :
Elu, 6= [ @le(u)dQ—w,ul+[ 16|dr
O\I r
La solution du probléme consiste alors en la minimisation de cette énergie totale sous la contrainte
que ¢ corresponde, avec nos conventions de signe, a l'opposé du saut de déplacement. On
cherche :
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min Elu, d
u,o
lul|=—0

Afin de résoudre celle-ci, nous introduisons le lagrangien associé au probléme, auquel nous ajoutons
un terme d'augmentation dont I'utilité apparaitra par la suite :

Llu,é, 2 fEiu (s)+f,1(— [u]- 5)dF+_Ff%([[uﬂ+5

Par

Nous pouvons alors écrire la premiére condition d'optimalité de ce lagrangien :
V6" [[t—a+r ([u]+0)]-6'=0 avec redll(s]
r

Cette équation fait intervenir la contrainte cohésive tc . Or nous ne disposons comme expression de
tc que d'une loi de comportement locale. Cette premiére équation doit donc, pour avoir du sens, étre
discrétisée d'une fagon qui permette de s e ramener a une expression locale . Ceci est possible si §

est discrétisé par collocation aux points de Gauss de l'interface, de coordonnées Xgq

En effet, a vec une telle discrétisation , la résolution de la premiére conditions d'optimalité revient
a satisfaire la loi cohésive en chaque point de collocation :

(5g,0( |I=4 —r(|[ug]]+5g)
ou nous avons noté Ag:A(Xg) , par exemple, les valeurs d'un champ aux points de Gauss, et ou
Z, (5g , (xg) suit la loi 2.4.2-1 . La traduction graphique de cette loi de comportement est la suivante : la
solution correspond a lintersection de la fonction linéaire 0 — /lg—r[[ug]]—r 0 (avec une pente
négative donnée par le coefficient de pénalité » ) avec le graphe 10(5, | . Nous voyons alors que

pour r assez grand, la solution est unique, d'ou l'intérét d'avoir augmenté le Lagrangien.

tension stress
A

¢

Q

adhesion

opening
»

contact

Figure 3.5-a : Solution de I'intégration du comportement.

Le champ O s'écrit donc localement comme une fonction de /\—rﬂu]], que nous appellerons

multiplicateur augmenté et noterons p . Par conséquent, il disparait des champs inconnus du
probléme. La formulation est alors donnée par les deux conditions d'optimalité du lagrangien
restantes :

Trouver (u,A|€V X H tels que :
V", 2ev xH
Equation d’équilibre f

o(u)e(u d(szud_(zftudr
+J.F [ A+ +5(p]” [u]d =0 avec p=A—r|u]
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Loi d'interface _J'F [[[u]]+5(p)}-/1*dF:O

En ce qui concerne la discrétisation de ces deux champs d'inconnues , une discrétisation simple
respectant la condition de stabilité inf-sup, et consistante avec la discrétisation de § par collocation,

consiste a discrétiser le déplacement avec des éléments P2 et le multiplicateur d'une fagon P1
adaptée a X-FEM, dont nous donnons le détail dans la partie 15 a suivre .

Discrétisations EF

4.1

4.2

On détaille dans cette partie la discrétisation des inconnues de contact-frottement, qui se fait aux
nceuds sommets de I'élément parent.

Multiplicateurs de contact

Les inconnues pour la pression de contact A et le semi-multiplicateur de frottement 1 sont portées
aux nceuds sommets de I'élément parent. L'approximation de la pression de contact fait intervenir les

¢, , fonction de forme de I'élément parent linéaire et s'écrit :

nno

z”<x>=;x,.¢,.<x>

ou nno estle nombre de nceuds de I'élément parent linéaire. La pression est alors définie comme la
trace sur l'interface approximée de ce champ A"

Pour expliciter cette notion d'interface approximée, supposons que l'on découpe, si besoin,
I'élément parent en sous-éléments simpliciaux (c'est-a-dire triangles en 2D, tétraédres en 3D). Par
interface approximée, nous entendons en 2D la ligne brisée reliant entre eux les points d’intersection
des arétes de tels sous-éléments avec la ligne de la fissure. En 3D, les points d’intersection des arétes
d'un tel sous-éléments avec la surface de la fissure définissent un polygone, non nécessairement plan
au sein de ce sous-élément: il peut y par exemple avoir 4 points d'intersection, pas forcément
coplanaires. La méthode retenue a été celle qui consiste a découper ce polygone en facettes
triangulaires dont les sommets sont ces points d’intersection ([fig. 4.3.3-1]). L'ensemble du procédé
décrit dans ce paragraphe est détaillé en partie 16.

Semi-multiplicateurs de frottement

De méme que pour les multiplicateurs de contact, les semi-multiplicateurs de frottement sont interpolés
avec les (i)l- fonction de forme de I'élément parent. En 3D, A4 est un vecteur du plan tangent a la
surface de la fissure. Les gradients des level sets permettent de définir une base covariante a la
surface de la fissure, dans laquelle /1 sera exprimé. On définit les 2 vecteurs de la base covariante
par :

(l’lls,‘L'l,TZ)Z(VISFZ,VISZ‘,VISI’IXVZSZ)
1 2

ou p” estla normale locale issue du gradient de la level set normale. Les vecteurs 7' ¢~ étant

issus des gradients (nodaux) des level sets, ils peuvent étre interpolés au sein des éléments de
o . . L1 2 .

maniére & obtenir des vecteurs aux sommets Z des facettes de contacts, soit 7, et r;, i =1,3.

1 b
L’approximation des semi-multiplicateurs de frottement sur une facette de contact s’écrit alors :
nno

By — 11 2 2
A (x)—Z;(Al.ri—i-Airi)qbi(x) ,
i=
ou les vecteurs ril,riz pour un nceud i correspondent a ceux du point d'intersection de l'interface

avec l'aréte de I'élément associée au nceud i. Le point d'intersection associé est soit ce nceud (s'il s'agit
d'un nceud par ou passe l'interface de contact), soit I'aréte intersectée contenant ce nceud (s'il s'agit
d'une aréte coupée). Dans le cas ou le noeud appartient a plusieurs arétes intersectées, on I'associe
au point d'intersection de I'aréte vitale.

Is
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4.3 Elément fini de contact

4.3.1 Cas général

Manuel de référence

Les degrés de liberté de contact sont portés exclusivement par les nceuds sommets.

A titre d'exemple, la figure 4.3.1 montre les nceuds portants les degrés de liberté de contact. On
remarque que l'on distingue d'une part les éléments X-FEM coupés par la fissure qui porteront des
degrés de liberté de contact et d'autre part les éléments X-FEM non coupés qui n'ont pas besoin de
degrés de liberté de contact. On introduit des degrés de liberté de contact uniquement sur les nceuds
sommets soit au total 4 degrés de liberté. Deux relations d'égalités relient respectivement les noeuds 1
et 3 ainsi que les nceuds 2 et 4 afin de satisfaire la condition LBB (voir [§6]). Cela fait un total de 6
variables introduites.

i1
ic >
Element X-FEM .~ 2
avec contact ................................
/3
C ]
Element X-FEM /[, 4

sans contact

Figure 4.3.1-1 : Nceuds portant les ddl de contact.

FACETTE DE CONTACT
La surface de contact sert seulement a des fins d'intégration mais elle nécessite la mise en place
d’algorithme de recherche des points d'intersection et des points milieux si I'élément est quadratique.

L'algorithme de recherche des points d'intersection se présente de la maniére suivante :
Sur un élément :

eboucle sur les arétes de I'élément

soient E' et E? les deux extrémités de I'aréte

si lsn(El)lsn(Ez)sO alors

eboucle sur les deux extrémités

si Isn| E7)=0 et Ist| E/|<0 alors

on ajoute le point £/ alaliste des Pl- (avec vérification des doublons)
fin si
si élément quadratique 2D : lsn(E3)=0 et lst(E3)sO alors

on ajoute le point £3 ala liste des P, (avec vérification des doublons)
fin si

«fin boucle

Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire
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Si lsn(Ek);éO Y k € nombre de nceuds de l'aréte, alors
interpolation des coordonnées de C
si Ist|C|<0 alors
on ajoute le point C ala liste des P, (avec vérification des doublons)
fin si

fin si
fin si

«fin boucle

Détails de l'interpolation des coordonnées du point C :

Si I'élément est linéaire :
o= lsn(El)
an(El)—lsn(Ez)
C=E'-s|E>~E'|
lstiC):lst(El)—s(Ist(Ez)—lst(El))

i I'élément est quadratique :
Sil'él t est drat 2D
La position du point sur I'aréte renseigne sur la valeur d'une de ses coordonnées de référence

nno

& ou n, il suffit ensuite de résoudre I'équation polynomiale Z <15i(§, n) Isn,=0 pour
i=1
trouver la valeur de la seconde coordonnées de référence. Par passage dans I'élément réel,
on détermine ses coordonnées réelles (x, y) .
fin si

Dans le cas ou I'élément est quadratique, il faut, en plus des points d'intersection interpoler les
coordonnées des nceuds milieux de la facette de contact. En 2D, la facette de contact s'apparente a un
arc de cercle ou I'on ne connait que les coordonnées de ses extrémités suite a I'algorithme précédent.
Pour déterminer son point milieu, on utilise la méthode de Newton qui évalue le point d'intersection
entre la médiatrice du segment reliant les deux extrémités et I'izo- zéro de la level set normale.

4.3.2 Cas des éléments en fond de fissure

Pour un élément contenant le fond de fissure, il faut un traitement particulier pour déterminer les points
de contact. En effet, de tels éléments ne sont pas entierement coupés par la fissure. Les points de
contact sont alors de deux types :

soit des intersections entre la surface de la fissure et les arétes de I'élément (cas général évoqué
au paragraphe précédent),

soit des intersections entre le fond de fissure et les faces de I'élément (cas spécifique aux
éléments contenant le fond de fissure).

Les points du 1° type sont déterminés par l'algorithme précédent, et les points du 2™ type par
I'algorithme de recherche des points du fond de fissure (voir le paragraphe [§2.4] dans [R7.02.12]).

Les points de contact du 2™ type ne sont associés a aucun noeud ni aréte, et ne sont donc portés
nativement par aucun ddl. lls n’interviennent donc pas dans l'écriture de l'approximation. Cette
situation correspond a une approximation P1 des inconnues de contact sur la facette de contact en
fond, ayant une valeur nulle en fond de fissure (voir schéma du haut de la Figure 4.3.2-1). Une autre
solution est d’envisager un raccord constant. Dans ce cas, la pression en fond de fissure est
considérée égale a la pression du point de contact sur une aréte le plus proche. C’est cette solution qui
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43.3

a été retenue. Dans I'exemple de la Figure 4.3.2-1, le schéma du bas illustre I'approximation de la
pression de contact sur la facette 4BC :

i(x) = AaWatigypticyc
= ApW, tAcwpticye

Puisque BC<BD et AD <AC , linconnue de pression en B est portée par le point C et
inconnue de pression en A est portée par le point D , il n’y a donc pas de ddl supplémentaire sur
les faces. Cette approche pourrait étre qualifiée de « PO-P1 », car I'approximation est un mélange de
PO et de P1. La pression de contact est P1 le long du fond de fissure, et PO le long des autres cotés de
la facette.

Ac

fond de fissure

Figure 4.3.2-1 : Différentes approximations du contact sur la facette en fond de fissure

Une autre alternative serait de considérer une vraie approximation P1 sur les facettes de contact en
fond de fissure. Pour cela, il faudrait que les degrés de liberté de contact sur les points du fond soient
de vrais degrés de liberté indépendants. lls pourraient étre par exemple portés par les noeuds
sommets des arétes opposées. Sur 'exemple de la Figure 4.3.2-2, la pression de contact en B serait
portée par le nceud F et la pression de contact en 4 parle nceud £ . Ce cas est généralisable a
tout type de configuration. L’intérét est de disposer de degrés de liberté de contact indépendant. Une
telle approximation P1 améliorerait la précision par rapport a une approximation constante.

-n

fond de fissure

4
1
1
1
1
»
[
1
Al

m
A%
1}
1
3
1
1
)
1
1
SN

+-

Figure 4.3.2-2 : Approximation P1 sur la facette de contact en fond de fissure

Sous-découpage en facettes triangulaires de contact

Pour chaque élément, a partir de la liste des points de contact Pi , il faut créer un sous-découpage en

facettes triangulaires. Pour cela, on trie les points de contact par élément avec le méme procédé que
celui servant a orienter les points du fond fissure (voir le paragraphe [§2.4] dans [R7.02.12]). On
détermine n la moyenne des normales aux nceuds (basées sur les gradients des level sets). On

détermine G le barycentre des points de contact sur cet élément. On projette les points de contact
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dans le plan de normale n et passant par G . Pour chacun des projetés, on détermine I'angle 6
par rapport au 1°" point de la liste, puis on trie les points de la liste suivant 6 croissant.

Pour illustrer le sous-découpage en facettes triangulaires, prenons un hexaédre occupant la région
[0,1 }3 . Soit le plan d’équation cartésienne 4x—11 y—9z+d =0 . Examinons les intersections entre
ce plan et 'hexaédre, pour différentes valeurs du paramétre d .

Pour d =—1 , il y 3 points d’intersection entre le plan et 'hexaédre. La trace du plan dans I'hexaédre
est un triangle, qui correspond a la facette de contact. Pour d =4 , il y 4 points d’intersection entre le
plan et 'hexaédre. La trace du plan dans I'hexaédre est un quadrangle, est découpé en deux facettes
triangulaires de contact. Pour d =6 , il y 5 points d’intersection entre le plan et 'hexaédre. La trace du
plan dans I'hexaédre est un pentagone, est découpé en trois facettes triangulaires de contact. Pour
d =8 , il y 6 points d’intersection entre le plan et I'hexaédre. La trace du plan dans I'hexaédre est un
hexagone, est découpé en quatre facettes triangulaires de contact. La Figure 4.3.3-1 présente les
divers schémas pour les valeurs de d précédemment évoquées.

De plus, lorsque le fond de fissure est contenu dans un élément, il se peut que cela rajoute un point
d'intersection en plus. Par exemple pour d =8 , si le fond de fissure coupe les segments P1P2 et
P2P3 alors cela rajoute un point P2a situé sur P1P2 et un autre point P2b situé sur P2 P3 et supprime
le point P2 (2 points ajoutés et 1 point supprimé, soit au total 1 point rajouté). Le nombre maximal de
points d'intersection est alors 7.

Cet exemple illustre les différents cas de figure qui peuvent se produire. De maniére générale, on peut
regrouper les différents cas de figures suivant le nombre de points d’intersection rencontrés. Le
Tableau 4.3.3-1 rassemble les sous-découpages effectués selon de le nombre de points d’intersection
trouvés entre I'élément (que I'élément soit un tétraédre, un pentaédre ou un hexaédre) et la surface de
la fissure.

d'iitg?sl‘gtstio 4 points 5 points 6 points 7 points
n d’intersection | d’intersection | d’intersection | d’intersection

A P1 P2 P3
S P1 P2 P3
g P1 P2 P3 P1P3P5
= P1 P2 P3 P1 P3 P5
= P1P2P3 P1 P3 P4 P3 P4 P5
2 P1P3 P4 P1 P5 P6
= P1 P4 P5 P1 P5 P7
S P3 P4 P5
w P5 P6 P7

Manuel de référence
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Figure 4.3.3-1 : Intersections et découpages pour d = -1, 4, 6 et 8 (de haut en bas)

4.4 Mise a zéro des degrés de liberté inactifs

Cette procédure sert & mettre a zéro la valeur des degrés de liberté de qui n’interviennent pas dans les
équations. Plusieurs solutions peuvent étre considérées.

Remarque :

La discussion qui suit est fortement influencée par les possibilités (et les restrictions) de
Code_Aster ; les solutions envisagées ne sauraient alors étre exhaustives.

441 Ne pas introduire

Tout d’abord, ne pourrait-on pas simplement éviter d’introduire ces degrés de liberté qui ne servent a
rien et qu’il faudra annuler par la suite ? On pourrait par exemple imaginer un élément initialement
sans degré de liberté de contact, et une fois les intersections entre les arétes de I'élément et la fissure
déterminées, rajouter les degrés de liberté de contact nécessaires. Cela voudrait dire transformer
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44.2

443

444

445

44.6

I'élément fini en élément fini possédant des degrés de liberté de contact en certains noeuds précis (par
exemple aux nceuds N/, B, C, N4 de la fig. 4.3.3-1). On entrevoit aisément le nombre de
possibilités de cela représente, et le nombre d’éléments finis différents que cela impliquerait (21 pour
un tétraédre avec 3 ou 4 points d’intersection, et plus de 150 pour un hexaedre avec 3, 4, 5 ou 6 points
d’intersection). Cette solution est donc écartée. On est donc bien obligé d’avoir un élément de contact
avec des degrés de liberté de contact sur tous les nceuds sommet et milieu.

Elimination

Pour éliminer les degrés de liberté de contact qui ne servent a rien, l'idée la plus simple est celle qui
consiste a retirer du systéme global d’équations les lignes et les colonnes correspondantes (sur le
papier, cela revient a « rayer » les lignes et les colonnes inutiles). Le systeme obtenu est donc de taille
inférieure au systéme total, et de méme taille que celui que I'on aurait obtenu avec la méthode du
paragraphe précédent. Cependant, le fait de retirer du systéme global des lignes et des colonnes n’est
pas possible a I'neure actuelle dans Code Aster.

Substitution

Si on ne peut éliminer des degrés de liberté, il faut leur affecter la valeur 0. Pour cela on peut décider
de modifier la matrice tangente et le second membre, en mettant une valeur réelle quelconque ko

(par exemple 1) sur la diagonale de la matrice et 0 dans le second membre, a la position
correspondante au degré de liberté a annuler. On a donc un systeme de méme taille, mais
numériquement mal-conditionné a cause de la valeur quelconque choisie sur la diagonale. En effet, au
niveau du calcul de la matrice élémentaire, on ne connait pas globalement la matrice de raideur, donc

la valeur optimale du paramétre ko (en terme de conditionnement) n’est pas connue.

Dualisation

Pour pallier ce genre de probleme, le mot-clé DDL._IMPO de l'opérateur AFFE CHAR MECA permet
d'imposer a un degré de liberté d’'un nceud une valeur prédéfinie. Pour résoudre le systéme linéaire
sous contraintes ainsi obtenu, la technique des double multiplicateurs de Lagrange est utilisée bib42,
qui permet un meilleur conditionnement qu’avec la technique simpliste du paragraphe précédent, car le
choix des paramétres ko est réalisé connaissant la matrice assemblée. Le principal inconvénient est

que deux équations supplémentaires sont rajoutées au systéme pour chaque ddl imposé.
Substitution généralisée

La méthode par substitution est généralisée a I'imposition de ddl a une valeur quelconque (autre que
0) dans Code_Aster (opérateur AFFE CHAR CINE). Cependant, cet opérateur ne fonctionne pas a
I'heure actuelle avec I'opérateur de statique non linéaire (STAT NON LINE) utilisé pour résoudre le
systeéme (la non-linéarité du probléme traité est due au contact-frottement).

Solution choisie

L'élimination est utile pour les mailles bilinéaires et les fonds de fissure. On le fait en utilisant la
méthode par substitution: cependant ce choix doit faire I'objet d'un suivi, voire d'une étude plus
approfondi de la robustesse, car il y a de possibles impacts sur la stabilité de la convergence. Pour le
reste, a savoir les relations d'égalité, la solution qui a été retenue est celle des doubles multiplicateurs
de Lagrange. Notons qu'avec l'utilisation de Mumps comme solveur, un seul multiplicateur est pris en
compte. Cependant, on s’est rendu-compte que I'argument sur le mauvais conditionnement qui nous a
conduit a ne pas choisir la méthode par substitution ne tient pas. Certes, la matrice peut étre mal-
conditionnée, mais cela n'a pas de conséquence sur la qualité des résultats car la matrice est
diagonale par bloc (par exemple, la matrice diagonale diag(1,10.e16) est mal conditionnée mais ne
pose pas de probleme). On pense donc utiliser dans le futur la méthode par substitution (soit en
mettant & la main des 1 sur la diagonale, soit en utilisant AFFE_CHAR CINE quand il sera fonctionnel ,
ce qui est équivalent) a la place de la dualisation.
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Remarque :

L’annulation des degrés de liberté Heaviside et crack-tip enrichis en trop est fait en utilisant la
meéthode de substitution. En effet pour des problémes ou le maillage est raffiné dans la zone de
la fissure, le nombre d’équations rajoutées pour les annuler dans le cas du choix de la
dualisation engendrerait des temps de calcul supplémentaires non négligeables.

4.5 Calcul de la normale a la facette aux points d'intégration

Tant que les champs des level sets sont interpolés par des fonctions de forme linéaires, on peut
admettre une normale n unique sur la facette de contact, issue du produit vectoriel des cbtés de cette
facette. Lorsque l'on monte en ordre, la fissure est non- plane et il faut considérer une nouvelle
normale en chaque point d'intégration. Celle- ci est issue du gradient de la level set normale, qui
résulte de I'approximation aux nceuds de la facette des gradients aux nceuds. Les gradients aux
nceuds sont eux-mémes issus d’'une moyenne aux nceuds des gradients élémentaires des éléments
connectés au nceud.

4.6 Conditionnement pour la méthode pénalisée

Un bon conditionnement de I'équation d'équilibre de la formulation pénalisée impose une « plage
conseillée » pour la définition des coefficients de pénalisation, qui est laissée a la discrétion de
I'utilisateur. Nous avons:

E
K .~Ehet A~k, h*, ce quiimpose K, raisonnable devant — .

h

méca

K

méca

E
~Eh et Bu~UuKTh2 , Ce qui impose K. raisonnable devant m .
E

E
Dans les tests, on prend Kn~105— et kK, ~100—— .
h uoh

5 Stratégie de résolution

La stratégie de résolution est la méme que celle utilisée par la méthode continue dans le cadre
éléments finis classique [bib42]. La seule différence est qu’avec X-FEM, nul appariement n’est
nécessaire.

5.1 Algorithme de résolution

5.1.1 Loi de contact-frottement

Avec X-FEM, les points en vis-a-vis sont connus a priori et cet « appariement » intrinséque n’évolue
pas au cours du calcul (hypothése de petits déplacements). Ainsi, il n’est pas nécessaire de réaliser
une phase d’appariement comme dans le cadre classique. La boucle géométrique est aussi supprimée
puisqu’il N’y a pas de ré-actualisation. Pour chaque pas de temps, il reste 3 boucles imbriquées. La
boucle sur les seuils de frottement permet de résoudre le probléeme de frottement par une recherche de
point fixe sur les seuils de frottement de Tresca. La boucle sur les statuts de contact (apparentée a la
méthode des contraintes actives) permet de déterminer I'espace des points de contact effectifs. Au
niveau le plus profond, la boucle sur les itérations de Newton permet de résoudre la non-linéarité
restante, celle due a la projection sur la boule unité.

Pour un pas de temps :
Initialisation des seuils de frottement 4
*Boucle sur les seuils de frottement

Initialisation des statuts de contact y
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5.2

*Boucle sur les statuts de contact

*ltérations de Newton

Calcul de la matrice tangente et du second membre
*Fin des itérations de Newton

Actualisation des statuts de contact y

*Fin de la boucle des contraintes actives
Actualisation des seuils de frottement 4

*Fin de la boucle sur les seuils de frottement

5.1.2 Loi cohésive.

Dans limplémentation des lois cohésives, tant mixtes que régularisées, nous n'introduisons pas de
champs de statuts comme nous avions pu le faire comme pour le contact : les différents régimes sont
gérés par la routine de comportement elle-méme, directement dans la méthode de Newton. La seule
opération a réaliser en plus des itérations de Newton est donc l'actualisation de la variable interne.
Pour un pas de temps :

eltérations de Newton

Calcul de la matrice tangente et du second membre

*Fin des itérations de Newton

Actualisation de la variable interne «

On pourrait légitimement se demander pourquoi la variable interne n'est pas actualisée au cours des
itérations de Newton. En fait, comme il s'agit d'un paramétre mesurant l'irréversibilité, et déterminé par
un maximum au cours du temps, il ne doit étre actualisé qu'a chaque pas de temps convergé. En effet,

dans le cas contraire, si ce parameétre excéde sa valeur d'équilibre lors d'une itération de Newton,
I'algorithme de Newton sera alors incapable de le diminuer pour trouver la valeur d'équilibre.

Critere d’arrét de la boucle sur les statuts de contact

Pour les points supposés non-contactant (XIO] , on vérifie la condition de non interpénétration

dnSO) . Le test est le suivant: s’il y a interpénétration (d,,>0) alors le point est supposé
contactant (le) lors de l'itération de contraintes actives suivante. Numériquement, le test s’écrit

d,>10""°.

Pour les points supposés contactant (;(:1) , on vérifie que la valeur de la réaction de contact suivant

la normale est négative inﬁ()) . Le test est le suivant : s’il y a décollement (in>0) alors le point
est supposé non-contactant (XZO) lors de [itération de contraintes actives suivante.

Numériquement, le test s’écrit /1n>—10_3 .

Remarque :

Le statut de contact étant défini indépendamment pour chaque point d’intégration de chaque
facette de contact, les tests d’arrét sont réalisés en chacun de ces points.
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Remarque :

5.3

5.4

Le jeu en ces points d’intégration est calculé grace a linterpolation du champ de déplacement
sur I'élément parent (3D) alors que la réaction de contact est calculée grace a l'interpolation des
ddls de contact sur la facette de contact (2D). On pourrait aussi calculer le jeu par interpolation
du déplacement aux sommets de la facette de contact (ce dernier étant déterminé avec les
fonctions de forme de I'élément parent).

Remarque :

Les valeurs numeériques des 2 tests d’arréts sont délicates a déterminer. Dans certaines
configurations, des oscillations de statut de contact apparaissent et empéchent la convergence
de l'algorithme. Ce phénomene devrait étre identifié, et dans le cas ou les valeurs dans les 2 cas
(contactant et non-contactant) sont voisines, on pourrait considérer que la convergence de la
boucle de contraintes actives est atteinte.

Critere d’arrét de la boucle sur les seuils de frottement

On considére que la boucle sur les seuils de frottement a convergé si la solution ne change pas trop
d’'une itération a lautre. Plus précisément, soit v le vecteur solution mixte (déplacement,
multiplicateurs de contact, semi-multiplicateurs de frottement) , on a convergé a l'itération i si:
i i—1
max |v —v |<10—3
max [v'"|
ou max(u) signifie le max sur toutes les composantes du vecteur u .

Ecriture de la formulation lors d’une itération de Newton

Ré-écrivons la formulation faible a trois champs décrite au paragraphe [§3] lors d'une itération de
Newton. Il faut tenir compte de la boucle sur les seuils de frottement, de celle sur les contraintes

actives. Ainsi, a ce niveau, les seuils de frottement deviennent des constantes notées 4, les statuts
de contact x|g,| deviennent des constantes y . De plus, le probléme restant étant non-linéaire (a
cause de la projection sur la boule unité) , il est linéarisé par la méthode de Newton-Raphson.

Dans le cas unidimensionnel, la méthode de Newton est un processus itératif permettant d’approcher
les zéros d’'une fonction continue et dérivable. On se raméne a la résolution de F(x)ZO . On
construit une suite de points xk en faisant un développent de Taylor de F au voisinage de xk , ce
qui donne au premier ordre :

F(ka)NF(xk)_i_F’(xk)(xk+l_xk)
En notant gx*=x*"'—x* Tincrément entre deux itérations successives, I'équation linéarisée a
litération k41 est alors la suivante :

F'(xk)c?ka—F(xk)

Dans le cas de la méthode des éléments finis, F'(xk) s’apparente a la matrice tangente, qui peut

étre calculée a chaque itération si nécessaire, 5xk est le vecteur des incréments des inconnues

nodales, et F(xk) est le second membre. On note que F'(xk) et F(xk’) ne font intervenir que

des quantités de l'itération & , qui sont donc des quantités connues.

La projection sur la boule unité s’écrit :
x six€eB|0,1]

B<0,13‘(x): Y sinon

x|

P

La différentielle de cette application, en tout point non situé sur le bord de B| 0,1] , est définie par :
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6XPB€O’1)(x)5x=K(x)5x

avec
I, si x€B|0,1] (adhérence|
K(x)= 1 x-xl ) .
m i W sinon |glissement |
Ainsi, la différentielle de PB,‘O’” gf) sera :
K|g.Jog. = K| A+ 22 al[ul] || o4+ L2 [ ou])
%8 At | ST g

ou g, est le semi-multiplicateur de frottement issu de [litération de Newton précédente et 5gT

lincrément d’inconnues. La connaissance du semi-multiplicateur de frottement issu de l'itération de
Newton précédente permet de savoir facilement si le point est dans I'état adhérent ou glissant.

De la méme fagon, dans le cas de la loi cohésive régularisée CzM EXP REG, par exemple, la

ot
différentielle de 7 ([u]) sera <-[6u] avec:

Ol ul
ot, _ ooy, 00 4 aom
Or aﬂuﬂ—H(Huﬂéq—O()a[[u]]+ I—H(ﬂuﬂéq—()())m‘Fm

Nous réutilisons les expressions de ces trois dérivées partielles qui sont données dans [R7.02.11],
avec §=—|u] . Dans l'expression de O, il faut écrire  a=[u];, , qui devient ainsi une variable a

prendre en compte dans la dérivation. En pratique, dans le code, on distingue quatre cas pour la clarté
de lecture:

« |ul,z« et [u,]<0 (dissipatif non-contactant). Nous avons alors :

ot

C

oTul =—0 exp

Id  [u] ]
[uly, Lul, ZTull,

o, |
G, [[u]]éq

_Ecﬂu]]éq

. [[u]]éq<(x et ﬂun]]ZO (élastique contactant). Avec (Tl, Tz) une base du plan tangent, nous avons:

ot. oo, 0 ~ — Y
¢ _ o-h"([[uT]]) O-Pe”([[u”ﬂ):—Cn®n—$exp(io‘)(Tl®T1+Tz®Tz

olul olul | o[ul x PG

. [[u]]échx et [[un]]ZO (dissipatif contactant). Par un raisonnement similaire en remplacant 0/, par
0 s , hous obtenons :

atc C ® _O—c[[ ]] c ( ® + ® ) 3_'_ Uc [[u]]‘r®[[u]]‘r
=—0C nen—CcxXp| ——|U|, — | T T T T, —| —
olu] Pl M Tul, TRV G ) Tl
+ |ul, <« et [u,]<0 (élastique non-contactant).
ot, o. <—crc '1d
=——exp(—«
olu] @ PG
5.5 Linéarisation du probléme
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5.5.1 Ecriture intégrale avec la méthode du Lagrangien augmenté

Le systéme linéaire des trois équations a l'itération de Newton k+1 s'écrit de la maniére suivante
(pour ne par alourdir I'écriture, les références a l'itération de Newton sont omises, car de maniére
évidente, les inconnues sont notées avec un J devant, et les champs tests sont désormais notés
avec une étoile) :

Trouver (du , 51, 5/1)€V0><H><H tel que :
V2 A eV, x HxH

Equation d’équilib . *
quation d’équilibre fga(éu).e(u )dQ

=, 72l Vlndr 4 f 16wl ([0 Vo,
~-f, X/«MK(g)f?g '], dr",

:—f u)dQ+ [, fu'dQ+ [, vudr,
+) cht\z—pnuun-nmu |Jondr,

+f MMJDQMgJHuWLm;

Loi de contact —f (1 f sl oull-nz’ar
_f L=zl ar [ xllullndtdr,

Loi de frottement ffcWTSA[éA—K(gT)égT}A*dFC‘FJ‘R(I_X)éAA*dFC
=—fFCijmV Pyoylg)|a'ar [ 1=y AN ar,

5.5.2 Ecriture intégrale avec la méthode pénalisée

Le systéme linéaire des trois équations a litération de Newton k+1 s'écrit de la maniére suivante
(pour ne par alourdir I'écriture, les références a litération de Newton sont omises, car de maniére
évidente, les inconnues sont notées avec un § devant, et les champs tests sont désormais notés
avec une étoile) :

Trouver (du , 64, 5/1)€V0><H><H tel que :

Vi 1" A eV x HxH
Equation d’équilibre f o du):

e(u’)dQ
-I. XaAHanﬂy
—, nx 1<|’K v.|ov [[u']].drI.
——f W)dQ+[  fudQ+], tudr,
+] pall ]]-ndr
+f Py ok v Lu']].dr

c
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Loi de contact — N N
~f =252 ar — | 7| [ 6u))n|atar
Ic Kn ¢ Ic Kn c
o =, A :
_fchn“ ar.+f . x o Hlulln|2"ar,
Loi de frottement Xﬂ/lg , . ‘ .
[ Z0a=K kv |k ov | A"dr + [ (1=zléa4"dr,
JHA , ; \ 5
:_jFCK_ A=P [k v ||4dr = [ (1=y| AN T,

5.5.3

5.5.4

Manuel de référence

T

On a choisi ici de résoudre les problémes de contact et de frottement de fagon implicite (les semi-
multiplicateurs de contact et de frottement s'expriment en fonction du saut de déplacement de

l'itération de Newton courante). Ce choix rend la matrice de rigidité non symétrique, le bloc B, (voir
[§5.6.1]) étant non nul a cause du terme en rouge dans I'écriture de la loi de frottement alors que le
bloc B, estnul.

Ecriture intégrale pour une formulation avec loi cohésive régularisée

Le systéme linéaire des trois équations a litération de Newton k-+1 s’écrit de la maniére suivante
(pour ne par alourdir I'écriture, les références a l'itération de Newton sont omises, car de maniére
évidente, les inconnues sont notées avec un ¢ devant, et les champs tests sont désormais notés
avec une étoile) :

Trouver (du , 04, 0A|€EV (X HXH tel que :

V', 2 A eV x HxH
Equation d’équilibre J‘Q o(ou) :g(u*)d.Q

ot. ,

- ot. . ot, . ]
I, EInAER iR
:—fga(u):e(u*)dQ+fo.u*dQ+fr tudrl,
el T L,

|, 2 (a+or—t, n)dl =0
Interface : partie tangentielle ffc A*(A+§A—tC’T dFCZO

dr,

Interface : partie normale

Ecriture intégrale pour une formulation avec loi cohésive mixte

Le systéme linéaire des trois équations a litération de Newton k+1 s’écrit de la maniére suivante
(pour ne par alourdir I'écriture, les références a litération de Newton sont omises, car de maniére
évidente, les inconnues sont notées avec un ¢ devant, et les champs tests sont désormais notés
avec une étoile) :

Trouver (du , A |EV (X H tel que :

Vu", eV xH
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Equation d’équilibre . .
f U(éu):e(u)dQ—f 1d — r(a—(S SAJu]dT
Q ~ dp

+], ([d r— Asul-lu’ld T

op
=—[, olul -e(u d.Q+f f-u*dQ-i-L[t-u*dF

+f A ri | i]
Loi d'interface
_J' (1 _,,_

JulA"d - j"—ém*dr
op

=[ . +5)Adr

5.6 Termes élémentaires de contact frottant

5.6.1 Ecriture matricielle du probléme linéarisé

En reprenant les notations de bib42, et en considérant I'écriture unifiée adoptée pour les lois de
contact frottement et cohésives régularisées, le systéme linéarisé tel qu’il est résolu a l'itération k+1
de Newton peut se mettre sous forme matricielle :

Equation d’équilibre [, *

U K e en
+u' [ Al (04) +|u’]] 4 M&t]
+u|[B,[(04) +u” B, ] oul
+{u*} D, |\ Su]
:{“*1( rlnéca
+{u*}(L‘1ﬁm
H”‘*} Lloh)

Loi de contact u*} C](éﬂ)—i—{/{*} AH&!)

Loi de frottement {A*} ](5/1)_’_{/1*} B |lou
: (Li‘rott {A*} Lioh

ou les vecteurs colonne sont notés (x) et les vecteurs ligne {x}:(x)T .Ce systéme peut étre mis

sous la forme matricielle suivante :

Kméca+Au+Bu+Du AT BrT ou Lllneca+Léont—i_Lﬁ”ott—}_Lwh
—_ 2
A C 0 oA |= Lcont+Lcoh
Y|
Br 0 Fr 0 Lfrotl+Lcoh

L’inconnue est l'incrément par rapport a I'itération de Newton précédente. On a volontairement omis la
référence au numéro de l'itération de Newton.
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Bien entendu, les termes de cohésion Du , Lioh , Lioh et Lioh n'apparaissent que dans la

formulation pour loi cohésive régularisée. Si tel est le cas, tous les autres termes sont nuls, a
. 1 ; . . . 2
I'exception des termes K et L bien entendu, mais aussi a I'exceptionde C , F' , L

méca cont
et Lj,-m” qui servent au post-traitement, et qui sont déduits des expressions détaillées a suivre en
considérant X=0 et p,=1.

méca

K ... estlamatrice de rigiditt mécanique définie au paragraphe [§3.2] de [R7.02.12].

Au est la matrice de rigidité augmentée due au contact.

Bu est la matrice de rigidité augmentée due au frottement.

D, estla matrice de rigidité due aux forces de cohésion.

A estla matrice liant les termes de déplacement a ceux de contact (matrice de la loi de contact).

B, est la matrice liant les termes de déplacement a ceux de frottement (matrice des lois de
frottement). Cette matrice est notée B dans bib42, mais pour ne pas la confondre avec la matrice des
dérivées des fonctions de forme, nous la noterons B, .

C est la matrice permettant de déterminer les pressions de contact dans le cas non-contactant.

F, est la matrice permettant de déterminer les multiplicateurs de frottement dans le cas de contact
non-frottant.

1 . . I
L est le second membre représentant les forces internes et les incréments de chargements.

méca
1 2
L et L cont

cont
1 3
Lfm” et Lﬁm sont les seconds membres dus au frottement.

2

1 3 -
L., L., et L,, sontlesseconds membres dus aux forces de cohésion.

sont les seconds membres dus au contact.

Remarque :

On rappelle que le systéme résolu par Code_Aster n'est pas du type |K || U |=|F| mais du

type |K||U |+|F|=0. Il existe donc un signe moins entre les seconds membres donnés
dans ce document et ceux codés dans les fichiers fortrans.

5.6.2 Expression des matrices élémentaires de contact
5.6.2.1 Méthode du Lagrangien augmenté

Compte-tenu des discrétisations des champs évoquées aux paragraphes [§3.2] de [R7.02.12] et [§4.1]
du présent document, le systéme matriciel continu ci-dessus est remplacé par un systéme discret. Plus
précisément, la matrice 4 a la forme suivante :

1 2 3 4
6aj 6bj 6cj 6cj 5cj 6cj
(4, =] 0 x x 0 0 0 | A

y 1

En effet, ceci est d0 au fait que les termes de contact s’annulent pour les ddls dont la fonction de forme
associées est continue. En effet,

{i*}i[A}U-(éu)jI—frl o ¢j(5aj+ Hébj+Flécb+F25c2j+ F3 5c§.+F450‘;) ndll

+f 2w A b da +H 6b +Floc+ F26c2+ F2oc3+ Féc?|-ndr

:_frl XWiij(l)j(éaj—ébj—\/réc;)-nd]”rfrz Xt//l./ljd)j(éaj%—ébj%/ réc}) ndll

=, x4 200 42 roct-ndr
Ici, on voit clairement apparaitre le produit des fonctions de forme ¥/; du triangle avec les fonctions de
forme d>j de I'élément volumique parent.
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Remarque :

On note suite a ce calcul l'expression du saut de déplacement en fonction des degrés de
libertés enrichis X-FEM : [[u]]j:(aj-l- Hbj+Flc}+cmi.+F3c3j+ F* cj)1
11 2 2 3 3 4 4
—(aj+Hbj+F C;+HFci+HF ¢+ F cj)2
_ — 1 — 1
=(a,~b,—rcl|~a,+b,+Vrc)]
=—(25,+2rc!]

De méme, la matrice de rigidité augmentée due au contact a la forme suivante :

1 2 3 4
6aj. 6bj 6cj 6cj 6cj 5cj

£
i
sk
i
l*
i
2*

3k
i
4%
i

co o X X o
co o X X o
coococo o
cooc oo o

OO O O OO
SO O O OO
O 6O o o6 o Q

[ x|
(U i

A, -n]¢j(25bj+2\/;50})-ndf

l'j‘su)j:fp Xpn(l)i[(zbi* +2 \/;Cl1

L’expression de la matrice C ne change pas par rapport au cas classique sans X-FEM :

(o] 1 \
Ao, == 1=y ok dr

n

5.6.2.2 Méthode pénalisée

La matrice C a pour expression :

*]

[ 1 x
ATCyloa) -:—JIFK—W[.X[ y 04, dl’

ij J

La matrice 4, est nulle.

La matrice A a pour expression :

il Al loul =[xy, 2 ¢, (206 +24r o) | ndr

5.6.2.3 Formulation pour loi cohésive régularisée

Une matrice C nécessaire au post-traitement est utilisée, dont I'expression est celle du lagrangien

augmenté ou I'on a écrit X=0 et p,=1 . Nous obtenons ainsi :
{

*| *
A J‘i[dif[‘mj:fr vidy v ;00 dl
5.6.3 Expression des seconds membres de contact

5.6.3.1 Méthode du Lagrangien augmenté
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5.6.3.2

5.6.3.3

Ces expressions font intervenir des grandeurs a l'itération de Newton précédente (itération k—1 ).
C’est pour cela que I'on a fait figurer explicitement la référence a l'indice k—1

*|
i

L (2bj+2¢?c} n

i:_IrX¢i

(/Ik_l—pnd,’f_l)df

2

L’expression du vecteur L .

ne change pas par rapport au cas classique sans X-FEM :

i

1 cont

i i

= wi/l’.‘(—l‘)f ,1"1+Xd’;1)d1“
p

n
Méthode pénalisée

Ces expressions font intervenir des grandeurs a l'itération de Newton précédente (itération k—1 ).

C’est pour cela que I'on a fait figurer explicitement la référence a l'indice k—1
[ = * — k—
VAN ——frx¢i[(2b[+2wc} )n}/l ‘dr

Ui\ Lo |, =

L= A+ [ Xyl ar

Formulation pour loi cohésive régularisée

Unvecteur L . nécessaire au post-traitement est utilisé, dont I'expression est celle du lagrangien

augmenté ol l'on a écrit X=0 et pn:1 . Nous obtenons ainsi :

(%] (2 | _ * 4 k—1
1/1 H(Lcom‘i_ff ll[jiii/1 ar
5.6.4 Expression des matrices de frottement
5.6.4.1 Méthode du Lagrangien augmenté
Afin d’exprimer les quantités dans le plan tangent, on utilise I'expression du paragraphe [§2.3], que I'on
écrit sous forme matricielle :
uTZ(Id—n®n)u=[P]u
Dans cette expression, la matrice P désigne I'opérateur de projection sur le plan de normale 7 . La
matrice de cet opérateur symétrique a pour expression :
2
l=ny —n.n, —n.n,
=| — J— 2 J—
d nen, l-m, —n.n,
—n.n, —n,n, 1—n?
ou n,, n,, n, sont les coordonnées de la normale n telle que définie au [§4.5]. Avec le choix
d’'une normale constante par facette, cette matrice, ne dépendant que de la normale, a la méme valeur
en chaque point de Gauss et peut étre calculée une seule fois pour chaque facette.
La matrice de rigidité augmentée due au frottement s’écrit de la maniére suivante :
[ % , _ Pq * — Ml 1
W' B,|,lou), ==, w5 b, 20, +23r e [P, ¢, (206 +2roct|[Pldr
ou la matrice Kn représente la matrice tangente de la projection sur la boule unité du semi-
multiplicateur de frottement augmenté a litération de Newton précédente : K,=K|g.| . Cest une
matrice connue.
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La matrice Br a pour expression :
[

[ gl _ [ 1% 1 2% 2] — 1
A Br]y(éu)j—fr)(ﬂisl//il/li T, +4; 7| K, [P}qu(ij-l-Z\/rcj)dF
La matrice Fr a pour expression :
[ %] o AL e 11, 2.2
A | F, i/(éA).i_frp—wilAi T, +4; riHld—Kn y/j(Ajrj—i-Ajrj)dF
1_1 1.2 1
_ [ e 2| |TiT; T 4;
+J‘F(l X)l//il/li 47| rzr{ Tzrjz v Aé dr
ittt J
5.6.4.2 Méthode pénalisée
La matrice F, a pour expression :
11 1.2 1
%] B PAN (e x| TiT, TT; A;
A F o) =[xyl a7 B ey | ar
T T, T 45

La matrice Bu a pour expression :

[ ]

KT
\u i |

B,)jloul, ==[ . X w2, 3 ¢,.[2bf+2¢;cly*“mr[1<n

¢b,;(200,+2Vroch| Pldr

ou la matrice Kn représente la matrice tangente de la projection sur la boule unité du semi-

multiplicateur de frottement augmenté a l'itération de Newton précédente : KnZK(KTvT) . C’est une
matrice connue.

La matrice B, a pour expression :

[ _ 1 1, (2% 2
A Brij(éu)j—fpxyiswi{/li T+ A, TiJ[ K

n

(Pl [2b +23rcl|dr

P p .. . P fy . T _ .
En méthode pénalisée, la matrice de rigidité n'est pas symétrique. On n'a pas Br —Br mais une

. N T
matrice nulle a la place de B, .

5.6.4.3 Formulation pour loi cohésive régularisée
Un e matrice F', nécessaire au post-traitement est utilisé e , dont I'expression est celle du lagrangien

augmenté ou I'on a écrit X=0 . Nous obtenons ainsi :

11 1 2 1
[ #] (s 4| [+ o] |T;T; 4T 4;
A G F | lod] .= R/ S 4 / | 2dr
L PRI ) AR L
o L J
5.6.5 Expression des seconds membres de frottement
5.6.5.1 Méthode du Lagrangien augmenté
Les seconds membres de frottement ont les expressions suivantes :
([ %) _ * [ pIT -
|u Ji(Llj‘rozti__ff Xﬂﬂs(]ﬁi{2bi+2\/;cl MP} PBEO,I)(gIr{ ])dF
[ * (73 ) _ HAAL e e o) ke k-1
4 Ji(Lfrozti__.fp P ‘/’ilAi T+ 4 TiJ’(A _PBio,lj\(gr ))dF

! 2% 2| k—1
— [ =gl Al e+ A 2] A ar
ou k—1 représente l'indice de l'itération de Newton précédente.
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5.6.5.2 Méthode pénalisée

Les seconds membres de frottement ont les expressions suivantes :

[

oz L

frott)i J‘ l// 11 T11+A12*‘[12} (1_X>Ak_1+x

*|

U | (Lfrott

—J X wiso {2b;+2503*}[1°r} Pyion

KV

ol k—1 représente l'indice de l'itération de Newton précédente.

5.6.5.3 Formulation pour loi cohésive

Un vecteur Lfm” nécessaire au post-traitement est utilisé, dont I'expression est celle du lagrangien
augmenté ou l'on a écrit X=0 . Nous obtenons ainsi :

[ =1 [ +3 _ 1* 1 2% 2] k-1

AL vl <+ a2 )4 ar

frott i

5.6.6 Expression des matrices de cohésion

Soient deux directions de la base fixe [ et J, de vecteurs unitaires €, et e,. Introduisons la

00
matrice tangente de la loi cohésive dans la base fixe [Kg,] de coefficients [Kg,]”:e,-m-ej.

c

Olu]

cohésive [K,OL,] dans la base locale (voir doc [R7.02.11]). Nous obtenons alors [Kg,] par
[Kg[]:[Q]T[KIOC][Q],ou |O] est une matrice de passage orthonormale définie par :

Avec l'expression de donnée au [§24], nous disposons de la matrice tangente de la loi

n, ny z
1 1 1
[Q]— T, T, T,
2 2 2
X V4

T

Soient i et j deux noeuds enrichis. Soit I l'intersection des supports de i et j.La matrice D, |
est alors donnée par:

{u*}l[Du]y{5u]J:_,[r2b;kd)1|:Kgl]2bj¢jdr

5.6.7 Expression des seconds membres de cohésion

Les seconds membres de cohésion ont Ies expressions suivantes :

{uz}*( Lohl Jl 2b ¢ztk ld['
ALl = =1 Al m]ar
" *) * * —
A4 Liohi:—fr l//[{/lg Tl.l—i-/lf rﬂtf_Tl dr

ol k—1 représente l'indice de l'itération de Newton précédente.
Pour exprimer ¢, dans la base globale, on peut utiliser [Q] .
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5.6.8 Ecriture matricielle du probléme avec loi cohésive mixte

5.6.8.1

5.6.8.2

Le systéeme matriciel tel qu'il est résolu a litération k+1 de Newton peut se mettre sous forme
matricielle suivante :

K, oat A4, AT

meca

ou _ Lmeca+ L
4 C -

2
oA L coh

Expression des matrices élémentaires de cohésion :

Soient deux directions de la base fixe [ et .J, de vecteurs unitaires €, et e,. Nous introduisons
comme précédemment la matrice tangente de la loi cohésive dans la base fixe [KgZJ de coefficients

06
[Kgl]u:efa—'eJ. Nous disposons, par la loi de comportement cohésive, de la matrice tangente
p
|K,.] dans la base locale (voir doc [R7.02.11]). Nous obtenons alors K, | par

[Kg,JZ[QJT[KIOCJ[QJ ,oU |Q] estune matrice de passage orthonormale définie par :

I’l,( ny z

[Q]: 'rlY T; l

2 2 2

T)x Ty z

Ayant introduit ces notations, nous avons :
{M }i[Au ij f 24) ]—V[Kg/])2¢/b/dr

Par ailleurs, nous choisissons de discrétiser A en base locale. Le coefficient (1,.J| de la matrice
(A4, ],{5u), estalors fr2d)iAfn- Id—rg—i)-echl)jb_,dF. Pour les coefficients (2,.J] et

(3, J] , la formule est la méme en remplacant n par T, et T, , respectivement. En exploitant les
notations introduites dans le paragraphe précédent, nous en déduisons :

(A4 (&= [ wAll1d]=r[K, ] {012 ¢,b,d T

Quant & la matrice [C|, elle s'écrit simplement

(Alcl =—[ ¢ [K,.|b,A,dT

Expression des vecteurs élémentaires de cohésion :

.., @ pour expression fr2b:¢i(—2\-e,+r([[u]]+5)-e,)d r.
Avec les notations indroduites dans la partie précédentes, nous déduisons :

(VL) =] 26 ¢, [-[OT [A)+r ([[ul}+[0V(5}) |d T

Le coefficient I du vecteur {u}j(Ll

i

ot (5] et {A] sontdonnés en base locale, et {[u]] en base fixe.

s'écrit fr Aj([[uﬂ-n%—é-n]df. Pour les coefficients 2 et

Le coefficient 1 du vecteur {/\}f(L2

coh |i

3, la formule est la méme en remplagant n par T, et T, , respectivement. Nous en déduisons :
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* 2 *
NIz =] Nl ul +(s)a

ou {5} est donné en base locale, et {[[u]]} en base fixe.

LBB condition

6.1

Les approximations choisies d’une part pour le déplacement et d’autre part pour les pressions de
contact ne semblent par satisfaire la condition inf-sup dans tous les cas. Le non-respect de la LBB
condition engendre des oscillations des pressions de contact, phénoméne comparable a celui
rencontré en incompressibilité bib42. Physiquement, dans le cas du contact lagrangien, cela revient a
vouloir imposer le contact en trop de points de linterface (surcontrainte), rendant le systéme
hyperstatique. Pour le relacher, il faut restreindre I'espace des multiplicateurs de Lagrange, comme
cela est fait dans bib42 pour les conditions de Dirichlet avec X-FEM. L’algorithme proposé par Moés
bib42 pour réduire les oscillations est étendu au cas 3D. Son but est d'imposer des relations d’égalité
entre multiplicateurs de Lagrange. Cet algorithme a fait I'objet d’'une amélioration pour le rendre plus
physique et plus efficace.

Dans le cas du contact pénalisé on retrouve les mémes oscillations. Pour un maillage triangle par
exemple, on peut montrer qu'il n'existe pas de combinaison des degrés de liberté de Heaviside qui
permettent une rotation de la surface moyenne de la fissure sans générer des oscillations du saut de
déplacement. Pour une raideur d'interface élevée, comme c'est le cas en pénalisation, ceci génére des
oscillations de pression. Pour y remédier, il est nécessaire de récupérer la pression explicite dans le
degré de liberté A , de lui appliquer la condition de LBB et de la faire remonter dans I'équilibre, ce qui
explique la formulation donnée au § 12 . L'actualisation des statuts de contact se fait comme dans le
cas lagrangien, ou A et non d,, est testé pour passer d'un état contactant a un état non contactant,

ceci afin d'éviter les oscillations sur les statuts de contact.

Description de I’algorithme de Moés (algo1)

L’algorithme introduit par Moés bib42 y est présenté dans le but d'imposer des conditions de Dirichlet
sur une interface dans le cadre d’X-FEM. Il montre que la technique des multiplicateurs de Lagrange
pour imposer des conditions de Dirichlet doit étre utilisée avec soin, car la condition inf-sup n’est pas
toujours respectée. Le papier se restreint au cas 2D, mais l'algorithme présenté est facilement
généralisable au cas 3D. La premiére phase est une phase de sélection des nceuds, dans laquelle les
nceuds sélectionnés sont ceux qui sont « importants » pour I'approximation des multiplicateurs de
Lagrange. Les autres nceuds sont surabondants et aménent a des oscillations des multiplicateurs de
Lagrange. Une fois les noeuds « importants » sélectionnés, des relations d’égalités sont imposées
entre les multiplicateurs de Lagrange, afin de restreindre I'espace des multiplicateurs. Ainsi, les
multiplicateurs de Lagrange des arétes émanant d’'un méme nceud sélectionné sont égaux.

De maniere plus formelle, soient E et N les ensembles contenant toutes les arétes et tous les

noeuds du maillage. Les deux extrémités d’'une aréte e€E sont notées (vl(e), vz(e))EN2 . Tout
d’abord, on commence par une phase d'initialisation (itération £=0 de I'algorithme). On détermine
tout d’abord SS , 'ensemble des arétes qui sont coupées par l'interface. L'interface étant représentée
par la level set normale [sn , une aréte e€FE est coupée par linterface si et seulement si
lsn(vl(e))-lsn(vz(e))so . Notons que si linterface coincide avec le nceud vl(e) ou le nceud

vz(e) , laréte e estappartient a SS :

SSZ{ ecE, Isn (vl(e))-lsn(vz(e)) SO}

. : . (14 0
Soit N, I'ensemble des noeuds connectés par les éléments de S,

NQZ{nEN, EIeESS nzvl(e, ou n=v2(e)}

Soit S?l 'ensemble des nceuds sélectionnés a l'itération k=0 (initialisation). Ces nceuds sont ceux
qui coincident avec l'interface (cet ensemble peut étre vide) :
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SSZ{nENe, an(n)ZO]

Aprés cette phase d'initialisation, I'algorithme itére de k=1, nmax_iter .
A chaque itération, on effectue les étapes suivantes :

*Mise a jour de 'ensemble de 'ensemble des arétes : on supprime celles qui sont connectées a un
nceud sélectionné a l'itération précédente

S::S’e‘*l\ eESﬁfl, vl(e)ES:f*l ou vz(e,ESﬁfl}

*Calcul du score des nceuds : pour chaque nceud dans Ne , on calcule un score composé de 2

. . . A k .
chiffres : le premier chiffre correspond au nombres d'arétes dans S, connectées, et le

deuxiéme correspond a la valeur absolue de la level set normale en ce nceud. Ce score
sc_no est donc une matrice & deux colonnes dont les lignes représentent le nceud.

Y neN sc_no®(n,1]=nombre d'arétes connectées au noeud 7
sc_no*n,2|=|isnn|

R R k )
+Calcul du score des arétes : pour chaque aréte dans S, , on calcule un score composé de 2

chiffres : le premier chiffre correspond a la valeur absolue de la différence du 1° chiffre du
score des 2 nceuds extrémités, et le deuxiéme correspond a un rapport entre les valeurs du
2°m chiffre des 2 nceuds extrémités (c’est-a-dire un rapport de valeurs de [sn . Ce score

sc_ar est donc une matrice a deux colonnes dont les lignes représentent 'aréte.

VeesS', Vjel2), szsc_nok(vj(e),l), ljzsc_nok(vj(e),Z)

Sc_ark(e,1)=|s1—s2|
[, .
I3 st §,<s,
sc_artle2)= L si §,>s
- ’ l,+1, e
min (/, /,|
W 1 §=39,

*Recherche de la « meilleure aréte » b, : c'est I'aréte dont le 1° chiffre de son score est le plus

grand. En cas d'égalité entre 2 arétes, c’est celle dont le 2°™ chiffre de son score est le plus
grand.

*Recherche du « meilleur nceud » b, : c’est le noeud extrémité de b, dont le 1¢ chiffre de son
score est le plus grand. En cas d’égalité, c’est le noeud dont le 2™ chiffre du score est le plus
petit (le nceud le plus proche de l'interface). Le noeud bn est le seul nceud sélectionné a cette
itération :

L’algorithme s’arréte si lors d’une itération, 'ensemble S, devient 'ensemble vide. L'ensemble final
des nceuds sélectionnés sera alors :
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Aprés cette phase de sélection des noeuds, I'algorithme construit 'espace des multiplicateurs de
Lagrange, dont la taille est égale a celle de W . Ainsi, 'espace des multiplicateurs est :

Sx:{ /1",i€~{1,card(W)”

Avec cet algortihme tout noeud de Ne /W est connecté par une aréte de S(e) aunnoeud de W .

On impose alors une relation d'égalité entre ces deux noeuds. En cas de conflit (connections a
plusieurs noeuds de W par autant d'arétes), on discrimine les noeuds de W par le critéere 2 des
noeuds (plus faible level-set normale).

6.2 Description de I'algorithme modifié (algo2)

Basé sur des idées similaires, un nouveau algorithme a été proposé. Ainsi, dans la nouvelle version,
on part de I'ensemble des arétes sur les lesquelles la level set normale s’annule au moins en un point.
Ces arétes relient des points de part et d’autre de linterface (ou éventuellement des points sur
l'interface). L’'algorithme cherche le sous-ensemble minimal d’arétes permettant de relier tous les
points extrémités des arétes. Ensuite, des groupes d’arétes connectées en sont extraits. Les relations
imposées sont alors les suivantes :

les multiplicateurs sur les noeuds sommets de chaque groupe sont imposés égaux,

De maniere plus formelle, soient £ et N les ensembles contenant toutes les arétes et tous les
nceuds du maillage. Les deux extrémités d’'une aréte e€FE sont notées (vl(e),vz(e))€N2 . On

détermine tout d’abord Se , 'ensemble des arétes qui sont strictement coupées par linterface.
L'interface étant représentée par la level set normale [sn , une aréte e€FE est strictement coupée
par l'interface si et seulement si lsn( v, ( e))-lsn( vz(e)) <0 . Notons que si l'interface coincide avec le

noceud vl(e) ou le nceud vz(e) ,l'aréte ¢ n'estpasdans S, :
Se=|e€E, lsn(vl(e))-lsn(vz(e))<O]

Soit N, lensemble des noeuds connectés par les éléments de S, . On sépare N, en deux
parties : les nceuds « dessous » et « dessus » la fissure, selon le signe de Isn :

Ne:{nEN, 3€€Se n=v11e) ou n:‘}z(e)}

N::{nENe, lsn(n)>0} et N;={n€Ne, lsn(n)<0}

L’algorithme recherche S le sous-ensemble minimal de Se qui permet de relier les nceuds dans

ve ?

N aux nceuds dans N . Chaque nceud dans N doit étre relié & au moins un nceud dan N, s ,

et chaque nceud dans N, doit étre relié & au moins un nceud dans N . Les arétes dans S|, sont

appelées « arétes vitales », car si une de ces arétes disparait, au moins un nceud dans Ne sera

orphelin. Cet ensemble d’arétes vitales n’est pas nécessairement unique. En présence de choix, I'aréte
vitale la plus courte est privilégiée. Comme on le verra par la suite, cela revient a minimiser la région

d’approximation PO. Pour la recherche de I'ensemble Sve , nous avons choisi un algorithme basé sur

la notions de scores de nceuds et d’aréte, notion que 'on trouve dans I'algo1. L’algorithme va enlever
une a une toutes les arétes non-vitales, jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des arétes vitales. Plus
précisement, on associe un score a chaque nceud, qui correspond au nombre d'arétes connectées a
ce nceud. A chaque aréte, on associe un score, qui correspond au minimum des scores des deux
noeuds extrémités. Soit e I'aréte ayant le score le plus élevé (a score identique, I'aréte la plus longue

est privilégiée). Si le score de e est égal a 1, alors toutes les arétes qui restent sont des arétes

vitales. S, est déterminé et I'algorithme s’arréte. Si le score de e est strictement supérieur a 1,
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6.3

l'aréte e est une aréte non-vitale, et elle symboliguement enlevée de la liste des arétes Se .

L’algorithme recommence, avec un nouveau calcul du score des nceuds, et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’il ne reste plus que des arétes vitales.

Il est important de noter que S, est composé de certaines arétes déconnectées, et de certaines

arétes connectées entre elles. Ces groupes d’arétes vitales connectées sont extraits de S, . Notons
que dans un tel groupe, toutes les arétes sont connectées par un uniq'ue nceud (voir Figure 6.2-1). Soit

G'm le groupe d’arétes vitales connectées par le nceud i . Alors G’m est défini par :

Glcve:{eESve, i=v,le] ou izvz(e”‘
Maintenant, on impose des relations entre les multiplicateurs de Lagrange. Tous les multiplicateurs
portés par les noeuds sommets d’'un méme groupe sont imposés égaux.

Nous illustrons ces algorithmes sur le cas 2D de la Figure 6.2-1. Les groupes de noeuds liés par des
relations d'égalité avec la version 1 sont marqués par les cercles bleus. Les groupes de noeuds liés
par des relations d'égalité avec la version 2 sont marquées par les arétes pleines reliées entre elles.

Algol: . Pl | P1 | ro Pl | ro | P1 |

Algo2: | P1 l-'(]I Pl I P1 ; PO | Pl

Figure 6.2-1 : Exemple d’arétes coupées par une interface et approximation résultante

Relations imposées entre les semi-multiplicateurs de frottement

Lorsque le frottement est pris en compte, on observe le méme phénoméne d’oscillations sur les semi-
multiplicateurs de frottement que dans le cas précédent sur les multiplicateurs de contact. Pour que la
réaction de contact n’oscille plus, il est nécessaire de supprimer les oscillations de la réaction normale
(pression de contact) et de réaction tangentielle (donc des semi-multiplicateurs de frottement). Pour
cela, il faut donc aussi activer 'algorithme de restriction des espaces des multiplicateurs pour les semi-
multiplicateurs de frottement.

Les relations sont a imposer sur les réactions tangentielles, et font intervenir les inconnues de
frottement 4, et 4, ainsi que les vecteurs de la base covariante 7, et 7, .

Pour le cas d’'imposition d’une relation d’égalité entre les nceuds 4 et B , la relation s’écrit :
A_A A_A_ B _B B _B
Aty + A =4 1)+ A5 T,
. sy . A A . . :
Les deux inconnues a déterminer ( 4, et A, par exemple) étant scalaires, il faut transformer la
relation vectorielle précédente en deux relations scalaires. Ceci est fait par projection sur la base

(rf , rf) . Les deux relations a imposer sont donc finalement :
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Al 4 _4 A 4 4 B[ B 4 B[ B 4

6.4
6.4.1

6.4.2

Afefef [+ a3 (e o) )= Al ()] |+ A5(2] 1 éq 6.3-1

Ce choix est remis en cause par l'introduction des grands glissements [R5.03.53]: en effet la base de
contact change a chaque itération géométrique. Les relations précédentes introduites en dur en
utilisant la base de départ n'ont donc plus de sens. Pour résoudre le conflit, on introduit plutét les deux
relations d'égalités sur les composantes :
At=4"
1 1 .
éq 6.3-2
A_ (B
Ay =4,

B

En considérant que les bases (r]A, r;) et (71 , r?) sont quasiment identiques du fait de la proximité

des points 4 et B, les équations 6.3-1 et 6.3-2 sont quasiment équivalentes.

Remarques sur les relations imposés par I'algorithme 1 ou 2
Sur les multiplicateurs de contact

Soit la relation linéaire entre les multiplicateurs de Lagrange de contact 4, , 4, et 45 :
=0l +1—a) 2,

La relation porte sur la valeur de la pression et non pas le vecteur pression de contact. En cas de
structure courbe une relation sur les vecteurs pression du type :

iznzzaxljnl+(1—a)/13n3

n’est pas forcément possible car le vecteur 7, n’est pas une inconnue.

Sur les semi-multiplicateurs de frottement

L’inconnue pour le frottement est vectorielle. On pourrait imaginer lier les vecteurs réactions tangentes
entre eux :

rrzzarﬂ—i-( l—a)rr3
or
re =i,
ce qui donne
oA A+ (1-x) A A
2w+ (1—a) Ay
XA,

avec = ~KX si le maillage est assez fin

3:BA1+(1_3)A3

Ce choix de relation est impossible car en 3D, si les points 1 et 3 sont en contact glissant, alors le point
2 ne le sera pas ! En effet, la norme de /12 sera strictement inférieure a 1 si les directions de
glissement ne sont pas colinéaires (voir Figure 6.4.2-1).
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6.4.3

Figure 6.4.2-1 : Cas d’un point adhérant entre deux points glissants

La solution proposée est d’'imposer une relation linéaire entre les normes des vecteurs réactions
tangentes, ce qui est équivalent a imposer une relation entre les normes des semi-multiplicateurs de
frottement :

7 pli=allr M+ 1=alllr 4l = 1l4,]=BllA,]1+1= Il 4] éq. 6.4.2-1

Cette relation est non-linéaire du fait de la norme. La méthode de Newton permet de se ramener a
I'imposition successive des relations linéaires. A l'itération de Newton i , la relation est :
A1 A A
My == PO M = (1= Bl Ay == Bl A [+ (1= B 45 =457
2 —1 1 —1 3 -1 1 3 2
145 4, 45l

Ce type de relation linéaire n’est actuellement pas disponible dans Code Aster , ou seules les
relations linéaires dont les coefficients sont constants pendant toute la durée du calcul sont autorisées.

Actuellement, la relation entre les semi-multiplicateurs de frottement implantée est la suivante :
A,= a/11—|-( 1 —oc) A,

Lorsque le glissement ou 'adhérence sont unidirectionnels, on retrouve bien I'équation [éq. 4.6 - 1]
en ayant substitué a a g .

Eléments non simpliciaux (quadrangles, hexaédres...)

Dans le cas de mailles quad en 2D, penta ou hexa en 3D, on note certaines configurations ou des
nceuds de la maille n'appartiennent pas a une aréte coupée. Sur les deux exemples de la figure
6.4.3-1, les nceuds rouges ne sont reliés a aucun autre nceud. Afin de satisfaire la LBB, l'idée est de
relier ces nceuds aux nceuds connexes mais en essayant de ne pas introduire dans ce cas des
relations linéaires.

Figure 6.4.3-1 : Les nceuds rouges n'appartiennent pas a une aréte coupée.

Pour éviter d'ajouter des relations linéaires, I'idée est d'éliminer de l'interpolation les nceuds qui
n'appartiennent pas a une aréte coupée. Pour satisfaire la partition de I'unité des contributions de
contact, on répartit les fonctions de formes des nceuds éliminés sur les autres nceuds en utilisant la
répartition uniforme suivante :

(l) iENmif:(bi—i_zjeNdm ¢j/Nactif éq.6.4.3-1
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Ou N, est l'ensemble des nceuds de I'¢/lément directement coupés ou appartenant & une aréte
coupée. N, est I'ensemble des noeuds a éliminer. Pour le quadrangle de la figure 6.4.3-1 , les
fonctions de forme modifiées s'écrivent alors ¢ ;_;, ,=¢;+¢3/3 . Pour I'hexaédre elles s'écrivent

b i:1,2,4,5,6,7,8:¢i+¢3/7 .
On remarque que d'autres choix de répartition sont possibles: on aurait par exemple pu choisir de
répartir un nceud éliminé sur ses noeuds actifs connexes. Pour le quadrangle de la figure 6.4.3-1 , les

fonctions de forme modifié s'écriraient alors ¢, =¢, et ¢ _,,=p;+P3/2 .

L'élimination des degrés de liberté de contact en trop est discutée [§4.4 ]), on choisit la substitution (en
mettant 1 sur la diagonale et 0 dans le second membre).

On peut généraliser cette approche pour les fonds de fissure. En effet sur les deux exemples de la
figure 6.4.3-2, I'aréte {1-4} est coupée alors que {2-3} ne l'est pas: les noeuds 2 et 3 sont donc a
éliminer. En utilisant I'approche décrite précédemment, les fonctions de forme modifiees s'écrivent

¢ i=1,4=q§i+(d)2+ ¢3)/2 . Cela revient a faire l'intégration PO décrite au paragraphe [§4.3.2] sur les
éléments coupées contenant la pointe.

3 4 3

Figure 6.4.3-2 : Les nceuds rouges n'appartiennent pas a une aréte coupée.
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