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Relations de comportement élasto-visco-plastique
de Chaboche

Résumé :

Ce document décrit lintégration du modéle de comportement élasto-visco-plastique de Chaboche a
écrouissage cinématique non linéaire et isotrope, avec prise en compte possible de la viscosité. Le modéle
implanté posséde une ou deux variables cinématiques, et prend en compte toutes les variations des
coefficients avec la température, et posséde un effet d’écrouissage sur les variables tensorielles de rappel.
Cette version permet également de modéliser (de facon facultative) le caractére visqueux du matériau
(viscosité de Norton). Elle est intégrée par la résolution d’'une seule équation scalaire non linéaire. Ce modéle
est disponible en 3D, déformation plane, axisymétrie. La modélisation en contrainte plane utilise une méthode
de condensation statique (de Borst). On donne aussi des éléments pour identifier les coefficients de la relation
de comportement.
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1 Modeéles élasto-visco-plastiques de Chaboche disponibles
dans Code Aster

Pour le calcul de structures soumises a des chargements cycliques, les écrouissages isotrope (linéaire
ou non) et cinématique linéaire classiques [R5.03.02] et [R5.03.16] ne sont plus suffisants. En
particulier, on ne peut pas décrire correctement les cycles stabilisés obtenus expérimentalement sur
une éprouvette de traction soumise a une déformation imposée alternée ou une traction-compression.

Si on cherche a décrire précisément les effets d’'un chargement cyclique, il est souhaitable d’adopter
des modélisations plus sophistiquées (mais simples d’emploi) telles que le modéle de Said Taheri, par
exemple, cf. [R5.03.05], ou bien si le nombre de cycles est limité le modéle de Jean-Louis Chaboche
qui est présenté ici.

En réalité, le modéle de Chaboche peut étre plus ou moins sophistiqué. Les modéles développés dans
Code_Aster comportent soit une variable cinématique (VMIS CIN1 CHAB et VISC CIN1 CHAB) soit
deux (VISC_CIN2 CHABetVMIS CIN2 CHAB), etde I'écrouissage isotrope.

Le choix d'utiliser deux variables cinématiques complique certes le modéle, mais permet d’identifier
correctement les essais uni-axiaux dans une plus large gamme de déformations [bib2], [bib7]. Un
certain nombre d'identifications des paramétres de ce modéle ont été effectués principalement pour
les aciers inoxydables A316 et A304 ([bib7], [bib8]).

Les modéles comportent 8 paramétres (une seule variable cinématique) ou 10 (deux variables
cinématiques), introduits dans la commande DEFI MATERIAU :

CIN1 CHAB (CIN1 CHAB FO) = F(

¢ RO = R O,

ORI = R I, (inutile si B=0)
0 B = b , (défaut : 0.)
¢CI= c 1,

O K = k , (défaut : 1.)
O W = w o, (défaut : 0.)
¢ GO = G 0,

O AT -= A I, (défaut : 0.)

)
CIN2 CHAB (CIN2 CHAB FO) = F(
¢ RO = R O,
ORI = R I,
inutile si B=0 ou si effet de mémoire)

¢ B = b , (défaut : 0.)
¢ ClI-= c1 1,

¢ C2 I = c2_1,

O K = k , (défaut 1.)
O wW = w , (défaut 0.)
¢ Gl O = Gl 0,

¢ G2 0 = G2 0,

O AT = A I, (défaut : 0.)

)

Les 8 ou 10 paramétres sont des constantes réelles. Tous ces paramétres peuvent dépendre de la
température (mots clé CIN1 CHAB FO ou CIN2 CHAB FO) et les valeurs attendues sont de type
fonction.

Dans le cas ou l'on veut introduire en plus de la viscosité (modéles VISC CIN1 CHAB et
VISC_CIN2 CHAB), il faut également fournir dans la commande DEFI_MATERIAU, sous le mot-clé
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LEMAITRE (ou LEMAITRE FO) les paramétres N et UN SUR K, qui peuvent dépendre de la
température.

LEMAITRE (LEMAITRE FO) = F(
¢ N = n,
¢ UN SUR K = 1/K

Le parameétre UN_SUR M du mot-clé LEMAITRE (respectivement LEMAITRE FO) doit obligatoirement
étre mis a zéro (respectivement a la fonction identiquement nulle).

Il est possible aussi de prendre en compte un effet de mémoire de la plus grande déformation
plastigue a l'aide des modéles ( VISC CIN2 MEMO et VMIS CIN2 MEMO ) . Les mots clés a
renseigner sont :

MEMO_ECRO (MEMO_ECRO_FO) = _F(
¢ QM= om,
¢+ 00-= Qo0,
¢ MU = mu,
¢ ETA = eta, (défaut : 0.5)

En cas de chargement non proportionnel, il est nécessaire d'enrichir le modéle, par la donnée de deux
parameétres supplémentaires :

CIN2 NRAD = F(

0 DELTAl= g, (défaut= 1.E+0),
0 DELTA2= §, (défaut= 1.E+0),

avec 0<¢4,=1, 0=<6,=<1

Les lois de comportement sont accessibles dans toutes les commandes utilisant le mot clé
COMPORTEMENT avec les relations suivantes :

VISC CIN1 CHAB, VISC CIN2 CHAB, VISC CIN2 MEMO, VISC CIN2 NRAD,

VISC_MEMO NRAD, VMIS CIN1 CHAB, VMIS CIN2 CHAB, VMIS_CIN2_ MEMO,

VMIS CIN2 NRAD, VMIS MEMO NRAD.

Remarque : le modéle viscOCHAB [R5.03.14] permet également de représenter les effets décrits
dans ce document. Il comporte de plus des termes de restauration et d'écrouissage supplémentaires.
Mais son utilisation dans des calculs de structure est plus colteuse en temps calcul (car on doit
résoudre soit par la méthode de Runge-Kutta soit par la méthode de Newton un systéme de 27
équations a 27 inconnues). De plus, il pose des problémes de robustesse quand le pas de temps est
grand, car la méthode de Newton peut échouer. Cela entraine de nombreuses subdivisions du pas de
temps.

Les modeéles décrits dans ce document sont optimisés, dans la mesure ou ils conduisent a résoudre
une seule résolution scalaire, et la méthode de résolution utilisée trés robuste (méthode de Brent ou
sécante, cf. [R5.03.14]) ; c'est donc un modéle capable d'intégrer rapidement de grands pas de temps.

Dans la suite de ce document, on décrit les caractéristiques des différents modéles. On présente
ensuite le détail de leur intégration numérique en lien avec la construction de la matrice tangente
cohérente. Enfin, on donne également quelques éléments pour l'identification des caractéristiques du
matériau.

Description des modéles

2.1 Description des modéles
A tout instant, I'état du matériau est décrit par la déformation ¢, la température 7 , la déformation
plastique £”, la déformation plastique cumulée p et le tenseur de rappel X . Les équations d’état
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définissent alors en fonction de ces variables d’état la contrainte g =g Id+& (décomposée en
parties hydrostatique et déviatorique), la part isotrope de I'écrouissage R et la part cinématique X

1 ( \ i
UH:§tr(U):Ktr(s—sth) avec ¢M=n|7-77|1d éq 2.1-1
G=o—o1d=2ulz—¢" éq 2.1-2
R=R|p| éq 2.1-3
X:X(p,ep):Xl[p,s”HXz(p,ep,] éq 2.1-4

ou K u,o etles coefficients de X| p) et R(p) sont des caractéristiques du matériau qui peuvent
dépendre de la température. Plus précisément, ce sont respectivement les modules de compressibilité
et de cisaillement, le coefficient de dilatation thermique, les fonctions d’écrouissage isotrope et

cinématique. Quant a T"-’f , Il s'agit de la température de référence, pour laquelle on considére la
déformation thermique comme étant nulle.

Remarque :
Pour le modéle VISC CIN1 CHAB on ne considere que la seule variable tensorielle X ]( P

donc X 2[ pI=0 . Ceci reste valable pour toute la suite : on décrira formellement les deux
modéles de la méme fagon, le modele VISC CINI1 CHAB Se déduisant de VISC CIN2 CHAB en

supposant X ,|p|=0 .

L’évolution de la déformation plastique est gouvernée par une loi d’écoulement normale a un critére
de plasticité de von Mises :

thR,Xh4&—xg—ng—RuﬂawcAWZJ%Q;A éq2.1-5
. O0F 3. 0—X,—X
EP=A—=ZA — éq 2.1-6
oo 2 (0-X —X,
eq
2., .
p=A= 55 ¢ éq 2.1-7

Quant au multiplicateur plastique A , il est obtenu par la condition de cohérence :

[siF<00u'F<0 A=0

|iF=0etF=0 A=0 cq 218
Remarque :
L’évolution des variables X, et X, est donnée par :
X\= i_ Ci(p)ey
X,=2C,lplag 69 2.1-9
3 qs
&, =&"—y, |plog p
&,=&"—y,[ple, p
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Les fonctions C(p), y(p) et R(p) sont définies, conformément a [bib2] par :
Rlp|=R +[R,—R,|e™”
C,lpl=C*1+(k—1]e")
C,lp|=Co1+[k—1]e™]
yl(p)zy?(aw+(l—aw)e_bp)
yz(p):yg(aw-i-(l—aw)e*bp)

L'évolution de ces coefficients permet de représenter de plusieurs fagons |'écrouissage : écrouissage
isotrope classique (monotone ou cyclique) par R(p) , « écrouissage » des coefficients relatifs aux
termes cinématiques par C(p) et y(p). (cf. [bib21]). Les expressions en exponentielle sont
semblables a la définition de I'écrouissage cinématique non linéaire (eq.2,1,9), et (dans leur principe)
représentent une variation des coefficients depuis la valeur indicée par 0 (pour p=0) jusqu'a la
valeur indicée par oo quand p devient grand.

Ceci implique que les coefficients b et w sont supposés positifs. Dans le cas contraire, un message
d'alarme est émis, car la solution calculée risque d'étre non physique.

La présence de viscosité peut se modéliser de fagon simple [bib2] en remplagant la condition de
cohérence [éq 2.1-8] par :

N

(F)

éq 2.1-10
% q

'p:

<F> partie positive de [° (crochets de Macauley), K, N caractéristiques de viscosité (Norton) du
matériau. On laisse inchangées toutes les autres équations du modeéle. On verra qu’une telle
introduction de la viscosité n’entraine que des modifications mineures de l'algorithme d’intégration
implicite de la loi de comportement.

L’effet de mémoire consiste a remplacer I'évolution de I'écrouissage isotrope par :

Flo, R, X|=[6-X —X,|, —R,—RIp|

R=blQ—R|p

Q:QO—F(’Q}n_QO)(l_eizuq)

f \e”, E, q):§J2(Ep—E)—qSO définissant un domaine caractérisant les déformations plastiques

maximales, dont g mesure le rayon et £ le centre, calculé suivant une loi de normalité c’est a dire
- l—n. =«

avec la loi d’évolution : §=—nqn . Le parametre ) (qui n'existe pas dans la formulation initiale

[bib.2]), i permet de prendre en compte partiellement I'effet de mémoire. S’il est égal a 0.5, on
retrouve la formulation initiale. S’il vaut 1, g est égal a la norme de la plus grande déformation
plastique atteinte. S’il est trés inférieur a 0.5, I'effet de mémoire est pris en compte en partie
seulement.

Remarques :
«La définition de X, et X, sous la forme [éq 2.1-9] :
*permet de garder une formulation qui prenne en compte les variations des paramétres avec
la température sans introduire de terme en T comme dans [bib.4], de la méme fagon que le

modele de Chaboche viscoplastique. Ces termes sont nécessaires car leur non prise en
compte conduirait a des résultats inexacts [bib4].

*permet d’avoir une écriture cohérente avec l'expression thermodynamique du potentiel
plastique [bib2] (p.221).
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+  On constate que les fonctions C,|p|,y,Ipl,C,pl,y,\p|, Rl p| intervenant dans les
équations précédentes permettent toutes les trois de modéliser différents effets d’écrouissage non
linéaires. L’introduction de I'écrouissage, soit au niveau de la partie cinématique, par C | p] , soit
au niveau du terme de rappel, par la fonction y( p] , h'a pas le méme effet sur les essais
d’identification [bib2]. L'utilisation d’un modéle avec y[ p) permet en particulier d’identifier plus

facilement de forts écrouissages cycliques. Plusieurs travaux d’identification des coefficients des
modéles de Chaboche ont dailleurs été effectués sur la base du modele avec un écrouissage

représente par y ( p) ([bib5], [bib6]), en particulier pour les aciers inoxydables.

|
2.2 Ajout de I'effet de mémoire

La discrétisation implicite du probléme avec effet de mémoire conduit a un systeme de 20 équations a
20 inconnues [7] :

u

1eq :
1IN
. 2 _ 2 _ 2 ‘ L2 N . Ap
O__gclal_gczaz_gclAO(l(A Ep)_§C2A O(Z(A Ep))eq—R0+R +AR+K A—t
. 2 _ 2 _ 2 2

3 U—§C1a1—§C2a2—§C1Aal—§C2A(x2

Beq: A€ :EAP B TN =Apn
R,+R|p|+K|=L
0 P At
‘ 2 2 /3 \
Teq: f‘fﬁ,E,q,}ZEJz‘Sp—E)—ng\/5(51)—5):(5”—5]—6150
6eq:A§=(1—n)Mn*
n
avec AR:[)[Q—R]AP Q:Q0+(‘Qm_Q0J(l_e—2u‘:q_+zlq:"
Ag=nHI|F|{(nmHAp
. 2 2
A Ae’—y, oG Ap n*—3 - n_3 U_§C1‘X1_§C2‘X2
i 2 p_ 2
I+y,Ap Jole" =] &—§C1a1—§C2a2
eq

les 20 inconnues sont: G A e” AE Ap,Ag

2.3 Insertion de I'effet de non proportionnalité du chargement

De fagon similaire au modéle VISCOCHAB, on peut insérer dans VISC CIN2 CHAB/MEMO les
équations traduisant I'effet non proportionnel. Le modeéle obtenu est dénommé ici
VISC/VMIS CIN2 NRAD, ou VISC/VMIS MEMO NRAD (suivant que l'on prend en compte ou pas
I'effet de mémoire).

Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code_Aster detault

Titre : Relations de comportement élasto-visco-plastique df...] Date : 25/09/2013 Page : 8/25
Responsable : David HABOUSSA Clé : R5.03.04 Révision : 11548
o =¢"=y[ploy p devient : dIZSP—yl(p}(510(1+(1—51)(0(1:n)n)p
&, =&y, [ ple, p &, =&~ y, | pl|S,0,+(1-8,)(ay:m) | p

_ 3 c—-X,—X, - . 3
avec N =4 -2 donc n:n=1 eten particulier ¢”=:=A pn
2<0-_X1_X2)eq 2

Il est aisé de verifier que cette nouvelle expression de I'évolution des variables internes o; revient a
I'expression précédente dans le cas ou 6,=1 , ou bien en cas de situation radiale , ou I'on peut
poser o;=&n .

I vient alors : o'(izsv"—yl.p(:éifnJr(1—6,.)§n\]=£"’—yl.pai :

3 Intégration des relations de comportement

Pour réaliser numériquement I'intégration de la loi de comportement, on effectue une discrétisation en
temps et on adopte un schéma d’Euler implicite, réputé approprié pour des relations de comportement

élastoplastiques. Dorénavant, on emploiera les notations suivantes: 4, 4 et A4 représentent
respectivement les valeurs d’'une quantité au début et a la fin du pas de temps considéré ainsi que son
incrément durant le pas. Le probléme est alors le suivant : connaissant I'état au temps ¢~ ainsi que
les incréments de déformation A g (issus de la phase de prédiction (cf. documentation de référence
de STAT NON LINE [R5.03.01])) et de température A 7 , déterminer I'état des variables internes au
temps ¢ ainsi que les contraintes ¢ .

On prend en compte les variations des caractéristiques par rapport a la température en remarquant

que :
K - |
UH:—_UH +KtrlAe—A Eth) éq 2.2-1
K
=t G 42ulAi-Ae?|=6"—2puA " é6q 2.2-2
u
avec
F=ts+2pA%
u

Au vu de I'équation [éq 2.2-1], on constate que le comportement hydrostatique est purement élastique
si K est constant. Seul le traitement de la composante déviatorique est délicat.

En 'absence de terme visqueux, la relation de cohérence discrétisée est :

Régime élastique : <0 et A p=0
Régime plastique : F'=0 et A p>0

En revanche, en présence de viscosité, la condition de cohérence est remplacée par I'équation
[éq 2.1-10] qui, discrétisée, s’écrit :

/N

Nc> _ ﬁ
") K(m

Autrement dit, en posant :

Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster dofault

Titre : Relations de comportement élasto-visco-plastique df...] Date : 25/09/2013 Page : 9/25
Responsable : David HABOUSSA Clé : R5.03.04 Révision : 11548
1/N
F=F—k|22
At

lincrément de déformation viscoplastique cumulée est déterminé par :

Régime élastique : F<0 et A p=0 éq 2.2-3
F=0

et Ap=0

Régime viscoplastique :

Finalement, en adoptant une discrétisation implicite, la seule différence entre les lois de
comportement plastique et viscoplastique réside dans la forme de la fonction de charge F :ony
observe un terme complémentaire en cas de viscosité. En fait, la plasticité incrémentale apparait
comme le cas limite de la viscoplasticité incrémentale lorsque K tend vers zéro. Cette convergence
a déja été décrite par J.L. Chaboche et G. Cailletaud dans [bib3].

Dans la suite de ce paragraphe, on détaillera donc I'intégration de la loi viscoplastique. Pour retrouver
le cas du comportement plastique, il suffit de prendre K =0 dans les équations ci-dessous (on
rappelle que I'utilisateur pour se placer dans ce cas doit obligatoirement enlever le mot-clé LEMAITRE
ou LEMAITRE FO dela commande DEFI MATERIAU).

- ~e 2 2
o—X|—X,=0 —5C0,— =

3 3C2(X;—2UAEP—2 C,Ax;+C,Aw,

3

Les équations d’écoulement [éq 2.1-6] et [éq 2.1-7], une fois discrétisées, et la condition de cohérence
[éq 2.2-3] s’écrivent (en remarquant que p=A ):

Ag"==A 50 2.2-
2 p((?e 2C e 2C o —2uAEP 2C A« 2C Ax s s
TRV T Y2k A v 17 A v2 2
3 3 3 3 eq
F<0 Ap=0 F Ap=0 éq 2.2-5

Le traitement de la condition de cohérence (équation précédente) est classique. On commence par un
essai elastique ( A p=0 ) qui est bien la solution si le critere de plasticité n'est pas dépasse, c'est-a-
dire si :

ve 2 4 -y - 2 o) - - X
(0‘ —gCl(p ,)(xl—ng[p J(xz —R(p |<0 éq 2.2-6

eq

Dans le cas contraire, la solution est plastique ( A p>( ) et la condition de cohérence se réduit a
F =0 . Pour la résoudre, on montre qu’'on peut se ramener a un probléeme scalaire en exprimant

Ae? et Ao, Ax, en fonction de A p . En regroupant les équations du probléeme issu de la
discrétisation implicite, on obtient le systéme d’équations :
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2 2 2 2 Ap|"”
0—=Cio; =5 Coot, —2puAe’"—=C Ao, —5C, Aa, =R(p+K L €q 2.2-7
3 3 3 3 eq
-, 2 _ 2 - 2 2
O'L——CIO(I __Cz(XZ_2IJAEP__C1A(X1__C2AO(2
r_3 4 3 3 3 3
Acg —5 p A 1/N éq 2.2-8
Rlpl+ Kk |=L
At

Ax,=Ae’—y o, A
1 ) Y &,ap éq 2.2-9
Ac,=Ae"—y,c,Ap

Dans cette écriture, il faut bien noter que p=p + A p et 0‘,-:0‘;4‘4 X; etque C,,y, sontdes

fonctions de p . En considérant les trois derniéres équations, ce systéme linéaire en A¢” et A,
peut se résoudre pour exprimer ces quantités en fonction de A p . En effet, il est équivalent a:

I/N
:AP(% 0= C o, —Chr0— C A —C,Aw, | 692210

Ap

Ae?|R(p)+3uAp+K Yy

Atxl(lerlAp):Asp—ylal_Ap

) - éq 2.2-11
Aa2(1+y2Ap):As —y,&, Dp

En calculant C,Ax, et C, A, et en les remplagant dans I'expression de A ¢” on obtient une
expression de A ¢” en fonction de A p seulement :

Cl » Clyloqu ) » ‘ B
CiAx = —|—————|=M,|p|A’-M |ply,Ap«
I+y,4p I+y,Ap
C C,y,o, A ‘ | ]
C2A0(2: 2 — M :Mz(P)Afp—Mz(p’yzApa; éq 2.2-12
I+y,Ap I+y,Ap
| C,lpl
avecMi(p)Zf—pJ
I+y.lplAp

En reportant cette expression dans I'expression de A ¢” on trouve :

1 3 ~e _ _
AePl= el b Ap & —Ap((Cl—MlylAp) o +(C2—M2y2Ap) cxz)
R(p)+|3u+M +M,|A p+K ap
ce qui se simplifie en :
1 (3 ~e - - .
AEp:D(p)(EApO- —Ap(M1a1+Mzo<2) éq 2.2-13
avec .
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1/N

DI p|=RIp|+3u+M,(pl+M,(pl|ap+K %

Il ne reste plus maintenant qu'a remplacer A ¢” dans les expressions de C, Acx, et C, A, pour
exprimer ce terme en fonction de A p par:

M

CIA(XI:D—I(%A p&e—Ap(M](x]_-i-Mz(x;) -M,y Apx;
M

CzAazzl)—z(?;—Ap&e—A p(Mlcxﬁercx;) —M,y,Apx,

puis de substituer I'expression obtenue ainsi que A ¢” en fonction de A p dans I'équation F=0 ,
et on obtient une équation scalaire en A p a résoudre, a savoir :

1/N
5 1 [ae 2 - 2 - 2 2 R Ap _
Flpl=|0' =3 C e =3 Co0 —2pde’=2C A0 =3 C, A0, eq—R[p]—K o =0
ce qui se simplifie en :
1/N
Rip|+K ap 1/N ;
~ At e 2 _ 2 _ ‘ Ap éq 2.2-14
Flipl= : G°—=M e, —=M,x;| —R[p|-K|=—=| =0
Dip| 3 3 o At

Cette equation scalaire en A p est résolue numeriquement, par une methode de recherche de zéro
de fonction (méthode de sécantes que I'on décrit brievement dans I'annexe 2).

Elle est normée de la fagon suivante :

D|p 0
e 2 _ 2 _ éq 2.2-15
g —§M10(1—§M20(2

eq

Flp)=1-

Une fois déterminé A p , on peut calculer A¢” a l'aide de I'équation [éq 2.2-13] puis Ao, et
A, alaide des équations [éq 2.2-11]. Il ne reste plus qu’a calculer le tenseur des contraintes, par

les equations [eq 2.2-1] et [éq 2.2-2], et a actualiser les variables internes «; et «, .

Remarques :

* un cas limite intéressant (pour la validation de ce modéle) se présente en posant y.=0 .
On se retrouve alors exactement dans la situation de I'écrouissage cinématique linéaire (si
R(p)=c, , [R5.03.02]) ou de Iécrouissage mixte pour R(p) quelconque (cf.

[R5.03.16]),
* ces modeéles sont également disponibles en contraintes planes, par une méthode globale
(condensation statique due a R. de Borst) [R5.03.03].

3.1 Intégration des termes prenant en compte la non radialité

La discrétisation conduit & : A(xl:As”—yl.Ap[é,(a;+Aa,~)+(l —65,)((et;+ Aex;): n)n}

Calculons A(xi:n:\EAp—ylAp 6,.\Eﬁl_-l-(SiA(xi:n+(1—6i)\/%ﬁi+(1—6i)(A0(i:n)
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en ayant posé 0‘;3":\@31 . O n peut donc exprimer Ao;:n en fonctionde A p et B,

3
\/EAp(l_yiBi)
(l-i-y[Ap)

On peut donc exprimer A; uniquement en fonction de A p et Bi:\/g(x;;n et propager

‘ 3
A(xi:n(1+yiAp):\/;AP(1_YiBz) soit Ax;:n=

ces modifications dans la méthode de résolution utilisée précédemment :

AO(,-( I+y,6,Ap :Afp_yiApéi“;_YiAp(l_61')(0(;:”)”_3/;'Ap(l_ai)(A‘xi:n)n

3
\/;Ap(l_yz‘ﬁi)n

(1 +y;A p)

En utilisant I'expression de  A«x;:n enfonctionde Ap et B, ,

Atx,-(1+y,-5,~Ap)=A£"—ypr5i0t}—y,-Ap(1—5i)\Eﬁin—yiA p(1-6;)

+A
B+Ap Ae?

AO(,.(1+yl.5iAp):A£P—yiAp6i0(;—yi(l—6l.) 1y.4p

Aa,-(l-l—yiéiAp):AspNi(Ap,Bi)—yiApéiO(; avec
I1+y,Apd,—y.(1-6;)B;
l+y,Ap

La encore, on peut vérifier que si 6,=1, on retrouve les équations sans effet de non
radialité.

Pour continuer a résoudre, il faut calculer :

C.
CAx.=M N.Ae"—y ApS. M «; M=——-
1 “l 1 1 E YI p 1 l“l avec 1+y161Ap
S i bien que le calcul de I' accroissement de déformation plastique est similaire au cas
classique :
~ 2 2
) 3 ’1_\/g 0-_§C1“1_§C2‘XZ
Ag"= EApn avec 2(;_%(;0(_%@0(
3 141 3 22 o
En utilisant les expressions calculées précédemment ainsi que l'expression du critere :
2 2 2 2 Ap\""
(5E—§C10<1—§C20<2—2IJAEP—§C1AO<1—§C2AO<2 =Rlp+K A—I; il vient :
eq
Ap|™ 3 2 2
Ag”|R(p)+3K A—f +Ap(Bu+M N, +M,N,)|=5Ap| 5= S M 0,— T M, 0,
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~e 2 .2 -
A O-L__Mlal__Mzaz
\/ 3 3 3
donc p=4 = avec
D
1/N
Ap

D(Ap; B By)=R(p)+K Af

+Ap(3u+M,N,+M,N,|

Remarque : | a encore, o n peut vérifier que dans le cas ou on ne tient pas compte de l'effet
non radial, 6,=1 , ce qui entraine N=1 . On retrouve bien I'expression classique de la
normale n .

Dans le cas présent ; il y a 3 inconnues scalaires: Ap , B, , B, . En fait, il est possible
d'exprimer B, et B, en fonction de A p en remarquant que :

e 2 -2 -
T o —§M10(1—§M20(2
”_\/(—) . On peut donc déterminer n en fonction de Ap
2 &E—EM (x'—%M o;
3 1941 3 292 o

uniquement, puis calculer directement B, = 5o(,.:n, qui deviennent alors des fonctions

explicites de A p . Pour résoudre, il suffit de remplacer les expressions ci-dessus dans le
critére (ce qui revient a écrire n:n=1):

ooy [ e 2 .2 . ‘
F[p]:(O' __MIO(I_gMZ‘xZ _D(AP"Bl(Ap)’ﬁz(AP)):O

eq

3

3.2 Intégration de I'effet de mémoire
Dans le cas de l'effet de mémoire, la fonction R(p) n'est plus connue explicitement, mais par
l'intermédiaire du systéme d’équations :
,‘ 2 0, 2 3 ‘
Teq: f ‘sp,E,q)Z—Jz(s’—El—q=—\/—(ep—g):(sf’—g)—qso
3 3V2
6eq: AE=(1—y|H|[F|{(n:n")A pn =(1—n|=Ln
n
Avec
[ - ) « 3 E”—E
—h(— PR _ . _ —2ulg”+Aq] n—=———=—
AR=bl0—R|Ap 0=0,+0,-0,|l1-e ,) AP
Connaissant A p , on commence par calculer f [51” £, q_] .
Si cette quantité est négative, alors la solution du systéme gérant l'effet de mémoire est:
Dg =0, =0
Dans le cas contraire, connaissant A p il faut trouver Ag et AE tels que:
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f[sp,E,q)ZéJz(Ep—E—A El-qg —Aq=0
3P +AP-E AL

A‘f:ll_”]Aqn*:[l_”J Ag
n n

2 %(quAq)

Car Asp:ﬁp) %A p&'e—Ap(M] o, +M, 0(;) peut se calculer explicitement & partir de
Ap .
Il reste :

ag14onldq ) (on] e rAel-E

nlg +Aql] n g +Aq]
AE(nq’+Aq)=fl—n)Aq(f”—E’j)éAEZ“l_nm_q(gp_é_)
ng +4q

en reportant dans I'équation de la surface seuil : f (gp, E.q ):()
;—Jz(é”—g—AE)—q—quOZ%Jz(s”—E)| 1—% |—g~—Ag=0

2 ’ -] - [ — — . _
=3 /le" =& g +84l-lg +Aqllng +Aq|=0 si ng+Ag>0

ce qui permet de calculer explicitement A g apartirde A p :

2
Ag=n3J,le"—§ I-ng

Il reste alors a modifier la fonction d’écrouissage isotrope en calculant :

0=0,+(0,-0,|l1—e 2+ pus AR=b(0—R|Ap

On peut donc utiliser la résolution de I'équation scalaire en A p ( eq 2.2-14) en utilisant les
expressions ci-dessus.

Remarques :

*Dans [bib2] on trouve également I'expression : dg=nH | f|(n:n")dp .

Cette derniere équation résulte de I'expression en vitesse du multiplicateur. Dans la discrétisation
implicite effectuée ici, elle n’est pas utilisée pour la résolution (puisque alors le systéme comporterait
plus d’équations que d’inconnues). De plus, les 3 équations données dans [bib2] sont redondantes :

en effet, connaissant A &” il faut déterminer une variable tensorielle A £ et une variable scalaire .
A g Or nous avons une équation tensorielle et deux équations scalaires.

Ceci est di au fait que I'équation dq:nH(f')<n:n*> dp est issue de la condition de cohérence
df =0 (ce qui est précisé dans [bib2]) mais ne sert pas a la résolution implicite du probléme.

dfler € ql=— =8 qer——"F g dgmn:n’dp—n":n’ dg—dgq=n:n"dp—2dq=0
If \e?,&E,q — £ E E—dg=n:ndp—n :n dg—dg=n:n dp q
J,leP ¢ J,le" ¢

Elle serait utile pour une résolution explicite, en exprimant les dérivées par rapport au temps de
toutes les variables cherchées.
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un critére intéressant, donné dans [bib2] permet d’ajuster les paramétres de I'effet de mémoire . En

P
effet, en considérant un chargement de traction-compression simple, on doit trouver g=—A¢ fmax

2
1
(en choisissant nzz ) . Pour un point matériel en charge uniaxiale, les champs (uniformes) ont pour
composantes :
1 0 0
B 1 0 0 ) 0 1 0
o=0(0 0 0| € =p 2
0 0 0 1
0O 0 —-=
2

Dans ce cas, lors de la premiére charge uniaxiale dans la direction x

& =0
g =0
Ag=nel

Dans ce cas, QZ%A Epmax , implique que
_1 _1(»
n—2 et AE—z(s )

De plus, dans le cas d’'un cycle de traction compression symétrique (en déformation plastique), on

1
obtient, lors de la premiére décharge symétrique (avec nzz ):

Ezé_gpmax

-1 ? max

=—¢E&
q 2 xx
Aq:r’ i_‘]z(gh)_q):n(‘gixmin_gl_;_’giénax :;_lgi:nin|
q=q+Aq=fﬁmax=%Affx

L P -
AgzllrﬂAqk E):—lﬂfimx
ng +A4q 2

£='+AE=0

ce qui correspond bien au résultat attendu (cf. [bib2]) : domaine F' =0 centré sur l'origine, et de

rayon la demi-amplitude de déformation plastique.

3.3 Calcul de la rigidité tangente
Afin de permettre une résolution du probléme global (équations d’équilibre) par une méthode de
Newton [R5.03.01], il est nécessaire de déterminer la matrice tangente cohérente du probléme
incrémental.
Cette matrice se compose classiquement d’une contribution élastique et d’'une contribution plastique :
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S0 _60° ) SAe”

55_65 H o€

éq 2.3-1

avec g‘=g+2uAe’ , ce quiredonne en particulier &"ZHL6+2 uAE

On en déduit immédiatement qu’en régime élastique (classique ou pseudo-décharge), la matrice
tangente se réduit a la matrice élastique :

80 _os0"

éq 2.3-2
0¢€ o0&

Pour cela, on adopte une fois de plus la convention d’écriture des tenseurs symétriques d’ordre 2 sous
forme de vecteurs a 6 composantes. Ainsi, pour un tenseur a :

a=

a_ a a., 2ax) V2a \/anz

xx » g Xz

éq2.3-3

Si on introduit en outre le vecteur hydrostatique 1 et la matrice de projection déviatorique P :

=11 10 0 0 éq 2.3-4
1 )
P=Id—§1®l éq 2.3-5

ou ® estle produit tensoriel
Alors la matrice de rigidité tangente cohérente s’écrit pour un comportement élastique :

kol
O0A¢

=K1®14+2uP éq 2.3-6

En revanche, en régime plastique, la variation de la déformation plastique n’est plus nulle.

On dérive par rapport a UN" , sachant qu'on a:

P P s n~e P
WA K3 :5AE .60 :2u546 p 6q 237
o€ 56°¢ O¢ 5G°¢

s espace des tenseurs symétriques
P projecteur sur les déviateurs

p
Pour calculer , on utilise 'expression de A ¢” en fonction de &e et p:
Aer=—1 |3 Ape —Ap(M oMo
& _D(p) 2 po, p( 1 &4 20(2,

ce qui s’écrit sous la forme :
Ae?=Alpl6,+B, pla; +B,| pla,
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Donc :
» SAlp] OB/lpl  _ 8Bylp  _
04e"_ i plta+ o APL 001 g - 0Pl g
o° 60° 65° 60°
Alp) SAlp Al
Les quantités du type ({?) se calculent a l'aide de : (pJ: 0 (p] 5p)
0G° 56° op 60°
. . ' - op
Finalement, il ne reste plus qu'a calculer la variation de p 55°
o
On utilise pour cela : ]:“(p 5°1=0
1/N
Co A
Rip|+K 2P /N
Flp.o,)= Lo 2 M0~ 2 My | —RIpl-K[S2] =0
i D'p) 3 3 eq A 4
F o
~ ~e ~ ~e ~ O 61) ¢ p, / .
F |petlsp = —F _|p,666° = - = - — éq 2.3-8
p\ P |op 5P 56° 7 p

Le détail des calculs est donné en annexe 1.

La matrice tangente initiale, utilisée par I'option RIGI MECA TANG est obtenue en adoptant le
comportement du pas précédent (¢élastique ou plastique, signifié par une variable interne £ valant 0
ou 1) et en faisant tendre A p vers zéro dans les équations précédentes.

3.4 Signification des variables internes

Les variables internes des deux modéles aux points de Gauss (VELGA) sont :

* V1= p :ladéformation plastique cumulée (positive ou nulle)
* v2= g :valant n (nombre d’itérations internes) si le point de Gauss a plastifi¢ au cours de
lincrément ou 0 sinon.

Les variables internes suivantes sont, pour la modélisation 3D :

* Pourle modéle vMIS/VISC _CIN1 CHAB
* V3 = Ky
V4 =
e V5

Il

13
=
N

. Ve = O(lxy
. V7T = &,

M V8 = O(lyz

* Pourle modéle VMIS/VISC CIN2 CHAB
. V3 = &
. V4 =
. V5 = Ky,
*Ve = oy,
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vi =0
ve =0
Vi3 =0
vid =0

V3
V4
V5
V6
i
V8
V9
V10
V11l
V12
V13
V14

V15
V1e

V17
V18
V19
v20
v21
V22

V23

v24

V25
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. V26 = gp xy
. v2l = Ep Xz

. V28 = Epyz

Principe de l’identification des paramétres du modéle.

Dans le cas le plus simple (une seule variable cinématique, y,=cste, C,=cste R(p):(ry ) les

coefficients du modele y,, C'; peuvent étre identifiés sur un essai de traction simple uniaxial, ou
bien sur une courbe d’écrouissage cyclique.

En effet dans le cas uni-axial, le modéle se réduit en 1D a [bib2] :

dX ,=C\de’—y X Ede” E=+1
|O__Xl|:O_y

que I'on peut intégrer (en chargement monotone) de la maniére suivante :

X1:§&+ X?—gg exp(—Eyl(e”—sg)),EZil

Y1 Y1
o=&0 +X,
C,
dont 'asymptote de la courbe de traction permet d’obtenir — par :
Y1

C
> X1—>§—l donc 0 —& o +—
E
Y1 Y1
et dont la pente & l'origine fournit C, (si X?:O) :

£ 50 Xl_’cl_J’1X?§ X?:Cl_y1X1§

Pour un modéle a deux variables cinématiques, sans écrouissage isotrope, une courbe de traction
permet encore de retrouver ces relations :

G, .6
Y1 ¥

e’ 5o 0—E Uy+ et la pente a I'origine vaut C]—I-Cz

Mais en dehors de ces cas simples une identification numérique est nécessaire pour obtenir les
parameétres. On pourra faire cette identification par exemple sur des essais de traction compression a
déformation imposée. (cf. 21).

Eléments de validation.

test

Les tests permettant la validation élémentaire de ces comportements sont :

titre comportement(s)
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comp001f test de robustesse loi de comportement 3d VMIS CIN1_CHAB VMIS_CIN1_CHAB
comp001g test de robustesse loi de comportement 3d VMIS_CIN2_CHAB VMIS_CIN2_CHAB
comp002b test de robustesse loi de comportement 3d VISC_CIN1_CHAB VISC_CIN1_CHAB
comp002¢c test de robustesse loi de comportement 3d VISC CIN2 CHAB VISC_CIN2_ CHAB
comp002h test de robustesse loi de comportement 3d VISC_CIN2_ MEMO VISC_CIN2_ MEMO
comp008g variation température dans le comportement VMIS_CIN1_CHAB VMIS_CIN1_CHAB
comp008h variation température dans le comportement VMIS_CIN2_CHAB VMIS_CIN2_CHAB
comp008; variation température dans le comportement vISC CIN1 CHAB VISC_CIN1_ CHAB
comp008k variation température dans le comportement VISC_CIN2_ CHAB VISC_CIN2_ CHAB
comp008i variation température dans le comportement VMIS_CIN2_MEMO VMIS_CIN2_MEMO
comp008l variation température dans le comportement VISC_CIN2_MEMO VISC_CIN2_MEMO
tests thermo-plastiques de I'IPSI
hsnv124c test phi2as numéro 1 VMIS_CIN1_CHAB VMIS_CIN2_ CHAB
hsnv124d test phi2as numéro 1 VMIS_CIN1_CHAB VMIS_CIN2_CHAB
hsnv125¢ test phi2as numéro 2 : traction, cisaillement, température variables VMIS_CIN1_CHAB VMIS_CIN2_CHAB
hsnv125e test phi2as numéro 2 : traction, cisaillement, température variables VMIS_CIN2_MEMO
recalage
ssna109a modele VISC_CIN2_CHAB & 550 degrés, viscosité prédominante VISC_CIN2_CHAB
ssna110a recalage modéle VISC CIN2 CHAB sur 4 courbes de traction VISC CIN2 CHAB
effet de mémoire
ssnd105a essai de traction avec mémoire maxi d'ecrouissage VMIS CIN2_ MEMO
ssnd105b essai de traction avec mémoire maxi d'ecrouissage VISC CIN2 MEMO
ssnd105c traction avec mémoire maxi d'ecrouissage axis VISC CIN2 MEMO
ssnd111a validation effet de mémoire VISC_CIN2_MEMO VISC_CIN2_MEMO
Traction-cisaillement
ssnv101b essai de traction-cisaillement en contraintes planes (chaboche) VMIS CIN1 CHAB VMIS CIN2 CHAB
ssnv101c essai de traction-cisaillement 3d (chaboche) VMIS CIN1 CHAB VMIS CIN2 CHAB
ssnv101d essai de traction-cisaillement en deformations planes (chaboche) VMIS CIN1 CHAB VMIS CIN2 CHAB
ssnv118d essai de traction cisaillement en 3d (viscochab / VISC_CIN2_ MEMO) VISC_CIN1 CHAB VISC_CIN2 CHAB
grandes déformations
ssnd107b tractions-rotations multiples gdef 1og en 3d cinématique VMIS CIN2 CHAB VMIS CIN2 MEMO
Effet de non proportionnalité
ssnd105d essai de traction avec mémoire maxi d'ecrouissage et non radialité VMIS CIN2 NRAD VISC CIN2 NRAD
ssnd115a essai de traction-torsion avec chargement non proportionnel VMIS CIN2 NRAD

Une validation par rapport a des résultats expérimentaux a été effectuée dans (cf. 21 ), sur des essais
de traction compression et de traction-torsion. Elle permet de mettre en évidence l'effet de mémoire et
de non proportionnalité.
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Annexe 1 Matrice de comportement tangente

p

Pour obtenir le comportement tangent dans le cas élastoplastique, il faut calculer [éq 2.3-7].

“e

On utilise pour cela I'expression de A g” en fonction de o et p , qui s'écrit sous la forme :

3Ap ~ * | V= * | _
AeP=—L6G +B |p|/a;+B,| plx
D(p| ¢ 1126y .l pleg
avec
M [p]
B (p/=—A L
o C.lp
|\ pl= —
1+6iyj{pJAp
A 1/N
Dlp|=Rlpl+[3u+M [ pIN,(p,B)+M, pIN,(p.B,)|A p+K A—f
On rappelle les définitions suivantes :
Rip|=R +(Ry—R,Je™”
C.lpl=C?[1+k—1]e]
yilpl=y?|a,+(1-a.]e™)
donc:
(3Ap
p 2D| p 5 B[ p| 5 B[ pl
047 _34p g, Pl ey 2812 ®af+72p x;
50¢ 2Dlp| 605° 60°¢ 66°
Les quantités du type 1p) se calculent a l'aide de : 5A1p):6A(p) 5p)
¢ 60°¢ op 66°
Ces différents termes s’expriment par :
3A o
°6(2D(p) avec | ]_L_D[pl
AP 3 1p) P Dlp pYpl
Sp 2
§B/lpl  Mlp | |
c——=——""Ap—-M.p.Ilp=H|p|
5p Dlp p 4 p v4
Détaillons le calculde D :
*Dans le cas de I'effet de mémoire, il suffit de modifier le terme R'(p') .
. _lolapl-r _ . bAp - .
Comme R=R +AR=R +b————Ap=R +—— + — e 2HI_ R
1+bAp P 1+bAp(QM 10| )
TR b O—R \0Aq b O—R 0Aq
R = —2uA — = —2uA — —
P A irba,y HAPIOTCU G T A ) Trea, AP Culg L,
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2 - Ag -5 o0&’
or Ag=n|=J,|eP—& |- donc =n
( 3Ap
et » | 2D(p] 5B|lpl _ &Blp o . .
o4&l i G+ — P o+ 2 P agzé[mp)fre—FHl(Ap)a]_—FHz[Ap)(x;
SAp SAp SAp SAp 2

*Dans le cas de non proportionnalité ( 6,#1 ou &,# 1 ), quelques dérivées sont modifiées :

. C.lpl C,(p) ~
Mi(p): ' - 2(Yi5iAp+Yi5i)
1+6,y,[plAp  (14+6,y,(p)A p)
1
.y, K [Ap|n , ' ' '
D=R+—— +3u+M N +M,N,+Ap(M N +M,N,+M N, +M,N,)
NAt| At
‘_1+y;'(6iAp+(6i_l)ﬁi)+yi(6i+<6i_l)ﬁ;)_Ni<Yi+Y;Ap)
avec N,=
l+y Ap
Il reste a calculer : op
60°
. . op F“)(p’&éJ
On utilise donc, suivant [éq 2.3-8] : = — =7
60° Flp,&l
1/N A 1/N
Flp, o —Seq(p,UL—R(p’—K —1; =Glp,6°-Rlp|—-K —f
1/N 1/N
o A
Ripl+K[EL M, pl|RIpl+K| 2L
avec _ - - At o) At
S=A0°+B o+ B,«, A= B=—=
D|p] 3 D{p|
A 1/N
Alors, enposant R (p|=R|p|+K =P
t
3RI(pl S
Ac"+B,o, +B
o Gulpd 2Dlpl S, :3DS(“ 1+
65 G lpo-RIp 3. g 2 355 g
P X ,\p 25, D
;Ll{pl‘ 21(p)a17+L22{p]a;
2 Lilp)
b
avec
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Rilpl  A4pl
a D21p)XS Seq
R,(p - R,pl 1 .
| pl=——B,|pl— L,\pl=—=——B8B,lp|< 6
21 22 21
Dip| Seq Dlp| Se, |
L S T " - " _ " K Ap_*l
L.pl===-:(4(p|6°+B,|pla;+B,|pla;|—R | p|———| = |V
3P 2569( P plo+ By plog | =R pl=27| S
P
Finalement, se met sous la forme :
o0
SAe” _3A4p _ R
Id+=Ilploe+1,,| o +1 ,[p|oc |®5¢
56_@ 2 D(p] 2 ( P p 1 a2 p 2)
+HH o+ H o+ HY o | @)
+(H§ T+H? o +H§2¢x2)®(x2
avec :
o Llp 3 1plLylpl
Il p|=- I( J. \p|=F—
N A VAP
3 1lplLylp)
Iaz(p':-z—ﬁ
31 P
1 _3H1(p).L1(p) 1 ‘_3H1(pJL21[p] I _3Hl1p)L22(pJ
H\pl=>————H,lpl=>————"—H,|lpl=>—FF"—
2 L,(p] 2 L,(p] 2 L,(p]
2 o3 2AplLylp) o3t ApILylpl p]:_gHz(é]Lzz[P]
K 2L ‘p) al ' 7] 2[43([7' a2 / 2 L3[p}
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Annexe 2 Résolution de I'’équation f(Ap) =0

Il s’agit de résoudre une équation scalaire non linéaire en cherchant la solution dans un intervalle de confiance.
Pour cela, on se propose de coupler une méthode de sécante avec un contréle de l'intervalle de recherche.
Soit I'équation suivante a résoudre :

flx|=0+ x€la,b|s flal<0, flb)>0 éq A2-1

La méthode de la sécante consiste a construire une suite de points x” qui converge vers la solution. Elle est
définie par récurrence (approximation linéaire de la fonction par sa corde) :

n—1

xn+1:xn—l_f(xn—l‘ xn—x

Sl

éq A2-2

Par ailleurs, si x"*! devait sortir de I'intervalle, alors on le remplace par la borne de l'intervalle en question :

. .on+l1 n+l
[SIX <aq alors x =a aq A2
n+l1 n+1 eq -3
lsix > palors x =b
En revanche, si x""! est dans l'intervalle courant, alors on réactualise l'intervalle :
. .n+l [ n+1] n+1
six"lela, blet £Ix"<0alorsa=x i
[ } A ‘ éq A2-4

si x”“E[a,b}etf(x"“b Oalorsh=x"""

On considere avoir convergé lorsque f est suffisamment proche de 0 (tolérance a renseigner). Quant aux
deux premiers points de la suite, on peut choisir les bornes de lintervalle, ou bien, si on dispose d'une
estimation de la solution, on peut adopter cette estimation et 'une des bornes de I'intervalle.

Remarque :

Cette méthode fonctionne bien si il y a une seule solution dans lintervalle [a, b} . Sans que cela soit
formellement démontré, on peut constater que [ 10)>0 .
On cherche alors b tel que [ (b|<0 .
sézcla;—gcza; —Rlp

On part pour cela de pe 3 3 eq

B 3m
Si f'|b)>0 , on multiplie b par 10 et on teste si [ |b|>0 , et ainsi de suite, jusqu'a trouver une valeur
b telle que f|b|<0 .

On est sidr qu'il y a alors au moins une solution sur [a , b} .

Manuel de référence Fascicule r5.03 : Mécanique non linéaire

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



	1Modèles élasto-visco-plastiques de Chaboche disponibles dans Code_Aster
	2Description des modèles 
	2.1Description des modèles 
	2.2Ajout de l'effet de mémoire 
	2.3Insertion de l'effet de non proportionnalité du chargement

	3Intégration des relations de comportement
	3.1Intégration des termes prenant en compte la non radialité 
	3.2Intégration de l'effet de mémoire
	3.3Calcul de la rigidité tangente
	3.4Signification des variables internes

	4Principe de l’identification des paramètres du modèle.
	5Éléments de validation.
	6Bibliographie
	7Description des versions du document
	Annexe 1 Matrice de comportement tangente 
	Annexe 2 Résolution de l’équation f(p) = 0


