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Eléments finis de tuyau droit et courbe
avec ovalisation, gonflement et gauchissement
en élasto-plasticité

Résumeé :

Ce document présente la modélisation d’un élément fini de tuyau utilisable dans des calculs de tuyauteries en
élasticité ou en plasticité. Les tuyaux, courbes ou droits, peuvent étre relativement épais (rapport épaisseur sur
rayon de la section transverse jusqu’a 0.2 ) et sont soumis a divers chargements combinés - pression interne,
flexions planes et anti-planes, torsion, extension - et peuvent avoir un comportement non linéaire.

Cet élément linéique combine a la fois des propriétés de coques et de poutres. La fibre moyenne du tuyau se
comporte comme une poutre et la surface du tuyau comme une coque. L’élément réalisé est un élément de
tuyau droit ou courbe en petites rotations et déformations, avec un comportement élasto-plastique en
contraintes planes.

Trois modélisations, correspondant a trois différents types d’éléments, sont disponibles :

* TUYAU 3M, qui prend en compte 3 modes de Fourier au maximum, et qui peuvent s’appuyer sur des

mailles & 3 nceuds ou a 4 nceuds.
* TUYAU_6M, qui prend en comte jusqu’a 6 modes de Fourier, et s’appuie sur des mailles & 3 nceuds.
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Introduction

Il existe une importante bibliographie sur la modélisation des tuyauteries et de nombreux éléments finis
de tuyaux droits et coudés sont disponibles dans les grands codes d’éléments finis. Des synthéses ont
déja été réalisées [bib1], [bib5], [bib6], par le passé que I'on a complétées en incorporant les derniers
développements connus dans le domaine [bib11]. Les effets importants a prendre en compte sont le
gonflement dG & la pression interne et 'ovalisation des sections transverses par flexions combinées
plane et anti-plane. On se place dans I'hypothése des petites rotations et déformations dans le cadre
de ce document.

Il s’agit d’un élément linéique a 3 ou 4 noeuds, de type poutre courbe ou droite avec plasticité locale
prenant en compte I'ovalisation, le gauchissement et le gonflement. La cinématique de poutre est
enrichie d’une cinématique de coque pour la description du comportement des sections transverses.
Cette cinématique est discrétisée en M modes de Fourier dont le nombre A doit a la fois étre
suffisant pour obtenir de bons résultats en plasticité et pas trop grand pour limiter le temps de calcul.
La littérature nous incite a utiliser A =6 [bib9], [bib13] en plasticité. En élasticité, pour des tuyaux

épais, on peut se contenterde M =2 ou M =3.

Les différentes théories de coques et de poutres pour les
éléments finis de tuyaux droits ou coudés

On présente dans ce chapitre les éléments de cinématique en géométrie curviligne tridimensionnelle,
ainsi que leurs restrictions dans le cadre des modéles de poutre et de coque. En effet, pour batir
I'élément fini de tuyauterie enrichi qui répond au cahier des charges défini en introduction, on exploite
une technique de décomposition de la cinématique tridimensionnelle. La cinématique de coque y
apporte la description de l'ovalisation, du gonflement et du gauchissement, tandis que la cinématique
de poutre y décrit le mouvement général de la ligne de tuyauterie.

Les différentes théories de coques et de poutres utilisées pour chacun des éléments traduisent les
hypothéses choisies a priori sur le type de déformations et de comportements.

21 Le tuyau en théorie de poutre

2.1.1 Cas d’un tuyau coudé
Une premiére approche relativement simple revient a considérer le coude représenté ci-dessous
comme une poutre creuse de section circulaire. La poutre est obtenue par rotation d’'angle & de la
section circulaire autour de (OJZ . Un point de la poutre est repéré par sa distance r par rapport a
'axe de la poutre et par les deux angles 0, ¢ ou 6 est I'angle longitudinal avec QY indiqué ci-
dessus et ¢ I'angle trigonométrique avec (OZ mesuré sur la section circulaire.
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Figure 2.1.1-a : Géométrie et cinématique du coude en théorie de poutre

Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Aster dotault

Titre : EIéments finis de tuyau droit et courbe Date : 27/02/2013 Page : 6/52
Responsable : Ayaovi-Dzifa KUDAWOO Clé : R3.08.06 Revision : 10514

Dans le systeme de coordonnées curvilignes (7, 6, ¢ ), les relations entre les déplacements u
des points du coude de position VOZOM:—R(!),(Q)JH’ e (0,¢) et les déformations de

Green-Lagrange sont données par le tenseur suivant dans la base naturelle (r , 0, ¢ ):
Y :6(r0+u)'6(r0+u)_8r0.6r0 |
xp ox 0B ox 0P

Les vecteurs unités dans les directions (» , 8, ¢ ) sont:

ory ~_10ry 101, inﬁg_?fget __in{g org
00 " 00 “Jo¢p o¢

Si I'on exprime la position d’un point du coude dans la base orthonormée torique locale (€,,€,, € )

e =——,e,————,e,—— ——
" or’ % 400 ¢ B o
par(Jy,, Ve Yo ) on a les relations suivantes :
or, or, or,
= ’e = ,e o .
"0y, 0 0y, 0y,

e

L’expression du tenseur des déformations de Green-Lagrange dans cette base est alors :
6(r0+u) 6(r0+u) or, Or,
“F 0y, Oy 0y, 0yy

2¢

Les relations de passage entre I'expression des déformations de Green-Lagrange dans le systéme de
coordonnées curviligne et dans la base torique locale précédemment définie sont :

Err:frr
_Joo
ee_Az
_Jos
4><I>_Bz
_Joo
¢ AB
_f9r
or A
< :quV
¢r B

L’utilisation de cette base est particulierement intéressante car les relations de comportement dans la
base torique orthonormée sont simples d’utilisation. Pour le coude ci dessus, si 'on considére que les
déformations restent petites, on obtient alors [bib4] aprés linéarisation des déformations de

Green-Lagrange :

Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Aster detault

Titre : EIéments finis de tuyau droit et courbe Date : 27/02/2013 Page : 7/52
Responsable : Ayaovi-Dzifa KUDAWOO Clé : R3.08.06 Reévision : 10514
ou,
E":ﬁr
_10uy uy 94
Epp="—" o Lo
A 00 AB o ¢ R
1 ﬁu u,
Epp=g At
B o ¢ R,

L 3wy 1 Gy iy 04
f00=Y09"Bap ' A00 AB O
18ur u, Ouy,

2 TR
for=Yor" 50 "R, or

lau Uy Ou,

2¢ +
Yo "Bog R, or

2¢

avec :
R+rsing R

sin ¢

Les expressions des déformations établies ci-dessus s’écrivent alors :

A=R+rsing ,B=r ,R,= =r

ou,

EFV:ar

1 ou
(

€00" Rirsing 00
1 Ouy
€ r(a¢ +u,)

0 .
+u,cosp+u,sing)

o 1 (8u¢ )+1 Oou,
9¢_y9¢_R+rsin¢ o0 " 0cOsP rog¢
1 ou, ) Ju,

— +—
R+rsin¢(80 tysinb) or
1,0u, Ouy

Cro=¥ro” r(8¢ Y )+6r

2¢

2Er9:yr9:

2¢

Le deplacement u,, uy, U, , d'un point du coude dans la base torique associée a la section transverse
d’observation peut facilement s’exprimer en fonction des déplacements et des rotations associés au
centre de la section transverse. En effet, si on note u,u,,u, le déplacement dans la base curviligne

locale (0(0) , x(@) , y(@) , z(&)) associée a la section transverse comme indiqué sur la [Figure 2.1.1-
a] on a les relations suivantes, valables dans le cadre de la cinématique des poutres de Timoshenko

[R3.08.01] :
u,(r,0,¢)=u (0 )+92(9)rsin¢—9y(9)rcosqb
u,(r.,0, qb)zu (0)+0 (0)rcose
s (7,0, b)=u,(0)0, (6)rsincb

ou u . u, u_ estledéplacement de translation de la section et 0 , 0 , 0_ la rotation de son

centre o . L’expression des composantes du déplacement dans la base orthonormée torique locale (
€, €, e, )sobtient par changement de repére :
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uy(r,0,¢)=u,(r,0,¢)=u (0)+6_(0 )rsinqb—@y(@)rcosqb

u¢(r,0,¢)=u3(r,9,d>)smd> uz(r,Q,d))cosd)zuz(e)sind)—uy(@)cosd)—@x(Q)r
u.(r,0,¢) —[u3(r,9,¢)cos¢+u2(r,9,cl))sincb]:—[uZ(G)cosd)Jruy(Q)sin(l)]

L’introduction de ce champ de déplacement dans I'expression des déformations linéarisées nous
permet d’obtenir I'expression des déformations tridimensionnelles associées a la cinématique de
poutre :

e =0

rr
1
€00~ :
R+rsing
EM):O

(ux,o—uy—r9xcos¢+92,0rsin¢—9y,0rcosqb)

2£9¢=ﬁlsin¢(—uxcos¢—uy’9cos qb+uzﬂsin¢—r0x’9+0yrcos2cl)—ezrsin¢cosd>)
+(92cosq§+9ysin¢)

1
R+rsin¢
+(0_singp— 0,cos o)
25’,4):0

2¢,,= (— uxsincl)—uyyesin<l>—uz,9cos¢>+9yrsin¢>cosd)—ezrsinzd))

2.1.2 Cas du tuyau droit

Les expressions des déformations établies ci-dessus s’appliquent aussi au cas du tuyau droit, ou I'on
remplace 6 par s ou s estl'abscisse curviligne le long de la fibre moyenne du tuyau, avec :

A=1,B=r 1/R,=0 R, =r

Les expressions données pour le coude s’écrivent alors pour le tuyau droit :

ou,
oy
ou,
E)CX :a X
1 (au o4 )
Epp™ r o¢
5 Ou, 1 ou,
Exo= Yo~ 6x r o
_ ou, 6 u,
28, =Y n= 0Xx 8 r
5 e 1 L ou, ) Ouy
re=Yro= N5 ¢ P or
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Z A\

Section transverse : vue de 1 vers 2

Figure 2.1.2-a : Géométrie et cinématique d’un tuyau droit en théorie de poutre

Comme précédemment, le déplacement ,u,,u ,u, dun point du tuyau dans la base torique

associée a la section transverse dobservation peut facilement s’exprimer en fonction des
déplacements et des rotations associés au centre de la section transverse. En effet, si on note

u,,u, Uy le déplacement dans la base curviligne locale (0 X,V z) associée a la section
transverse comme indiqué sur la figure ci-dessous on a les relations suivantes :

u,(r,x,p)

u,(r,x, )
u(r,x,¢)

ux(x)+92(x)rsincb—ey(x)rcosqb
uy(x)+9x(x)rcos¢
u (x)=0 (x)rsing

et:

ux(r,x,cl))zul(r,x,d))zux(x)+02(x)rsincl>—9y(x)rcosd)
u¢(r,x,<i>):u3(r,x,(b)sin¢—u2(r,x,¢>)cosd):uz(x)sin¢>—uy(x)cos¢—9x(x)r
ur(r,x,¢)=—[u3(r,x,¢>)cos¢+u2(r,x,d))sind)]:—[uz(x)cosdn-i—uy(x)sind)]

L’introduction de ce champ de déplacement dans I'expression des déformations données ci-dessous
nous permet d’obtenir I'expression des déformations associées a la cinématique de poutre :

e =0

€, ,=u, +0_ rsing—0  rcosep

€490
2ex4):—r0x,x+(9y+uz,x)sin¢>+(92—uy’x)cos¢
2¢,=(0.—u, )sing—(0,+u, Jeos¢

2 erqb:O
2.1.3 Remarques

Le fait que €,,, Epp L €y soient simultanément nuls montre que la cinématique de poutre ne peut
représenter les déformations des sections transverses a la fibre moyenne du tuyau. En effet, les
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2.2
2.21

sections transverses sont animées d’'un mouvement de corps rigide, ce qui interdit de modéliser le
gauchissement, le gonflement et I'ovalisation.

Le tuyau en théorie linéarisée de coque
Cas général

Le tuyau coudé est considéré comme une coque mince de révolution (portion de tore). La surface
moyenne est obtenue par rotation d’angle ®& d'un cercle de rayon ¢ dont le centre est a une
distance R de 'axe de révolution Oz . On désigne par h I'épaisseur du coude. On impose a cette
épaisseur de rester constante ainsi qu’a la section du coude d’étre parfaitement circulaire. Un point sur
la surface moyenne est caractérisé par les deux angles 0, ¢ et sa positon —h/2<C<+h/2 par
rapport a la surface moyenne, ou 6 est I'angle longitudinal, variant entre 0 et @, et ¢ Iangle
mesuré sur la section transverse.

1 : Deplacemeant axial de la surface moyenns v
z v : Déplacemert crthoradial de la surface movenne f‘#f
|- w : Dieplacement radial de la surface moyerna s —d E}y
[ : Froration de 1a surface moyerms par rapport & e - .l
[je - Rotation de la surface moyenne par rapport d ep Tx"f }I_ﬁ__,r']' -

E : Fayon de courbure - ~1 ~ - |

1 : Rayon de La saction transversale | I
L - Epaisseur du conda \\:

& Angle lonzimdinal |

¢ © Angle de section fransversale x

Figure 2.2.1-a : Géométrie et cinématique du coude en théorie de coque

On se place tout d’'abord dans le cadre de la théorie linéarisée des coques avec cisaillement
transverse telle qu’elle a été décrite par exemple dans Washizu [bib14]. Il limite notre étude au cadre
des petites déformations. En outre, les grandes rotations de la surface moyenne ne sont pas prises en
compte. Les déplacements et rotations sont ainsi définis par rapport a la géométrie initiale du coude. Si
les déplacements des points de la surface moyenne dans les trois directions 6 axiale, ¢

orthoradiale et C radiale sont notés u,v et w ceux de n’importe quel point du coude
s’écrivent de la maniére suivante :

u,=u(0,$)+CB,(0, )
u,=v(0,$)-CB,(0,)
u=w(0,$)

ou ﬁe et qu sont les rotations par rapport aux vecteurs €, et €, respectivement.
Les déformations en tout point sont ainsi données par [bib14] :
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. _E99+CK09
00 1+§/R
+§K
£o0™ 1+§/R
5 2E9¢+2CK94)
6 = =
24~ Y0o " /R |[1+C/R,)
2F
_ _ 0¢
269§—y9C—
[1+C/R,)
2e .=y €:72E¢§
ve TP 1+C/R |
avec :
A=R+asin¢p, B=a, R _R“‘—S(Z"l’ R,=
sin

ou Eyy, E<1><1> et E9d> sont les déformations membranaires de la surface moyenne, Kyg, Ky o, Kp g,

les déformations de flexion de la surface moyenne et Egg, EM les distorsions transverses. Les

déformations de la surface moyenne sont reliées aux déplacements de la surface moyenne en
remplagant le champ de déplacement du paragraphe précédent par celui donné ci-dessus. On trouve

alors :
_lou,v 04 w
E —t———+—
00~ A@Q AB 0 ¢ R
1 0v
-|-_
bb B@qb R
2 E 1 Ou 1_8_\}_14_8/1
9 Bop A00 ABOd
o L 9Py Py oA
00400 AB O
__ 195
0= Bag
o LBy By o4 10F 1 Lou 1 1ov u 94,
Kog™ Bop ABO¢p A 00O RGBG R¢A89 AB 0¢
—B 4+ l@w u_
GC 4 A89 R
1 ow v
2o P g 5g R,
Soit encore :
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2.2.2

Manuel de référence

1 Ju .
Eegzm(a—e—f‘VCOS(b‘f—WSlnd))
1 0v
Ef.b(.b_a (a?‘FW)
:17(8\/
Yoo~ Riasing 00 704

_1 0B,
00" R+ q sin ¢ (89 ~Bocos¢b)

108,
STy
L 198y 1 (613
% 4 0¢ R+asing 00
_ 1 ow .
y95_3¢+R+asin¢(69 usin)
1 ow
= — +—(——
B, a(ad) v)

sin ¢ 1 ou |1 1 0Ov
7___’_7 A
R+asing a 0¢ R+asin<,ba<89 ucos)|

9+B¢cos¢>)+[

Yoc

Dans cette théorie il y a donc cing inconnues ; 3 déplacements u,v et w ainsi que deux rotations
BG’qu . Si I'hypothése de Love-Kirchhoff est appliquée (tube mince) les cisaillements transverses
sont nuls etil n'y a plus que les 3 déplacements u,v et w puisque :

1 ow .
B¢:_R+a sind)(ae —using)
Br= (55 )

Cas du tuyau droit
Si I'on applique ces équations au cas du tuyau droit avec :

A=1,B=a ,1/R,=0 R,=a.

On retrouve I'expression plus habituelle pour ce genre de géométrie :
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Ik =
Kxe ad¢p Ox a dx
_ ow
2E, =B, 5
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2E, =—f +—(LW
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Dans cette théorie il y a donc cing inconnues ; 3 déplacements u,v et w ainsi que deux rotations
ﬁx’ﬁ(;b . Si I'nypothése de Love-Kirchhoff est appliquée (tube mince) les cisaillements transverses
sont nuls et il n’y a plus que les 3 déplacements u,v et w puisque :

ow
Po="0x
_Loow_
b= (55 )

2.2.3 Remarque

On peut introduire directement la cinématique de coque dans le champ de déformation 3D. Dans ce
casona:

€00=EgeTTKog

€50~ EpgptTKyy
26,,=Y0s=2E ), 20K,
280=Yo=2E

284,c=Yec=2E ¢

ou les expressions £, E¢¢ et E0¢ pour les déformations membranaires, Ky, K, Ky, pour

les déformations de flexion et EQ:,EM pour les distorsions transverses sont données par
I'expression suivante dans le cas général :
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1 ou
E99 m(a—g+vcos¢+w5m¢)
1,0v
E,,= —(a¢+ w)
1 Ou 1 ov
077 o  Rirsmg 50 L)
1 0B,
Koo= R+rsmqb(89 ~Bocos )
105,
NI
laﬁd) 1 639
2 +
K00= 55  Rarsing o0 | Pecos®)
R+asin ¢ 1 ow .
2E, = + -
oc ¢’R+rsin<l> R+rsin¢<69 usin )
ow
2E¢C:_B9_+;((ﬁ_‘/)

On remarque qu’a I'ordre 1 en T les deux fagons de procéder donnent des résultats identiques. C’est
la définition de la déformation de membrane ou de flexion qui change. Dans le premier cas elle est
indépendante de la position dans I'épaisseur et est calculée pour le rayon moyen de la section
transverse du tuyau, alors qu’elle en dépend dans le cas de I'approche 3D. Le terme entre crochet
dans l'expression du [§2.2.1]. représente un couplage entre la flexion et la membrane qui apparait
lorsque I'on exprime R+rsin¢g et r en fonction de R+asin¢g et a . Dans la suite de notre
analyse nous utiliserons cette expression 3D dégénérée de la cinématique de coque.

Si en outre nous utilisons I'hypothése de Love-Kirchhoff pour les cisaillements transverses,

E9§=E¢Z=0 on retrouve bien les expressions suivantes des rotations :

1 ow

B¢:_R+asind) (89 —using)
1 0w
b=y (55 =)
et:
_ 1 1 o’w ou cos¢p Ow
K""_R+rsinqb[ R+asinqb(892 09S ne) a (aqb V)]
_I_(az_w_a_")
Pbar 9 O¢
ow . cos¢p acos¢
2 =(=- : ;
Koo <69 usm(’b)[(R+rsmqb)(R+asmq§) r(R+asing)?
o’ w 1 1
- [ ——+ ——|
000¢ a(R+rsingp) r(R+asing)
ov 1 ou 1
(= + _
00 a(R+rsing) ((34) sinpFucos ) r(R+asing)
les expressions pour £, £, et E,  restantinchangées.
On peut étendre aisément cette remarque au cas du tuyau droit.
2.3 Analyse des tuyaux droits et coudés
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En conclusion des deux analyses précédentes on peut modéliser le tuyau comme un élément de
poutre dont la section est une coque mince. Cette interprétation est faite dans la plupart des codes
([bib2], [bib8], [bib9], [bib10], [bib12], etc...). En I'absence de gauchissement des sections transverses
(i.e. les sections transverses restent planes) le déplacement axial de poutre donne la nouvelle position
de la section transverse et les déplacements d’ovalisation (il suffit de prendre alors u=0 dans les
équations de coques minces) permettent de savoir comment celle-ci se déforme. La déformation totale
est obtenue comme superposition des déformations de poutre et des déformations d’ovalisation. Le
champ de déplacement que I'on représente sur la figure ci-dessous s’écrit :

U=U’+U".
Dans le premier champ de déplacement I'image de la section transverse est une section transverse

identique obtenue par translation et rotation de la premiére. Dans le second champ de déplacement, la
section transverse est déformée.

flexion-torsion d’une poutre droite

En théorie des poutres-Euler En théorie des coques

u -~
I—P
v

I

I

1 - =

Section transverse Coupe Section transverse
gauchissement ovalisation

Figure 2.3-a : Décomposition du déplacement en champs de poutre et de coque

La modélisation élément fini doit donc rendre compte de deux réponses mécaniques différentes : celle
de la poutre et celle de la coque pour l'ovalisation, le gonflement et le gauchissement. Ces trois
derniéres modélisations font intervenir des degrés de liberté qui ne sont pas nodaux (décomposition en
série de Fourier par exemple).

Eléments mixtes coque-poutre pour les tuyaux droits et
courbes

3.1 Cinématique
On décompose le champ de déplacement en une partie macroscopique de «poutre» et une partie
supplémentaire locale de «coque». J  est l'espace utile des champs de déplacements
tridimensionnels définis sur une section quelconque de tuyau.
Pour la partie poutre, comme en [R3.03.03], on introduit 'espace T des champs associés a un
torseur (défini par deux vecteurs) :

T=[veV /3T, Qtl que vIM|=T+QAGM|
Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne
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Pour les champs de déplacement de T, 7 est la translation de la section (ou du point G ), 2 la
rotation infinitésimale et les champs v sont les déplacements conservant la section S plane et non
déformée (On utilise Ia encore les hypothéses de NAVIER-BERNOULLI).

T est un sous-espace vectoriel de dimension finie égale a 6. Il posséde un supplémentaire
orthogonal pour le produit scalaire sur V' :

TL VEV/_[VW 0VweT

Tout champ u# de V' se décompose alors de maniére unique en somme d’'un élémentde T et d’'un
élément de Tl

u=u’+u’ u’eT , u’eT™
On postule alors pour les déplacements de surface du tuyau définis au [§2.2] la décomposition en série

de Fourier suivante qui vérifie le principe d’orthogonalité précédent avec les déplacements de poutre
jusqu’a l'ordre 3 en 'épaisseur du tuyau :

z u, (x)cosme
+Z u? (x)sinmdp

v(x,p)=w (x) sm<;b+z v (x)sinmdp

m=2

w? (x) cosq§+2v x)cos me

m=2

w(x,¢p)=w(x) (expansion radiale uniforme)

<

M

w (x)cosm ¢

nm

I
—_

m

M

w? (x)sinmdp

Il
—_

m

ol x est'abscisse curviligne le long du coude ou du tuyau droit, indifféremment, et A le nombre
de modes de Fourier. Les rotations Bx(x,qb) et B¢(X, (ID) se déduisent de
ulx,pl,vlx,P| et wlx,p| parles relations de Love-Kirchhoff du [§2.2.1].

Remarque :

On peut noter que dans la décomposition de virx,cb) et w(x,c,b) les termes en

cos¢ et sin¢ ne sont pas completement indépendants du fait de I'orthogonalité avec les
déplacements de poutre. Ceci permet en outre d’éviter les mouvements de corps rigide, car

si v, v nl €t w, WZ ; sont indépendants, on peut trouver une solution non nulle donnant

nl nl>

des déformations nulles. Par ailleurs dans I'expression de u|x, ¢ | on note I'absence des
termes en cos¢ et sin¢ déja présents dans la partie poutre.

Si l'on néglige la variation de métrique avec [I'épaisseur du tuyau les conditions
d’orthogonalité rigoureuse entre les déplacements de poutre et ceux de la surface du tuyau
sont satisfaites. Dans le cas contraire, pour satisfaire rigoureusement cette condition il
faudrait un développement en série de Fourier des rotations ﬁx(x ,<l>) et Bd,(x , (l))
commengant a l'ordre 2. Ceci est incompatible avec les hypothéses de Love_Kirchhoff pour
ces rotations.

3.2 Loide comportement

Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne
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Le comportement du nouvel élément est un comportement 3D en contraintes planes, car le
comportement global de la structure est celui d’'une coque mince. Il en résulte que O'“ZO et la loi de
comportement s’écrit de fagon générale de la maniére suivante :

o el +e €.
T €0 Epa €59
Ty =C yx¢+yx¢ =C Yo
T¢g YroTYeo Yeg
O Yoty ¥z

Dans notre cas on négligera les cisaillements transverses pour la partie coque de notre champ de
déplacement. Il en résulte donc que ygx: y‘é(p:O . Comme par ailleurs [§2.1.2] on a montré que

yf¢: 0 il en résulte que (T,;qb:O . Pour un comportement élastique on a ainsi :

1 0 0 1 v 0 0
O-xx v 1 0 0 Exx A% 1 0 0
Ty | E 0 1—v 0 Epg ot C= E 0 0 1—v 0
o, 1=V 2 Y co 1-v? 2
1—v 1—v
g, 0 O 0 Y. 0 o0 0
¢ 2 ¢ 2

3.3 Travail de déformation

L’'expression générale du travail de déformation 3D pour I'élément de coude avec le type de
comportement précité vaut :

[ 21 hl2
Wdef:.[ f J‘ (Exxo-xx+s¢qbo—¢¢+yx¢0—x¢v+yx§0-xlj)dV
0 0 —hl2
ol [/ estI'abscisse curviligne qui vaut Z=(R +rsin¢)9 pour un coude ou @ est I'angle parcouru

pour décrire le coude. Dans le cas d’un coude, on a ainsi dV =(R+rsin¢)d 0rd ¢ dT et pourun

tuyau droit dV =dxrd p dC ou T . est la position dans I'épaisseur du coude qui varie entre -h/2 et
+h/2. Dans la suite, afin d’alléger les notations, on emploiera la seconde expression.

3.4 Energie interne élastique du coude

Dans le cas d’'un comportement élastique, I'’énergie interne élastique du coude s’exprime de la fagon
suivante :

V

l\)l»—‘
ocﬁN

21 hl2
_([ { - (& —|—5¢¢+2vsme¢¢)+G(yi¢+yic))dV

Cette énergie peut étre décomposée en une partie d’énergie de poutre, une partie d’énergie pour la
hl2 1 2w

surface du tuyau et des termes de couplage du type f f f Ep s dV
k120 0

3.5 Travail des forces et couples extérieurs
Avec la décomposition des déplacements énoncée en téte de paragraphe, le travail des forces
s’exergant sur le tuyau s’exprime de la maniére suivante :
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I +hi22m I 2m +hl22m

w = [ [F.(u"+u5av+[ [ F (U"+US)(axhi2)d pdx+ | [ F (U"+US)rdpdC=
0 —hl2 0 00 ~hi2 0

I +hi22m I 2m +h/2 21

[ [ JF,. UPdV+ffF U(a+hl2)d pdx+ [ [ F .U rdpdC+

0 —h/2 0 ~hi2 0

I +h/22m l 27T +hl22Tm

[ [ [Fr.vav+| [ F U (axhi2)dpdx+ [ [ F .U rdpdg=w? +w*,

0 —h/2 0 0 0 ~hl2 0

par simple décomposition linéaire, ou FV,FS,FC sont les efforts volumiques, surfaciques et de
contour s’exergant sur le tuyau, respectivement.

On détermine ainsi :

I +hi22m I 2m +hl2 21

wr=[ [ [F urav+[ [ F . U?(axhi2)dpax+ [ [ F,.U"rd$pdc
. 0 —hl2 0 0 0 —hi2 0
ot I +hl22m I 2m +hl2 21

=[ [ [F, vcav+[ [ F .U (axhi2)dpdx+ [ [ F Urd¢pdc
0 —hl2 0 00 —hi2 0

Le travail des forces extérieures peut donc étre séparé en deux contributions distinctes des mémes
forces, sur la cinématique de poutre et son supplémentaire.

3.6 Principe du travail virtuel

Il s’écrit de la maniere suivante : 6 W, ,=6 WP +6 W w—O0W,, avec:

ext

! 2m hl2

sw, =[] [ (0,0, +0,,06,,+0 0y +0 8y )dV
0 0 —hl2

3.6.1 Partie efforts et couples extérieurs pour la partie poutre

La discrétisation du principe du travail virtuel pour les efforts extérieurs donne :

l
SWE=[(f Su+f =6u+f Su+m50 +m 50 +m 50 )dx+

ext
0

[¢x5ux+¢y5uy+¢z6uz+Ux69x+uy69y+u2692]0,l

fx,fy,fz : forces linéiques agissant suivant x , y et z passant par le centre de gravité des
sections transverses :

+hl2 21 21
fi= f fF erd¢d§+fF e(axh/2)d¢ ou e e, e sontles vecteurs de la base
—h/2 0

curviligne locale.
m.,m,,m_ :couples linéiques agissant autour des axes x , y et z :

+hi22m 21
m—f f rxF, erdqde—i—f rXF ).e(axh/2)dp ou e e e sontles vecteurs
—hl2 0

de la base curviligne locale.
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O qby, ¢, : forces concentrées agissant suivant x , y et z passant par le centre de gravité des

sections transverses :
+h12 21

d’i: f f Fc_el_ rd¢dt¢ ou e, e, e sont les vecteurs de la base curviligne locale.
~hi2 0

H,, K, H, :moments concentrés autour des axes x , y et z :
+h/2 27

u= f f (rXF_).e;rdpdCou e e, e sontlesvecteurs de la base curviligne locale.
—nl2 0

3.6.2 Partie efforts et couples extérieurs pour la partie coque

On suppose que les efforts extérieurs appliqués sur le coude sont indépendants de I'épaisseur du

coude
[ 2m
swi =] [ (F su+F sv+F sw+M 6B +M 68,)d0d ¢
00
21
+ [ [, 6u+d,6v+D,5w+M,5By+M ,5B,1,,dd
0
ou:

F_F,, F,_ :forces surfaciques agissant suivant x , ¢ et r

+h/2
F= f Fv.eird§+FS.el.(aih/2) ou €,,€,, e, sontles vecteurs de la base torique locale.
—h/2
M ., M 4 : couples surfaciques agissant autour de x et ¢ :
/2
M,; = I(cerFv).eirdZ+(ih/ZerXFS).ei (a=xh/2) ou e..e,.e sont les
/2

vecteurs de la base torique locale.

., P, P, :forces linéiques agissant suivant x , ¢ et r

+h/2
b= f F_erdC oue,e, e sontlesvecteurs de la base torique locale.
~hl2
M .M, :couples linéiques agissant autour de x et ¢ :
+hi2
M .= f (§er>< FC).el.r dC ou e, €4, €, sontles vecteurs de la base torique locale.
—hl2
Remarque :

Lorsque les forces extérieures appliquées sont indépendantes de ¢ . le travail extérieur sur
la cinématique de coque est nul excepté celui des forces de pression correspondant aux
forces suivant €, . On remarque aussi que les expressions des moments linéique et

concentré par rapport a r sont nulles. On retrouve bien qu’il n’y a pas de moment exercé
perpendiculairement au plan de la coque.

3.7 Efforts généralisés

Si S estl'aire de la section transverse S du tuyau, on pose :

N=[o_ds
N

: effort normal au centre de gravité de la section transverse.
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Ty=f nydSz—f (sinduaxg-l-cosd)aw)dS ot
s s

Tz:f Oy dS:f (singp o, —c0sh 0, )dS |es efforts tranchants suivant y etz.
S S

Mx:f <y‘7xz_zaxy)dsz_f qust : moment de torsion autour de x .
S

W

My:f ZUxde:_f reos¢ o dS . moment de flexion autour de V.

S S
Mz:_f yo,ds :f rsing o, dS . moment de flexion autour de z .
N N
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4 Discrétisation numérique des formulations variationnelles

4.1 Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour
la partie poutre
En un point de la fibre moyenne, le champ de déplacement de poutre est dans le repére curviligne

local défini au [§2.1] : U” =

Ce champ peut étre discrétisé de la maniére suivante :

N N
— \1,.k k k _ 7 k k k
u= kz Hlo0)[ufx, +ul y +utz,| et 0= kz H,(0][ 0} x,+0%y, +0'z, ]
=1 =1
Il est a noter que les valeurs nodales sont données dans les repéres locaux attachés aux nceuds et
que u et 0 doivent étre exprimés dans le repére local associé au point courant.

41.1 Poutre courbe
On obtient alors :

u, N ui(xk x)+u1;(yk x) Qx N Ql;(xkx)—i_gl){;(ykx)
u, ZkZ::lHk(@) wi(x,.y)+uy(p,.p)| et |0, Z};ka) 0% (x;.3)+0% (i p)
uz ulzczk 92 gl;zk

D’aprés la cinématique de poutre présentée plus haut au [§2.1] :
err:O
R S
9 R+rsing
5¢¢=0
R+rsing
+(6_cos <l>+9ysin¢>)
1
26 p)=———
"0 R+rsing
+(stinqb—9ycosqb)
2£r¢=O

(u, g—u,—7r0 cosp+0_,rsing—0 ,rcosd)
(_”xCOSdJ—uy,ecos (p+u2’esinqb—r9x,9+9yr coszci)—ezrsin pcos)

(—u,singp—u, osinp—u_ ycosp+6,r sin pcosp—0_rsin’ )

Sachantque X ,=—Y et ¥ ,=Xavec de plus
x.x,=y.y,=cos(0—0,)=C,ety.x,=—x.y =sin(0—0,)=S, .
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Cela implique pour le champ de déformation :
N

gggzmkz:l[H}((u’)‘(cos(@—@k)—uisin(@—@k))+H( u'sin (0-0, )~ u" cos (0-0,))
-H (u sin(0—0 )+u cos(60—0,))—r os<;b(9fcos(Q—Qk)—el;sin(Q—Qk))
—rH, cos<;b(9ksm(9 0 )+9kcos(9 0 )) rFlkcos¢(9icos(9—9k)—9];cos(Q—Qk))
+r H, sin$p0F]
€50
N
Yo ZZ;[ H,coscp(ucos(0—0,)—u sm(@ 0.))
¢ & R+rsing

—H'kcosqb(u’;sin(e—ek)+ul;cos(0—9k)) H, cos¢p(ulcos(0-0,)—u s1n(0 0,))
+H}Cu’;sind)—rlrl;c(eﬁcos(e—Qk)—el;sin(Q—Qk))—rHk(—0§51n(Q—Gk)—Ql;cos(G—Qk))
+rI:[kcosz¢(Qisin(Q—QkHQIy‘cos(Q—@k))—rﬁkeisin¢cos¢]

+ H sin ¢ (0%sin (0—0,)+05 cos(0—0,))+ H Ok cos p
N

1
yw:l;lm[ H sing (u\cos(0—0,)—u'sin(0—6,))

—H'ksinqb(ui“sin(Q—Gk)+ul;cos(9—0k)) H sin(u*cos(0-0,)—u sm(@ 0,))
—H}Cu’;cosd)+r1:[ksincl)coscb(@’;sin(Q—Qk)JrG’;cos(Q—Gk))—rHkQI;sm ¢ |
—chos¢(0§sin(0—9k)+9/;cos(Q—Gk))+Flk9’;sind)

Soit sous forme matricielle :

k
ux
k
P Z/ly
€90 N k
r | Py P =|Y4: ,
Yoo |= 24 B U, ou Uk =| | estle champ de déplacement au nceud &
p | k=1 0
Yor 0"
¢
0
z
et
[ HC - H;S, —r H.S, cos¢ —r HL.C} cosd \
R+rsmg R+rsing o R+rsing R+rsing r Hj, sing
—2Hp Sy —2H: G —2rH,C; cosg 2rH Sy cosg R+rsing
R+rsm@ R+rsmng R+rsing " Rirsing
0 0 0 0 0 0
—H.S.cos¢p  — HiCjcosth H.S5.(Rsing+2r) HyCyp(Rsing+2r)
BY =| R+rsing R+rsing Hi sing R+rsing R+rsing RH, cos¢
—2H,Cy cosd . 2H.S,cosd  R+rsing r HiC, r HLS; R+rsing
R+rsmg R+rsmng R+rsmo R+rsing
- HiSpsing - HpCp sing
R+rsing R+rsing —Hy cos¢ —RH, S, cosd —RH,C; cos¢ RH, sing
—2H,Cypsmg N 2H; Spsing  R4rsing R+rsing R+rsing R+rsing
. R+rsmg R+rsmng J
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La matrice de passage des déformations au champ de déplacement s'écrit ainsi : B = (Bf . -Bﬁ

4.1.2 Poutre droite

w| W wyl e w 9’;
u, = z Hk(x) ui 9 Z y
uz k=1 k 92 k=1 Qk

D’aprés la cinématique de poutre présentée plus haut [§2.1] :

g}"}’:O
exxzux,x+92,xr5md>—0y,xr cos ¢
e¢¢=0

2ex¢:—r0x’x+(9y+uz,x)sinqb—i-(Bz—uyyx)cosd)
2e,=(0,—u, )sing—(0 +u, )cose
25r¢=O

cela implique pour le champ de déformation :

N
S”:Z (H,;u’;—H'kr cos(¢)9’;+H'krsin(¢)9’z‘)

—

€pp—

0
N

Y o= Z( H, cos(dJ)u +H  sin(¢p|u* ~H O+ H sm(qb)@k—i-H cos(d))@k)
k=1

N
Y= kzz:l( H sm(d))u’;—H,;cos(d))u/;—ﬁkcos(cl))/;—i-ﬁksin(c,b)@’;)

Soit sous forme matricielle :

ik
P k
£, u,
ef N ik
I‘f = Z B,f U? oo UY ,f est le champ de déplacement au nceud A&
yx¢ k=1 ex
P k
¥ 9,
0"
et:
H, 0 0 0 —rcos(p)H, rsin(¢p)H,
B — 0 0 0 O_ 0 0
10 —cos(¢p)H, sin(p)H, -—r H, sin(¢p)H, cos(¢p) H,
0 —sin(¢p)H, —cos(p)H, 0 —cos(¢p) H, sin(¢p)H,
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La matrice de passage des déformations au champ de déplacement s'écrit ainsi : B = (Bf - -Bﬁ

4.2 Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour
la partie supplémentaire
On discrétise le champ de déplacement pour la surface du tuyau sous la forme:
N
Us= ), H,|x|U; avec:
k=1
] 1 n |
uim uikm
vim vikm
Wl i
m W ko m=2,M
s, Wi
U’ = vom et. U} = Vom
W W 'en
Wi Wi
WO] WO/(]
w’ w,
] 1 ] 1
On a ainsi :
u(x, ) cos(me¢p) 0 0 sin(m¢) 0 0 S0 0 0
vix,¢p) |=|0 sin(me¢p) 0 0 cos(me¢) 0 : sin(¢p) —cos(¢p) 0|U°
w(x,¢) |0 0 cos(me) 0 0 sin(me¢) : cos(¢p) sin(¢p) 1
m=2,M
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si les indices m de U‘,i sont ordonnés de la fagon suivante :

i

Up m=2
i

Vi m=2
i

Wi m=2
0

U m=2
0

Vi m=2

o
Wi m=2

i
U m=m

;V\Qta
I

i
Vi m=Mm

i
Wk m=m

La cinématique de coque présentée plus haut au [§2.2] est :

Epo=E,+ Tk,
E¢¢:E¢+§’K¢
y0¢=2E0¢+2§’K0¢
yH§:2E€§:O
Ypr=2E ;=0

421 Coude

Avec :

1
E,=———
%9 R+rsing
1, 0v
E, =—(2%
P r(aqb
2 E 1 0u n 1 (8\/

7y g Rirsng a0 "eo5®)

(g—g-i-vcosd)-l-wsin(p)

+w)
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et:
1 1 O’w ou . cosp Ow
= — ——sin¢g ) ———(—-—
Koo R+rsin¢>[ RJrasind)(ag2 00 ¢) a (ac,b vl
L @w dv,
2P ar 99 0¢
ow . cos¢ acos ¢
2K, =(=———usin - -
o (80 d))[(R-l-rsmdp)(R—Fasde) r(R+asing)?
_Ow [ 1 N 1 ]
000¢ a(R+rsing) r(R+asing)
1

ov 1 ou .
Y. a(R+rsinqb)+( singp+ucosg )

o r(R+asing)

permet de décomposer le champ de déformation de coque sur les modes de Fourier de la fagon

suivante :
ES
XX
&5 N
PP | — N N .
! —Z B, U, avec:
yw k=1
S
yXC
s Si Si s0 so sg
Bk - (Bk m=2 Bk m=M Bk m=2 Bk m=M Bk
ou
[ H, cosmgsing {HY cosmg )
H{ cosmg . {sing H, sinm@cosgﬂ»[’ .;\‘| R+rsmg (R+rsind)(R +asind)
R+rsing (R +asingd) R+rsing L a/ CH, msinmg@cosg
a(R+rsmng)
m [ 1 [ ¢m®
0 —H;_|l+—|cosm¢ —H, |1+ cosma
¥ Y at r | a |
B;m =| m H. siumd H, cosmgcosg
- smmdp—————_——— . ) - . .
poOE ' R+rsing = '1 .-i\'| 5 }1 mH sinmg@  mH; smm;d'\'
. Pl 1+=si [ ) : + ;
. cosgsing Hycosm¢@  afl cosmd S a)smm. “r(R+asmg)  a(R+rsing))
-5 - - <+ - -
" (Rt+asmg) (R+rsm@) r(R+asing) R+rsmg . cos¢ cosmp H acosmo Hj
. . + & '. - - — 4 L - Ly
O (cosmgcosg—msinmgsin ) " R+asm¢ (R+rsing) r(R+asing)
=k *(R+ asing)
\ 0 0 0 /
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50 _
Birm -

By =

42.2

Hi simmg s {sing
R+rsing (R+asimg)

0

H, sinmg@cosg

i )
— H}, cosm@— ——
¥ R+rsing

L cosgsing  Hy sinmgé_'_ aH, sinmg
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H,, smm@sing {HY sinmg
H; cosma| 14 & 5 R+rsing (R+rsin@){R+asing)
—_ {cosg _ _
R+rsing ' {Hy meosmgeosg
a{ R+ v sing)
'l 7
m 1 Smt
—H; | l+—| sinng —H |1+ 2 |smm@
r a )

A

0

; _ )
& _ {mH cosm¢  {mH; cosmg |
= |cosme -
as

\r(R+asing) a(R+rsing) /

Tuyau droit

Avec :
_Ou
 Ox
ov
—(Z—+w
W= (S
_0v 10u
2F =—+—-——
% dx rog
op
)
o ox
105,
K(”“’__;@(p
0 0
5, 198, 9B,
Y o rop Ox
__0w
By= Ox
_Low
b=y ()

Manuel de référence

’ R+tasing R4rsm¢ r(R+asingd) R+rsing . cos¢p _Hysinm¢ aHj sinmg
L ) . , +4 - - -
CH (mcosm@sing +sinmpcosg) " R+asm¢ R+rsing r(R+asing)
—k (R +asin @)
0 0 0
et
( 2H, cosgsing (H{ cosg H_;_(lsin2 o— cos” @) (HY sing H sing
R+rsing _(R+rsﬂ1¢)(ﬂ+asin¢) R+rsing _(R+rsi11¢)(R+asin¢} (R+rsmng)
2(H, cosgsing 2H, cos’ ¢ ¢ HY
+—_ _ == v _
a(R+rsmad) a(R-i—r'siné) (R+asm@)(R+rsind) |
2(. ) H,
=1+= | Hy coso —| 1+ =
Pl r
| : | . F,l':'\' T
|1+ > |1+ = | {H cos¢
= ! = R+rsimngd)(R+asingd
Hy l31r1é{}-1+f sin ¢ :(R+asm¢)] —H cogé[R+rsmtb f(R+asir1¢)] ( L }((;- ?)
L acos
(H; cosd  cose . acos@ ¢H{ sing _ cosg N acosg | +ﬁ
»
R+asmg R+rsmmg r(R+asmng) R+asmg R+rsmg r(R+asmd) @i {
0 0 0 )
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le champ de déformation de coque se décompose sur les modes de Fourier de la fagon suivante :

a N M
- Z Z H, (x) ( cos mgou;m-l-sin mou’

n=1 m=2
82 N M )
—(—a = z H, (x) wi+ Z (cosm(/)w;m+smm(pwzm
n=1 m=1
1o & 4 M _
W:;(ﬁ lHn(x) sinpw’ ,—cos pw?, + Zz (smmgov;m+cosmgovzm)
n= m=
L& M
+; Z:] H (x) w’+ Zl (cos mow, +sinmow’
n= m=
c oo N M
+2—2— > H, (x)|singw ,—cospw’+ ). (sinmgov;ercosmqovzm
ar 0¢ = m=2
N M
{ o L
Ty = D H, (x)|wt D, (cosmqow;ersmmqome
n=1 m=1
0 . M .
- > H (x) sinpw, ,—cospw?, + > (sin mgov;m+cosmgovzm)
X =1 m=2
1g XM
+7é9_Z:1 Zz H,(x) (cos mou,, +sinmou!,
n=1 m=
o < , M :
+a_8_xz H, (x)|singw! ,—cospw?, + Z (sinm(pv’nm+cosm(pvzm
n=1 m=2
N M
C C 62 o i : o
— r_+r_ mﬂz} H, (x) W"+mzl (cosm¢wnm+51nmgownm
yxC_O
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Soit encore :

N M
Exx:Z Z H (cosmcbu +sinmepu!

n=1 m=2
N M .
—C Y H, (x)| wo+ Y, (cosm pw! +sinmpw
n=1 m=1
1 < u .
Epp ;Z&H cos¢>w ,Fsingw? + Z(mcosmdw’nm—msinmd)v‘;m
n= =
RS d
+=> H 4+ (cosmd)w +sinmfw?
7 u=1 m=1
5 S
+2- > H (x)| cospw’ +sinpw’,+ D (mcosm ¢V, —msinmdpve
ar p=i m=2

nm )

N M
+§72Hn(x) Z (m cosmpw. +m’sinmew?

n=1m=2
C N , M .
+a_le”( ) sincl)w;]—COS(l)wzlz (sinmcl)v;m+cosm¢v‘,’1m
n= =
c N M
2 4= ZHn x) Z (—msinm¢w;m+mcosm¢wzm)
r a,=1 m=1
YxC_O

Ceci donne sous forme matricielle :

N

exx
ff _Z B Uk avec . Bi: chimiz chlm M BiomZZ chom M Big
gxf k=1
g
ou:
H'k cos(mg) 0 —CH,: cos(mg)
1 2
0 ﬂHk cos(mg) 1+£ — H, cos(mgp) 1+Cm )
B;f _ r al r a ,
—% H, sin(mg)  H, sin(mgp) 1+§ C ( m H , sin(mg)
0 0 0
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H,; sin(me ) 0 —CH; sin (mg)
. 1
0 0 H, sin(mg) 1+£ —H sin(meg )| 1 Cj
Bso — r a a
" ¢ .
%Hk cos(me) H , cos(mgp) 1+Z -\ = mH, cos(mg)
0 0 0
et
—¢ H, cos(p) —¢ H, sin(p) —-{ H,
H
1+£ H, cos(gp) 2 l+£ H, sin(p) —
B = r a r a r
k
2 2
( C H, sin(gp) 2¢ C H, cos(p) 0
a a
O O 0
4.3 Discrétisation du champ de déformation totale
€y 8)1; 8)Scx
€ el e N s
— A
o0 |=| "0+ "o 1= B} U+ZB Us ZB U,=BU avec
Txo | | Vxp| | Txp| KE
Vs Vi( Yi(
U”
— P ps _ k
B_(Bk Bk)kzl,N et U= |
Uili=1.n5
4.4 Matrice de rigidité
La formulation variationnelle du travail de déformation est :
O-X_X
I 2n hi2 o
0 Wdef:f f f (5sxx 56W 5Vx¢ oy 291} rd pdxd {
0 0 —hl2 Oy
O
soit encore :
o¢ .
I 21 hl2 Se
0 Wdef:ff f Exe €pp Vxp Vit C P01V rd pdxd {
00 —hl2 5qu;
07 .
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12w 2 || N T
aw =[] | || 28U, ZB SU,|irddpdcdC
0 0 —h/2|\k=1
[ 21 hi2 N N
= > U B .|C| Y. B,sU,| rd¢pdxdC
0 0 —ma2|\k=t Kk k=1
[ 21 hi2 oU,
=[[ (UIT UNT)BTCB Alrd¢drdc
0 0 —hl2
oU
oU,
(UIT U T)K
oU

4.5

Manuel de référence

Le principe des travaux virtuels s’écrit alors 5UTK U=F 6U ou K estla matrice de rigidité qui
vaut :

21 hi2

[ | |B'CB| rdpdxd¢

0 —h/2

K=

ob}N

Remarque :

On ne fait aucune hypothése sur la loi de comportement. Cette expression est donc en
particulier valide dans le cas des comportements non linéaires (plasticité).

Matrice de masse

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle
suivante des termes d’inertie non centrifuges :

u)lx, 9,7l

I 2p +hl2 uz(x,(p,r)

aws = ff f pit.dvrdxd fdz avecu= us|x,,7]
0 0 —hl2 ulx,p,r
vix, o, 7

wlx,p,r

Les notations utilisées sont celles du [§2.1]: u, u, et u; sont les déplacements de poutre en un
point de la section et u,v et w sont les déplacements de la fibre moyenne de cette section en ce
méme point.
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La discrétisation donne alors :

k
ux
k
u)’
k
uZ
k
0)6
k
9)’
k
92
i
N U
— i
u= Z H Ni| vi,
k=1 ;
w
km
o m=2, M
U
o
vkm
o
ka
i
Wi
o
Wi
o
Wi
ou les matrices N, ont pour expression :
XX yoX 0 —r cosp(x,-y) —r cosp(y,y) rsing 0 0 0 0
XY Yoy O 7 cosp(xpx) 7 cosp(y,x) 0 0 0 0 0
N.=|0 0 1 —r singp(xx) —r sing(y,y) 0 0 0 0 0
“To cos(mep) 0 0 sin(mg) 0 0 0 0 0
0 0 sin(m¢) 0 0 cos(mep) 0 sin(¢p) cos(¢p) 0
0 0 0 cos(mep) 0 0 sin(m¢) cos(¢p) sin(¢p) 1
La matrice de masse a alors pour expression :
1 21 +h/2
M=[[ [ p NT Nrdxd pd¢ .
0 0 —hl2
avec
N:(Hka)k:I,N -
Remarque :
‘Dans le cas du tuyau droit, ona x,.x=y,.y=1 et x,.y=y,.x=0 .
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4.6 Fonctions de forme

On choisit des fonctions de forme au moins quadratiques pour la partie poutre (déplacements et
rotations) afin d'éviter les phénoménes de blocage numérique [bib3]. Ce choix implique I'utilisation d'un
élément fini a trois ou quatre nceuds. Dans le cas d’un élément a 3 nceuds, les fonctions de forme sont
quadratiques, et pour un élément a 4 nceuds, les fonctions de forme seront cubiques. Pour la partie
supplémentaire, on choisit de prendre les mémes fonctions de forme que pour la partie poutre.

Les fonctions de forme quadratiques (élément a 3 nceuds) sont les suivantes :

Hl(x) = ZZ—X—I ;i_]
Mol =X (2
il [
Les fonctions de forme cubiques (élément a 4 nceuds) sont les fonctions de Lagrange d’ordre 3 :
H ] B P Y [ Gt Y

[51_52)(51_53\"(151_54)
(5_51“5_53\”5_54\"

H,|x| =—+ —
[gz_fl,)(‘fz_é3)(éz_é4)
‘ (5_9{1)(‘5_52)(9{_54)
H x| =- ‘ ‘
(“53_51)‘(‘53_52)(53_54"
H, x| = (?_?1}‘(?_52)(5‘_53)1
(54_51 54_52}(64_53)
—-1<£<1

4.7 Intégration numérique

L'intégration se fait par la méthode de Gauss le long de la fibre moyenne, la méthode de Simpson
dans |'épaisseur et sur la circonférence. Pour l'intégration de Gauss, on utilise 3 points d'intégration
pour les éléments a 3 nceuds, comme pour les éléments a 4 noeuds (ceux-ci sont donc sous-intégrés).
L'intégration dans ['épaisseur est une intégration par couches dont le nombre pourra étre fixé
ultérieurement par Il'utilisateur. Pour chaque couche on prend 3 points de Simpson, les 2 points
extrémités étant communs avec les couches voisines. Ainsi pour 7 couches on utilise 2n+1 points.
Le nombre de secteurs pour I'intégration sur la circonférence, pourra aussi étre fixé ultérieurement par
l'utilisateur. Actuellement les nombres de couches et de secteurs sont fixés a leur valeur maximale : 3
couches (7 points) et 16 secteurs (33 points), ce qui donne au total 693 points d’intégration.
L'intégration de Simpson revient a calculer la somme des valeurs de la fonction aux points
d'intégrations (les extrémités et le milieu de chaque couche ou secteur) affectées des poids donnés
par le tableau ci-dessous.

Cordonnées des points Poids
_\/ (3/5) =-0,77459 66692 41483 5/9=0,55555 55555 55556
0 8/9=0,88888 88888 88889
\/(3 /5) =0,77459 66692 41483 5/9=0,55555 55555 55556

Intégration de Gauss sur la fibre moyenne
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14242 24241

Poids des points d'intégration pour la méthode de Simpson
Ainsi pour une fonction f(x, ®, C) sur une géométrie droite on a :

I 27 hl2 1 27 hl2
ff fxgoCrdxdgodC—2_ff_ffxgo()rdxdgod(
0 0 —hl2 -1 0 —h/2

i NPG Neoy ™! MNggept!

! 2 L
:EZNCOUan Z Z z [Wk Wn Wm rNCOUf<xNPG’¢N JCN )

SECT k=1 n=1 SECT cou

les w, w,w,_ étant respectivement les poids d’intégration sur la longueur, sur la circonférence et
dans I'épaisseur, ordonnés comme le montrent les deux tableaux ci-dessus.

4.8 Discrétisation du travail extérieur

La formulation variationnelle de I'énergie externe pour la partie poutre s'écrit:
l

5W£n—f (f  ou +f ou,+f ou+m.o00 +m o0, +m_ o0,)dx+
0
[(0)6 51/lx+(0y5uy+(ﬁz5u2+ﬂx59x+/,6y50y+/,62592]0’1
et pour la partie supplémentaire elle s'écrit en prenant en compte uniquement le chargement de
I

pression : 5szt:f F owdx+[®, ow],

En tenant compte de la discrétisation des déplacements, on peut écrire :

L
aWE = ZI{‘J”XH}{ o)y x@F 4y xdud )+ fH, (0)(xy, L + v ¥ ) + FLH, (0 dF +
k=l
m_H, (x)(x, xd9F +Yy,.X58] ) +m, H, (x)(x, voaF +v, vl )+ m_H, (x)86F yx +

[ob Hy (x)iF + 0y Hy ( l‘)ff?ik + . Hﬁ.(\']a‘uk + u‘.H_k('r)fok + i, H_}(r) d‘Qk + it El’T]JQk] !
(\]lf (- X)+ [ (3, \]Ia"(+ & H, (0], ,[d"h)[f (¥ X+ 1, (Ve \]Id\+ 6, H (1)]p, 5If_.Hk(.‘(de+[.uth£.[J;)],3_.;
‘o

| J.)[m (X X) + 00 (X ‘)lf:n. + uxH;,U.} |Hk('( (m,nk X) + 00y (V- ‘\jla’\ +[at H;,(J.}] ‘[m_.H_;.,{J:)dJ.‘+[.:£_.E(.\']]Q_.= ia‘L';:
0 ‘o !
N

=> Ffouj=F"ou”

k=1

kz_] f (x)dwidx+|F.H(x)dwy],,

(=7
§

M-

b
Il
—_

/
00 00 00 [FHI(x)d+F H/x)],|sU]
0

-

FSsUS=F'sU"

=~
I
—
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Remarque :

Pour les nceuds extrémes du coude on a xk.x:yk.yzl et xk.y:yk.xzo . Dans le cas
du tuyau droit,ona x,.x=y,.y=1 et x,.y=y,.x=0 pour tout I'tlément.

5 Caractéristiques géométriques de I’élément de tuyau

On présente dans ce chapitre quelques résultats utiles pour caractériser I'élément tuyau et qui sont
calculés par l'option de calcul MASS INER du Code Aster. Dans la suite I'indice ¢ désigne les

résultats pour le tuyau droit et I'indice ¢ pour le tuyau courbe.

e Volume:
I 27 hl2
v,=[ | [ raxdp d;=2nlah
0 0 —h/2
1 2n hi2 O 2x hl2
vo=[ [ [ raxdpdc=] [ [ [R+(a+C)sing](a+()do dp di=21 RO ah
0 0 —h/2 0 0 —hl2

* Centre de gravité : La position de ce dernier est calculée a partir du point milieu aux deux
nceuds extrémes de I'élément de tuyau, dans le repére associé au nceud interne de I'élément
(cf [§2.1.1]). Dans ce repére, les coordonnées du centre de gravité sont :

0
X 0 X
Gd Gce 2

2 .06 1 2 h 0]
=0 et =—R|=sin—(1+——=|a“+—|)—cos—
au [0 o |y [=R| Geing 1+ Jpla+ Tl —eos

2Gd ZGe 0

e Matrice d’inertie : Il est relativement aisé de calculer la matrice d’inertie au centre de

courbure du coude (O dans le repére défini ci-dessus. Pour avoir son expression on utilise
alors le fait que :

1(G)=1,.(0)~mb’
1,,(G)=1,,0)
1.(G)=I ( )—mb’
ou b est la distance entre le centre de gravité et le centre de courbure qui vaut :
2 .0 1, 5 I
b:RESIHE( 2R2[a +Z])

Dans le cas d’un tuyau droit, la notion de centre de courbure n'a pas de sens. O et G sont
confondus avec le nceud interne de I'élément et le milieu du segment joignant les deux nceuds

sommet.
Sion note A4 Iaire du section transverse et [ son inertie par rapport au centre de la section on peut
écrire :
. 1 sm ®
I;X(0>=pR@( tlarr+3 Ll 0,
19.(0)=pll 272 46
c [,1 sin®
19.(0)=pl(112+41°/12) et Iyy(O)ZpR@( [AR2+32 ][2 10 1.
19(0)=pl(112+4°112) . 1
I5(0)=p RO(AR+37)
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6

Raccord tuyau-tuyau

6.1

Afin de pouvoir représenter correctement une ligne de tuyauterie ou les coudes ne sont pas
coplanaires, il faut choisir une origine commune des ¢ . Ainsi pour deux coudes appartenant a deux
plans perpendiculaires entre eux, il faut pouvoir prendre en compte le fait que les déplacements dans
le plan du premier coude sont égaux aux déplacements hors plan du second dans la section droite de
raccordement.

Ligne génératrice

Figure 6-a : Représentation de deux coudes non coplanaires reliés par un tuyau droit

Dans [bib12], cette origine commune est définie par une ligne génératrice continue le long de la
tuyauterie comme indiqué ci-dessus. Cette génératrice intersecte chaque section transverse en un
point. L’angle entre Z défini sur la [Figure 2.1.1-a] et la droite passant par le centre de la section

transverse et ce point vaut (2 .

Construction d’une génératrice particuliére

Pour une section transverse extrémité de la ligne de tuyauterie, on définit un vecteur origine 2z,

unitaire dans le plan de cette section. L’intersection entre la direction de ce vecteur et la surface
moyenne du coude détermine la trace de la génératrice sur cette section. On appelle Xx,, y,,z, le
triedre direct associé a cette section ou X, est le vecteur unitaire perpendiculaire a la section
transverse construit a la [Figure 2.1.1-a]. Pour 'ensemble des autres sections transverses, le triédre
X, Yy 2, estobtenu soit par rotation du triedre X, _,, ¥, _,,Z;_; dans le cas des parties coudées,
soit par translation du triedre X,_,, ¥, _,,Z,_; pour les parties droites de la tuyauterie. L’intersection

entre la section transverse et la droite issue du centre de cette section dirigée par z, est la trace
d’'une génératrice représentée ci-dessous.
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6.2

génératrice

Figure 6.1-a : Représentation de la génératrice de référence

L'origine des ¢ commune a tous les éléments est définie par rapport a la trace de cette génératrice
sur la section transverse. L’angle entre la trace de la génératrice et la position courante sur la section
transverse est alors appelé .

Raccord d’un élément a I’autre

La cinématique du [§3.1] est donnée dans le plan du coude. Celui-ci est déterminé par I'arc de cercle
généré par I'axe du coude. L'origine des angles est la normale au plan choisie comme au [§2.1].
Définir I'origine a partir d’'une génératrice permet de lever les problémes de continuité de déplacements

d’un élément a un autre. En effet si on postule que les déplacements relatifs des sections transverses
M

sont du type ! % si ou est 'angle avec la trace de la génératrice sur la
yp Zl upcospt// +upsmpy/ v g g
p=
section transverse, la continuité des déplacements est automatiquement assurée d’'un élément a
lautre.

On note Z le vecteur perpendiculaire au plan du coude correspondant a l'origine des angles choisie
jusqu’ici. On remarque que les vecteurs Z et Z, sont dans le plan de la section k . ¢ estl'angle
défini par rapport a Z . Si I'on introduit 7 'angle compté a partir de la trace de la génératrice sur la
section transverse (donc par rapport a Z, ) on a la relation suivante : l/qu)—.Qk ou QkZ(Z,Zk)

angle entre Z et z, dans le plan de la section transverse. Ainsi les déplacements sont désormais

M

du type . ufn cos p(p—Q, )+ufsin p(¢p—€,) . Il est & noter que pour un coude donné 'angle
p=1

Qk est identique quelle que soit la section transverse choisie. C’est lors du passage d’un coude a

lautre que la valeur de {2, change.

Remarque :
Lorsque la tuyauterie est constituée d’éléments droits colinéaires, on choisit arbitrairement

Q=0 .
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6.3 Implantation numérique

La ligne de tuyauterie est maillée par des éléments droits ou courbes a ordonner. Le premier élément
indique le commencement de la ligne de tuyauterie. On détermine pour cet élément le triédre associé

X,,¥,2Z, . Si cet élément est droit, on choisit £2,=0 , sinon on calcule {2, comme indiqué au
paragraphe précédent. Si le premier élément est droit le triedre associé a la premiére section
transverse du deuxiéme élément X,, Y,,Z, est obtenu par translation de x,, y,,z, . Si le premier
élément est courbe, le triedre associé X,, V,,Z, estobtenu par rotation de X, y;,Z; dans le plan
du coude. Dans ce cas £2,=0 sile deuxiéme élément est droit et ,=(z>,z,) sile deuxieme

élément est courbe ol 7> est construit comme le z de la [Figure 2.1.1-a]. La suite de la construction

se déduit aisément par récurrence du schéma précédent.

Raccords coque-tuyau et 3D-tuyau

Démarche suivie

On adopte ici un démarche similaire aux cas 3D-poutre [R3.03.03], et coque-poutre [R3.03.06] : il s’agit
de caractériser la liaison entre un nceud extrémité d’'un élément tuyau et un groupe de mailles de bord
d’éléments de coques ou 3D. Ceci permet de mailler une partie de la tuyauterie (par exemple un
coude) en coques ou éléments 3D, et le reste en tuyaux droits.

Figure 7.1-a : Liaison entre un maillage COQUE_3D et des tuyaux droits [HI75-98/001]

Grace a la cinématique introduite dans I'élément tuyau, les liaisons coque - tuyau et 3D - tuyau doivent
permettre de mailler en éléments de coques ou en 3D seulement le coude, sans parties droites,
puisque I'amortissement de l'ovalisation (et du gauchissement) est pris en compte dans I'élément
tuyau.

La liaison se traduit par des relations cinématiques entre les degrés de liberté des nceuds de S (qui
représente la section de raccordement, modélisée par des éléments de bord de coque ou de 3D), et le
noeud N de tuyau.
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Pour que la liaison soit efficace, il faut [R3.03.03] qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

1] pouvoir transmettre des efforts de poutre au maillage coques ou 3D, et pouvoir transmettre
tous les degrés de liberté de I'élément tuyau (ou les efforts duaux de ceux-ci),

2] ne pas engendrer dans les éléments de coques ou 3D de contraintes parasites,

[3] ne pas favoriser les relations cinématiques ou les conditions statiques les unes par rapport
aux autres,

[4] admettre des comportements quelconques et fonctionner en dynamique.

Les relations linéaires auront la méme forme que dans le cas coque-poutre, avec des équations
supplémentaires spécifiques aux degrés de liberté du tuyau.

On a déja introduit au [§3.1] I'espace T des champs associés a un torseur (défini par deux vecteurs) :

T=|veV /3T, Qltel que v|M|=T+QAGM|

ou pour les champs de déplacementde T, T est la translation de la section (ou du point G ), 2 la
rotation infinitésimale et les champs V sont les déplacements conservant la section S plane et non
déformée (On utilise Ia encore les hypothéses de NAVIER-BERNOULLLI).
Le déplacement du tuyau vaut alors :
u'=uP+u* uwPel |, u'eTt
ou:
T =[ver/[v.w=0Vwert]
s

La démarche consiste a décomposer le champ de déplacement de coque °

déplacement tridimensionnel w29 en trois champs :
u'=u’+u'+u’
* un champ de déplacement suivant une cinématique de poutre 37 (torseur),

* un champ de déplacement local de la section suivant la cinématique de tuyau 3°* (série de
Fourier) définie au [§3.1],
e un champ supplémentaire ;° orthogonal aux deux premiers au sens du produit scalaire.

ou le champ de

Remarque :
’Lorsque la décomposition en série de Fourier du [§3.1] est infinie ona y°=( .

Pour traduire I'équation ci-dessus en relations linéaires, on montre qu'il faut calculer les intégrales
suivantes, pour la coque (ou le 3D) et le tuyau :

« déplacement moyen : fs u‘ds

* rotation moyenne : fs GMAu‘dS

GM

udS
S |IGM]|

* gonflement moyen :

 modes de Fourier: fSuccospgodS,fSucsinp(odS, fSuCA GM cos ppdS

IGM]|
. GM . GM : GM -
uA sin ppdS | .u‘cos ppdS | .u‘sin ppdS . Pour
Js IGM]| Js IGM| Js IGM|

les modes de Fourier on choisira les relations les plus simples a exploiter puisque certaines
sont redondantes (voir remarque du [§6.7]).
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Remarque :

On passe facilement des expressions analytiques du raccord 3D - tuyau a celles du
raccord coque - tuyau. Il suffit de substituer u3d a y° dans l'ensemble des

intégrales de raccordement proposées ci-dessus. On ne reparlera donc de ce
raccord qu’au [§7.8] traitant de I'implantation numérique.

7.2 Cinématique du tuyau.

Dans la base curviligne (o,x,y,z) associée a la section transverse du [§2.1] on note les
déplacements u ,u, et Uy ou:

u (r,x,¢)=u (x)-0 (x)rcosp+0_(x)rsind+u(x, )+ B,(x,¢)
uy(r,x, d))zuy( )+0 (x)rcosdp—v(x,Pp)cosp—w(x,p)singp+Z B,(x,P)cose .
uy(r,x,p)=u_(x)=0 (x)rsing+v(x,¢)singp—w(x,p)cosp—7 By(x,p)sing

Une fois discrétisée cette expression devient :

u(r,x, $)=2 | H,(x)(xx
wsrx, b=,

N

143(r,x,¢))=Z:k:1

Jut+H, (x)(yk-x)ui,—l—fk(x)(x/;-y)9/;1' cosp—H ,(x)(y,-y)6"r cosp+H (x)0% rsinp+u(x , )+ By(x, )
o) Gy st H () (9o ) sy + H (x) (3%) 05 7 cos p+ H  (x) (3, ) 0,7 cos p—v (x, ) cos p—w (x, )singp +Z By (x, ) cos
(X)ul=H (x)(x,x)6Lrsinp—H (x)(,x) 0 rsin p+v (x, p)sin p—w(x ,p)cosp L B, (x, p)sin

T X

ou u(x,(n),v(x,(o),w(x,qo),ﬁb,(x,(o] et ﬂg(x,(o) sont discrétisés comme au [§3.1].

Le déplacement en un noceud k d'abscisse X, extrémité de tuyau s’écrit alors :

u,(r,x,,¢)= uf—@ﬁ,rcos(¢)+9krsm +z (U, co8 mep+u'y, sinmep)+C B, (x,, b)

uy(r.x,, )= u\+0\rcos(ep cosqbz vkmsmm4>+vkmcosm<;b)—s1n<;bZ (wh, cosmp+w), sinme)
—wl,sin2 p+w,, cos2 p— wks1n¢+CBQ(xk,¢)cos¢
Kok . . M i 0 M i 0 .

u,(r,x,,¢)= uz—Oxrs1n(¢)+s1n¢Zmzz(v,(msmm<l>+vkmc0sm¢)—cos¢)zm:2(wkmcosm¢+wk,ns1nm¢)
—w',co82 p—w), sin2 p—w; cosp—C Bo(x,,P)sing

M
Pour le tuyau le vecteur moment cinétique GM A u(M ) et le gonflement ”g—M”u(M) ont pour
expressions respectives :
—uz(x)rsinquruy(x)rcosgo+r249x(x)—rv(x,(p)

GMAu(M )= —ru,(r,x,p)cosy ,
ru,(r,x,p)sing
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et:
GM .
———.u(M )=—u_(x)cosp—u (x)sinp+w(x,p) .
IGM] (M )=—u_(x)cosp—u (x)sing+w(x,p)

7.3

Remarque :

La premiére composante du champ de déplacement fait intervenir u(x , q)) de fagon isolée.
Il en va de méme pour la premiére composante du vecteur rotation vis-a-vis de v|x, (p) et

du gonflement vis-a-vis de w(x,(p) . Cette remarque sera utilisée au [§5.6] pour lier les
modes de Fourier aux degrés de liberté des bords de coque.

Cinématique de coque

La cinématique de coque de Love-Kirchhoff ou de Naghdi-Mindlin s’écrit dans I'épaisseur :

u(M|=u¢(Q)+(6°10 Anl .y,

. u"( Q) constitue le vecteur déplacement de la surface moyenne en (O ,
. QC(Q) constitue le vecteur rotation en (0 de la normale selon les directions 7, et 7, du
plan tangenta Q .

AX
3 A y3

Section de coque :
S=1Ix1I

I ligne des points Q sur le feuillet moyen

O h hQO
I = 1 —,—pntervalle décrivant I' épaisseur.
H272f

bl 4
!

Ce déplacement et cette rotation sont calculés dans le repére global. Il est possible par changement de
repére d’avoir leurs expressions dans la base curviligne (o, x, y, z) du [§2.1] associée & la section
transverse de la jonction entre la coque et le tuyau.

Pour chaque nceud, le programme calcule les coefficients des 9+6(M—1) relations linéaires qui
relient :

* les 6 degrés de liberté du nceud de poutre P du tuyau,
e les 2+3X2(M —1) degrés de liberté de Fourier du tuyau,

* le degré de liberté de gonflement du tuyau,
* avec les degrés de liberté de tous les nceuds de la liste des mailles du bord de coque.

Ces relations linéaires seront dualisées, comme toutes les relations linéaires issues par exemple du
mot clé LIAISON DDL de AFFE CHAR MECA. Elles sont construites comme pour la liaison 3D-poutre
a partir de 'assemblage de termes élémentaires.
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7.4 Calcul du déplacement moyen sur la section S

7.5

Il s’agit de calculer l'intégrale fs u“dS ,ou ;¢ estle déplacement de coque (comportant 6 ddl par

nceud), S estle bord de coque.

Le déplacement moyen sur la section S s’écrit :

ni2
Joulm)as=n] ulQ|di+] (610l An| f_h/2y3dy3)dl
soit [ u‘(M|dS=h] u(Qldl .
Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :
ut ut
fSuC(M)dS=j"S[uP(M)+uS(M)]dS=£ ul |dS=5| u*
k k
uZ uZ

On établit ainsi que le déplacement moyen de la section du tuyau au nceud A& est égal au
déplacement de poutre du nceud k . On peut ainsi lier linéairement les degrés de liberté de poutre de
translation au nceud k£ avec la moyenne des degrés de liberté de déplacement du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.

Calcul de la rotation moyenne de la section S

fSGM/\uC(M)dS:f fh/;m(GQ+y3 0| Al Q1 +6°( ARl Ol ys) di dy,
=h[ GQAw(Qdi+ ], GQAle(Innl0ldl [*) vy,

+ [ nloInu Q)| [, vsdys| i+ [ nl Q1A 610 1A nl Q) [, Vidys.di

soit [ GMAw(M|.dS=h[ GQAu‘(Q) dz+ fe"

Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :
P20 0"
c _ P s _ 2 2 k| __ k
J,eMAu(M|.ds=[ GMA[u’(M|+u'(M||.dS=] | r*.cos’$0"|=1I| 0"
r*.sin’ ¢ 0" 0"
ou / est le tenseur d’inertie de la poutre. On établit ainsi que la rotation moyenne de la section du tuyau
au nceud A est égale a la rotation de poutre au nceud % . On peut ainsi lier linéairement les degrés
de liberté de poutre de rotation au nceud % avec les degrés de liberté de rotation du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.
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7.6 Calcul du gonflement moyen de la section S

7.7

GM GM _ GQ

———dS , ou n= =
IGM| IGM| [[GQ|

Il s’agit de calculer Iintégrale fs uc.ndSZ_[S u’ est la

normale a la surface moyenne de coque.

Le déplacement moyen sur la section S s'écrit :

Jou(M|nds=h[ u0).ndl+,(6°(0]An|. (f h/2y3dy3)dl h|,u(Q).ndl .
Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :

GM

u'(M|dS=
sem] Jstc

Juf(M|+u’(M|]dS= | widS
S||GM|| { :

On établit ainsi que le gonflement moyen de la section du tuyau au noceud £ est égal au degré de
liberté de gonflement du tuyau au nceud £ . On peut ainsi lier linéairement le degré de liberté de
gonflement de tuyau au nceud & avec les degrés de liberté de déplacement du bord de la coque.

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.

Calcul des coefficients de Fourier sur la section S

Il s’agit de calculer les six intégrales fs u‘cos ppds | fs usin ppds | fs uA GM cos ppdS

IGM]|
GM . GM GM .
, UNT—=—=sin ppdS , | .= .u‘cos ppdS et ——— . u‘sin ppdS , ot ¢ estle
Js IGM]| Ji IGM]| Ji IGM]| N

déplacement de coque (comportant 6 ddl par nceud), S est le bord de coque.

On a la relation suivante pour les déplacements sur la section S :

fsuc( |cos ppdS= h_f cospgodl+_f 60 )

soit _fsuc( |cos ppdS = hf O|cos ppdl et f u* smp(odSZh_fluc(Q)sinpgodl.

2
f_m y;dy;|cos ppdl

Par ailleurs on a aussi pour la partie tuyau :

u,(r.x,,p)
fSuC(M)cosp¢dS:f us(r,x,,0)|cos ppds .

5 uy(r.x,.,p)

La premiere composante de cette relation nous permet alors de relier linéairement le coefficient de
Fourier u;(p aux composantes des déplacements du bord de coque de la maniére suivante :

—f r@l}icoszq)a’S si. p=1
s

hfluf(Q)cospgodl:fSul(r,xk,go)cospgodS: |
fu}(pcosngodS si. p#1
s
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u,(r. %, 0)
De méme fs u’[M|sin ppdS= f u,(r,x,,p)|sin ppdS doulon en déduit que :
u(r,x,,0)

k . 2 .
‘ _ . fr@zsm pdS si p=1
hflui(Q)smpqodlzfs u(r,x,,)sin ppdS=| s
fuzpsinngodS si p#1
S
On a la relation suivante pour les rotations sur la section § :

+hi2

cosp(pdl+f 0| Q| An)An( f y3dy;)cos ppdl

cos ppdS=nh
i ||GQ|| il

foumin 1w

La premiere composante de cette relation nous permet alors de relier linéairement le coefficient de

Fourier vzp aux composantes des déplacements et des rotations du bord de coque de la maniére

suivante :

j k2 0 2 .

[ ru,cos”p+rwi,cos"pldS si p=1

C

f 0| ||GQ||] cosppdl=| %
f rv,ipcosz(p(p)dS si p#1

s

De mémeona:

_[[ru/; sin® p+rwi,sin’p |dS  si p=1

f [ulQA ] sin ppdl=|s
HGQ” frv’}(psinz(pgo)dS si. p#1
s
On a la relation suivante pour le gonflement sur la section .S :
GM
———.u"'|M|.cos ppdS=h |cos podl .
S Taay -+ -cos pods =h [ . wlOleos e

Cette relation nous permet de relier linéairement le coefficient de Fourier w}cp aux composantes des
déplacements du bord de coque de la maniéere suivante :

f[—ufcoszgo-l-w;c,cosz(pde si p=1

hf u‘{Q|cos ppdl=
I ‘ A .
“GQ“ fw’ cos*( pp)dS si p#1
S
De méme, on a :

f u sin go+wklsm godS si p=1
Qlsin ppdl=

nfiic
/
||GQ|| 1 SN 2(pe)dS si p#1

N

On utilise pour toutes ces relations le fait que .[ cos ppcosqpdS=0 si p#q.
S

On néglige dans cette expression la variation de métrique dans I'épaisseur de la coque.
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Remarque :

On peut noter que certaines des relations établies dans ce paragraphe pour p=1 sont
redondantes avec celles établies aux paragraphes [§7.4] et [§7.5]. Sur les six relations

établies a partir du calcul des formes intégrales IS u“cospds fs u“singpdS

¢ GM ¢ GM . ¢ GM ¢
U N———.cospdS |, | u Ni——.sinpdS |, | u" Ni——.u cos¢pdS et
Js# NG Jov NG Jo# NG

c GM c
fsu /\W.u sindS, seules deux parmi les quatre derniéres sont linéairement

indépendantes des autres. Ainsi les deux premiéres ont déja été établies au [§7.4] et des
combinaisons des quatre dernieres redonnent celles du [§7.5].

7.8 Implantation de la méthode
Le calcul des coefficients des relations linéaires se fait en trois temps :

* calcul de quantités élémentaires sur les éléments de la liste des mailles de bords de coques
(maille du type SEG2) :

' surface = elt L elt X elt Yo felt z
- sommation de ces quantités sur (.S ) d'ou le calcul de :

+ positonde G .
e connaissant (G , calcul élémentaire sur les éléments de la liste des mailles de bords de
coques de :

. . . . GM=x,y,z|
eth ; J'elthl ; J'ehle , feltle ou

" Ni=fonctions de forme de 'élément
Il faut remarquer que dans le cas du raccord coque - tuyau, les intégrales sur les éléments de bord

sont & multiplier par I'épaisseur de la coque : .{ Ni:h 1 N, ou [ représente la fibre moyenne de
eit

h3
I'élément de bord de coque. De plus, on ajoute le terme supplémentaire : E‘[ Nl. )
!

* "assemblage" des termes calculés ci-dessus pour obtenir en chacun des nceuds de la section
de raccordement, les coefficients des termes des relations linéaires,

* liaison entre les modes de Fourier et les déplacements de coque comme montrée au début
du [§7].

Plus précisément :

* pour le raccord coque - tuyau, on effectue des calculs élémentaires sur tous les éléments de
bord de la section de raccordement S du type :

u . n u .

1 2n 1 2| € Nb pélémentse S P2 %€
ucmz—fuccos(m(p)dQZ—f u |coslmepldp== Z fcos(m(p)P u  |de
T | et - " ve

P
u., u .
r z
et
u n u
1 2n 1 2n %< Nb@ élémentseS P2 %

_ € — ; — |
ug=—[u‘sinlmpldp==[|u |sinlmpldp=—"3  [sinlmo|Ply |do
T T 12} T = y

0 0 n=1 @)
urc uzc
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si m>1 ou P estla matrice de passage du repére local de I'élément au repére global et @, la
position orthoradiale de I'élément. En exprimant le déplacement en fonction des degrés de liberté

nodaux :
1 n U
u, | Mo dtémenses ?; NB s X"
U= V2 == fcos(m(p)P > Nilellu |do
i T n=1 " n=1 Yy
w. U "
z
et
o n U
um 1 Nbpéléments €S L) NB,,p 5 xn
Um=| V! |== > fsm(m(p)P > N lol|lu L|lde
o T n=1 (P’f n=1 y
Wm U n

z

ou les N sont les fonctions de forme de I'élément, on obtient pour chaque calcul deux fois
9 coefficients aux noeuds de I'élément courant de S :

! U
Uy b | 411 @1n A3 "
= o | =
Uem=|V,, z Z Ay Ay ap||U |-
i élémentseS n=1 y
w, 31 dn dnl\U

z

_—f coslm(p)Pijl(p)Nn((p)d(p :71r_R‘[ cos|mx| Pij(x)Nn(x) dx

® 0

et une expression équivalente pour u#,,, ou [ estlalongueur de I'élément de bord de coque.

e pour le raccord 3D - tuyau, on effectue des calculs élémentaires sur tous les éléments de
bord de la section de raccordement S du type :

U 3q
2 2 . ‘
cm:§£ dcos|mp|dS = S£ s cos\mp|r.dp.d’
U 3
2 Nb @ éléments€S (pZ 112 U?cd
=3 ffcos(m(p)P Z N (@, 00| r.de.dC
n=1 (p] hl n=1 U3d
et
5 5 “xsd
sm:§£u CSIH1M<P'dS=§_£ U s sinlme|r.de.dl
U 3
2 Nh(pelemunsES(PZ hg U:?(d
=< > [ [sinlmelP Z N (@O U| rde.d
n=1 n h” U3d
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si m>1 ou P estla matrice de passage du repére local de I'élément au repére global, @, la

position orthoradiale de I'élément, %, sa position radiale et les N sont les fonctions de forme de
I'élément.

Implantation de I’élément TUYAU dans Code_Aster

8.1 Description
Ce nouvel élément (de nom METUSEG3) s'appuie sur une maille SEG3 ou SEG4 curviligne. Il suppose
que la section du tuyau est circulaire. Contrairement aux éléments POU D E, POU D T, [R3.08.01] cet
élément n’est pas « exact » aux nceuds pour des chargements ou torseurs concentrés aux extrémités.
Il faut donc mailler avec plusieurs éléments pour obtenir des résultats corrects.
8.2 Données de modélisations
L’élément s'utilise de la fagon suivante :
AFFE MODELE ( MODELISATION = 'TUYAU 3M' ...)
Les mailles a 4 nceuds sont générées a partir des mailles a 3 nceuds a l'aide de :
MAIL=CREA MAILLAGE (MAILLAGE=MAIL,MODI MAILLE= F (OPTION='SEG3 4',K TOUT='OUI"')
)
On fait appel a la routine INI090 pour les fonctions de forme, leurs dérivées et leurs dérivées
secondes (pour la partie coque) aux points de Gauss, ainsi que les poids correspondants.
Les caractéristiques de la section sont définies dans AFFE_CARA ELEM
AFFE CARA ELEM (
POUTRE = F(SECTION = 'CERCLE' ,CARA = ( 'R' 'EP' ),VALE = (..... ) ),
ORIENTATION = F (GROUP NO=D, CARA='GENE TUYAU’,VALE=(X Y Z),),
TUYAU NCOU ='NOMBRE DE COUCHES’, TUYAU NSEC ='NOMBRE DE SECTEURS’,),
)
R et EP représentent, comme pour les éléments de poutres classiques, respectivement le rayon
externe et I'épaisseur de la section. On définit aussi sur 'un des nceuds extrémité de la ligne de
tuyauterie le vecteur dont la projection sur la section transverse est l'origine des angles pour la
décomposition en série de Fourier. Ce vecteur ne doit pas étre colinéaire a la ligne moyenne du coude
au nceud extrémité considéré. On définit aussi a ce niveau le nombre de couches et de secteurs
angulaires a utiliser pour I'intégration numeérique.
AFFE CHAR MECA ( DDL IMPO = F (
DX =..,DY =..,DZ =..,DRX =..,DRY =..,DRZ =..,DDL de poutre
v12 =..,vIi2 =..,WI2 =..,002 =..,V02 =..,W02 =..,DDL liés au mode 2
UI3 =..,VI3 =..,WI3 =..,003 =..,V03 =..,W03 =..,DDL liés au mode 3
WO =..,WIl =..,W0l =.., , DDL de gonflement et mode 1 sur
w
Les chargements supportés dans AFFE_CHAR MECA sont:
* les forces nodales (FORCE_NODALE) , qui ne travaillent que sur les déplacements de poutre.
* lapressioninterne (FORCE TUYAU = F (PRES =.. ))
* la pesanteur, (PESANTEUR)
* les forces linéiques ( FORCE POUTRE)
La pression interne travaillant sur le degré de liberté de gonflement J#O , on calcule alors :
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o
Wi

N N
O PR PV SRR S T
=1 =1

8.3 Calcul en élasticité linéaire

La matrice de rigidité et la matrice de masse (respectivement les options RIGI MECA et MASS MECA)
sont intégrées numériquement dans le TE0582. Le calcul tient compte du fait que les termes
correspondant aux degrés de liberté de poutre sont exprimés classiquement en repére global, et que
les degrés de liberté de Fourier sont dans le repére local a I'élément. Dans le cas ou I'élément
n’appartient a aucun coude, ce repere local est défini par la génératrice et le vecteur directeur porté
par la fibore moyenne de I'élément comme indiqué sur la [Figure 8.3-a]. Dans le cas ou I'élément
appartient a un coude, le repére local est défini a partir du plan du coude comme mentionné au [§2.1].

A Z

génératrice

X

Figure 8.3-a : Repére local pour un tuyau droit

8.4 Calculs non linéaires

La matrice de rigidité tangente (options RIGI MECA TANG et FULL MECA) ainsi que le projection
plastique (options FULL MECA et RAPH MECA) sont intégrées numériquement dans le TE0586. Toutes
les lois de contraintes planes disponibles dans Code Aster peuvent étre utilisées : si elles ne sont pas
intégrées directement, il est toujours possible d’utiliser une loi de comportement formulée en
déformation plane, et de traiter 'hypothése de contraintes planes a I'aide de la méthode de De Borst.

Les éléments tuyau ne doivent étre utilisés qu'en petites déformations et petits déplacements.

8.5 Post-traitement
Les calculs élémentaires disponibles actuellement correspondent aux options :

* SIEF ELGA qui fournissent les contraintes aux points d’intégration dans le repére utilisateur.
On stocke ces valeurs de la fagon suivante :
«  pour chaque point de Gauss dans la longueur, (n=1,3)
+  pour chaque point d’intégration dans I'épaisseur, (n=1, 2N ., +1=7)
pour chaque point d’intégration sur la circonférence, (n=1, 2N g, +1=33)
* 6 composantes de contraintes : STXX SIYY SIZZ SIXY SIXZ SIYZ
ou X désigne la direction donnée par les deux noeuds sommets de
'élément, Y représente l'angle ¢ décrivant la circonférence et Z
représente le rayon. SI1zz et SIYZ correspondanta o, O,y sont prises
égales a zéro.
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* EFGE_ELNO qui permet d’'obtenir les efforts généralisés par élément aux noceuds dans le
repére de la poutre.

* VARI ELNO qui calcule le champ de variables internes par éléement aux nosuds pour toutes
les couches et tous les secteurs, dans le repére local de I'élément.

* EPSI ELGA qui fournit les déformations totales aux points d'intégration dans le repére local
de I'élément. Le calcul s’effectue dans le TE0584, et donne actuellement les valeurs aux 693
points d’intégration (pour un élément a 3 modes de Fourier). Ces champs sont appelés
champs a « sous-points » d’'intégration. On stocke ces valeurs de la fagon suivante :

«  pour chaque point de Gauss dans la longueur, (n=1,3)
+  pour chaque point d’intégration dans I'épaisseur, (n=1, 2N ., +1=7)
«  pour chaque point d’intégration sur la circonférence, (n=1, 2N g +1=33)
* 6 composantes de déformation : EPXX EPYY EPZZ EPXY EPXZ EPYZ

ou X désigne la direction donnée par les deux noeuds sommets de
lélément, Y représente l'angle ¢ décrivant la circonférence et 7
représente le rayon. EPZZ et EPYZ correspondant a ¢, €, sont prises
égales a zéro.

* Les options SIEQ ELGA et EPEQ ELGA permettent le calcul des invariants, (Von Mises, Von
Mises signé, trace) en chaque point d’intégration (champs a « sous-points »).

* EFGE_ELNO fournit les efforts généralises de poutre classiques : N, vy, vz, MT, MFY,
MFz. Ces efforts sont donnés dans le repere curviligne local de I'élément.

* La commande POST CHAMP / MIN MAX SP permet d’extraire, en chacun des points de

Gauss linéiques d’'un élément, les valeurs maximum et minimum d’'une composante d’un
champ. Le min / max est pris sur I'ensemble des sous-points d'un point.

8.6 Test: SSLL106A

Il s’agit d’un tuyau droit de vecteur directeur (4,3,0) fixé en son extrémité O et qui est maillé avec
18 éléments TUYAU.

Le tuyau est soumis a différent types de charge :

e un effort de traction,

* 2 efforts tranchants,

e 2 moments de flexion,
* 1 moment de torsion,
* une pression interne.

On calcule les déplacements au point B, les déformation et les contraintes en certains points
d’intégration de la section contenant B, ainsi que les premiers modes propres.
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Ceci permet de tester les degrés de liberté de poutre, le degré de liberté de gonflement et les modes 1
du développement en série de Fourier.

Conclusion

Les éléments finis de coude que nous décrivons ici sont utilisables pour des calculs de tuyauterie en
élasticité ou en plasticité. Les tuyauteries peuvent étre soumises a divers chargements combinés -
pression interne, flexions planes et anti-planes, torsion, extension.

Pour le moment, I'élément réalisé est un élément linéique de type poutre, droit ou courbe, a trois
nceuds, en petites rotations et déformations, avec un comportement élasto-plastique local en
contraintes planes. Il permet de prendre en compte I'ovalisation, le gauchissement et le gonflement. Il
combine les propriétés de coques et de poutres. La cinématique de poutre pour I'axe du coude est
augmentée d’'une cinématique de coque, de type Love-Kirchhoff sans cisaillement transverse, pour la
description du comportement des sections transverses. Cette derniére cinématique est discrétisée en
M modes de Fourier, dont le nombre A, que la littérature nous incite a choisir égal a 6 [bib8],
[bib13], doit a la fois étre suffisant pour obtenir de bons résultats en plasticité et pas trop grand pour
limiter le temps de calcul. En élasticité, pour des tuyauteries relativement épaisses (le rapport
épaisseur sur rayon de la section transverse supérieur a 0.1), on peut se contenter de A =2 ou

M=3.

Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Aster detault

Titre : EIéments finis de tuyau droit et courbe Date : 27/02/2013 Page : 51/52

Responsable :

Ayaovi-Dzifa KUDAWOO Clé : R3.08.06 Révision : 10614

10 Bibliographie

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)
15)
16)
17)

18)

ABAQUS : "Theory manual" Hibbit, Karlsson and Sorensen Inc. (1984) chapitre 4.4.1

K.J. BATHE and C.A. ALMEIDA : "A simple and effective pipe elbow element-linear analysis" ,
Journal of Applied Mechanics,Vol.47(1980)pp93-100.

J.L. BATOZ, G. DHATT : "Modélisation des structures par éléments finis - Coques" ,Vol.3,
Hermés, Paris, 1992.

W.B. BICKFORD, B. T. STROM : "Vibration of plane curved beams", Journal of Sound and
Vibration (1975) 39(2), pp.135-146.

J.T. BOYLE and J. SPENCE : "Inelastic analysis methods for piping systems" , Nuclear
Engineering and Design 57(1980)369-390.

J.T. BOYLE and J. SPENCE : "A state of the art review of inelastic (static & dynamic) piping
analysis methods, with particular application to LMFBR" ,Glasgow,Scotland,U.K.(1983).

P. GUIHOT : "Comportement mécanique Accidentel du Circuit Primaire", Note EDF HP-52/96/012/
A.

H.D. HIBBIT : "Special structural elements for piping analysis", Proc. Conf., Pressure Vessels and
Piping : Analysis and Computers,Miami,ASME,1974.

H.D. HIBBIT & E.K. LEUNG : "An approach to detailed inelastic analysis of thin-walled pipelines",
ASME Special Pub., "Nonlinear Finite Element Analysis of Shells"(1981).

A. KANARACHOS, R.N. KOUTSIDES : "A new Approach of Shell displacements in a Beam-Type
pipe element ", Proc. 8th Int. Conf. SMIRT, paper B9/2, Bruxelles (1985).

P. MASSIN, A. BEN HAJ YEDDER : "Bibliographie pour le développement d’'un élément coude
avec pression interne et plasticité locale", Note HI-74/97/026, EDF-DER 1998.

A. MILLARD : "An enriched beam finite element for accurate piping analysis ", Proc. 14th Int. Conf.
SMIRT, Lyon (1997).

H. OHTSUBO, O. WATANABE : "Stress analysis of pipe bends by ring elements", Trans. ASME,
Journal of Pressure Vessel technology,Vol.100(1978)112-122.

K. WASHIZU : "Variational Methods in Elasticity & Plasticity", 3rd Ed. Pergamon(1981).
J. PELLET : "Raccord 3D-poutre", Documentation de Référence du Code Aster [R3.03.03].
J.M. PROIX : "Liaison coque-poutre", Documentation de Référence du Code_Aster [R3.03.06].

F. VOLDOIRE, C. SEVIN : "Coques thermoélastiques axisymétriques et 1D", Documentation de
Référence du Code Aster [R3.07.02].

J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX : "Eléments exacts de poutres droites et courbes",
Documentation de référence du Code_Aster [R3.08.01].

11 Description des versions du document

Version | Auteur(s) Description des modifications
Aster Organisme(s)
6.4 P.MASSIN, J.M.PROIX, BEN  HADJ | Texte initial
YEDDER
EDF-R&D/AMA
94 J.M.PROIX Mise a jour des options de calcul
Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



Code Ast etaol
(0] e_ ster default
Titre : EIéments finis de tuyau droit et courbe Date : 27/02/2013 Page : 52/52
Responsable : Ayaovi-Dzifa KUDAWOO Clé : R3.08.06 Revision : 10514

| | EDF-R&D/AMA |

Manuel de référence Fascicule r3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html)



	1Introduction
	2Les différentes théories de coques et de poutres pour les éléments finis de tuyaux droits ou coudés
	2.1Le tuyau en théorie de poutre
	2.1.1Cas d’un tuyau coudé
	2.1.2Cas du tuyau droit
	2.1.3Remarques

	2.2Le tuyau en théorie linéarisée de coque
	2.2.1Cas général
	2.2.2Cas du tuyau droit
	2.2.3Remarque

	2.3Analyse des tuyaux droits et coudés 

	3Eléments mixtes coque-poutre pour les tuyaux droits et courbes
	3.1Cinématique
	3.2Loi de comportement
	3.3Travail de déformation
	3.4Energie interne élastique du coude
	3.5Travail des forces et couples extérieurs
	3.6Principe du travail virtuel
	3.6.1Partie efforts et couples extérieurs pour la partie poutre
	3.6.2Partie efforts et couples extérieurs pour la partie coque

	3.7Efforts généralisés

	4Discrétisation numérique des formulations variationnelles
	4.1Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour la partie poutre
	4.1.1Poutre courbe
	4.1.2Poutre droite

	4.2Discrétisation des champs de déplacement et de déformation pour la partie supplémentaire
	4.2.1Coude
	4.2.2Tuyau droit

	4.3Discrétisation du champ de déformation totale
	4.4Matrice de rigidité
	4.5Matrice de masse
	4.6Fonctions de forme
	4.7Intégration numérique
	4.8Discrétisation du travail extérieur

	5Caractéristiques géométriques de l’élément de tuyau
	6Raccord tuyau-tuyau
	6.1Construction d’une génératrice particulière
	6.2Raccord d’un élément à l’autre 
	6.3Implantation numérique 

	7Raccords coque-tuyau et 3D-tuyau
	7.1Démarche suivie
	7.2Cinématique du tuyau.
	7.3Cinématique de coque
	7.4Calcul du déplacement moyen sur la section S
	7.5Calcul de la rotation moyenne de la section S
	7.6Calcul du gonflement moyen de la section S
	7.7Calcul des coefficients de Fourier sur la section S
	7.8Implantation de la méthode

	8Implantation de l’élément TUYAU dans Code_Aster
	8.1Description
	8.2Données de modélisations
	8.3Calcul en élasticité linéaire
	8.4Calculs non linéaires
	8.5Post-traitement
	8.6Test : SSLL106A

	9Conclusion
	10Bibliographie
	11Description des versions du document

