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Traitement de I’excentrement pour les éléments de
plaque DKT, DST, DKQ, DSQ et Q4G

Résumé :

Les éléments de plaque [R3.07.03] sont destinés aux calculs de structures minces tridimensionnelles. Le
feuillet moyen de ces structures ne coincide pas toujours avec le plan d’épure ou plan de maillage. On introduit
donc la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport au plan d’épure. Elle est utilisable pour des
éléments avec prise en compte du cisaillement transverse, ou sans cette hypothése.
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Introduction

Dans le but de pouvoir analyser le comportement de structures élancées de type plaque, ou surfaces
courbes approchées par des facettes, dont le feuillet moyen est excentré par rapport au plan
d’application des efforts, on introduit la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport a la
surface de maillage. Les champs de déplacement variant linéairement dans I'épaisseur de la plaque
ont pour origine la surface de maillage, c’est-a-dire qu’au niveau de la surface de maillage, les seuls
degrés de liberté de translation sont nécessaires a la description du déplacement.

L’introduction de la cinématique dans I'expression du travail de déformation permet d'obtenir les
rigidités de membrane, de flexion et de cisaillement transverse de I'élément excentré a partir de celles
de I’ élément équivalent non excentré et de la distance d’excentrement. L’ensemble des calculs (hors
post-traitement spécifique) est donc fait dans un repére d’épure attaché au plan du maillage. Par
défaut les résultats sont donc obtenus dans le repére du maillage. Pour certains post-traitements, il est
possible d’avoir automatiquement ces résultats dans d’autres repéres dans la mesure ou l'utilisateur
indique la position du plan de post-traitement par rapport au plan du maillage.

La distance d’excentrement entre le plan du maillage et le feuillet moyen de la plaque est donnée
dans AFFE_CARA ELEM au méme niveau que I'épaisseur. Un excentrement J positif signifie que la
surface moyenne de la plaque est en réalité a une distance d n de I'élément de plagque maillé, la
direction n étant donnée par la normale a I'élément (voir [§4.1] de la documentation de référence
[R3.07.03] des éléments de plaque pour la construction de cette normale).

Les notations adoptées sont celles de la note [R3.07.03] sur les éléments de plaques DKT, DST, DKQ,
DSAQ et 04G.
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2 Formulation

21 Géomeétrie

Pour les éléments de plaque excentrés, la surface de référence est donnée par le plan d’épure ou plan
du maillage (plan x y par exemple). Le feuillet moyen de I'élément est positionné par rapport a cette
surface de référence. L'épaisseur /(x, y) doit étre petite par rapport aux autres dimensions
(extensions, rayons de courbure) de la structure a modéliser. La figure [Figure 2.1-a] ci-dessous
illustre notre propos. Concernant la valeur de I'excentrement ¢, et du fait des conditions de
linéarisation de la flexion adoptées dans la théorie, on prendra ¢ de sorte qu’'un élément d’'épaisseur
d+h reste dans la théorie des plaques.

Solide 3D

Epaisseur h<L,b, R, R:

Figure 2.1-a

On attache au plan d’épure (le plan du maillage) un repere orthonormé local Oxyz associé au plan
du maillage différent du repére global OXYZ . La position des points de la plaque est donnée par les
coordonnées cartésiennes (x, y) dans le plan d’épure (plan du maillage) et I'élévation z par rapport
a ce plan.
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2.2 Cinématique

Les sections droites qui sont les sections perpendiculaires au feuillet moyen de la plaque restent
droites. Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur
une droite dans la configuration déformée. Il résulte de cette approche que les champs de
déplacement varient linéairement dans I'épaisseur de la plaque. Si I'on désigne par wu,v,w les

déplacements d’'un point du plan d’épure q(x,y,z) suivant x, y et z, la cinématique de
Hencky-Mindlin nous donne :

Ay, 2H ey {8,y H By H By

[0, (X,y,2) [F [v(X, y) [ 200, (x, y) = [v(X, y) (2B, (X, Y) T

H,ovoH BveowH 8 o g BveewH H o F

ou: y,v,w sontles déplacements du plan d’épure ;
0, et Qy sont respectivement les rotations de ce plan par rapport a respectivement I'axe x
etlaxe y.

On préfere introduire les deux rotations Bx(x,y)zey(x,y),ﬁy(x,y)=—9x(x,y). Les

déformations tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite précédemment, sont
ainsi données par :

€ =€, tzK

g, =€, +zK
28 =Y, =2, +2zK
28XZ :yx

Zsyz =Y,

ou: e, e, et e, sontles déformations membranaires de la surface moyenne ;

y. et y, les déformations associées aux cisaillements transverses ;

Ky Ky K, les déformations de flexion de la surface moyenne, qui s’écrivent :
_Cu
eXX — 3
ox
_ov
Cyy _5
ov  Ou
2e,, =——+——
ox Oy
KXX = an
ox
_9B,
Ky = oy
2 — an B}’
Y9y ox
ow
Y. =B +—~
ox
ow
R
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Remarque :

» Dans les théories de plaque, lintroduction de B, et B 5 permet de symeétriser les
formulations des déformations et les équations d’équilibre [R3.07.03]. Dans les théories
de coque, on utilise plutét 0, et 0 5 et les couples associés M . et M , par rapport

axety,

» les degrés de liberté que I'on a choisi sont les déplacements et rotations du plan d’épure
et non pas ceux du feuillet moyen. En effet si I'on envisage la superposition de plusieurs
plaques excentrées pour réaliser un matériau sandwich il ne peut correspondre aux
nceuds du maillage qu’un seul champ de déplacement et non pas les différents champs
de déplacements des couches composant le matériau.

2.3 Loide comportement

Le comportement des plaques est un comportement 3D en "contraintes planes". La contrainte
transversale ¢ _ est prise nulle car négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur des
contraintes (hypothése des contraintes planes). La loi de comportement la plus générale s’écrit alors

ainsi :

XX 0
'~ EF B B« § e 5 HOE
5”0 : SN S O

_ _ - O _
%Ixy o C(e, G)%Xy o Ce+zCK+Cy avec e = %exy o K= %KXY O ety= DO C
(o,, O oy, O 0o od 0o d DIXE
Il D 0, 0 0 U U O
00 oYy O 0o o oo o e
ou: C( ) est la matrice de rigidité tangente locale en contraintes planes ;

« représente 'ensemble des variables internes lorsque le comportement est non linéaire.

Pour des comportements (par exemple des multicouches) pour lesquels les distorsions sont couplées
aux déformations de membrane et de flexion, C(&, ) se met sous la forme :

H H(,‘y
H' H

cy

C=

Y

ou: [f(e,x) estune matrice 3X3 symétrique ;
H (&, ) une matrice 2X2 symétrique ;
Hcy(e , ) une matrice 3X2 de couplage entre les effets de membrane ou de flexion et de
cisaillement transverse.

Dans le cas ou c’est découplé, on a Hcy(s, «)=0 . La détermination de Hy(s, «) dans le cadre

de la théorie de Reissner ([§2.2.3.2] de [R3.07.03]) est donnée en annexe. On montre qu’elle est
équivalente a celle des plaques non excentrées.

Manuel de référence Fascicule r3.07 : Eléments mécaniques a surface moyenne

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster et
—_ default
Titre : Traitement de I'excentrement pour les éléments de [...] Date : 15/07/2015 Page : 8/37
Responsable : Ayaovi-Dzifa KUDAWOO Clé : R3.07.06 Révision : 13436

3 Principe des travaux virtuels

3.1 Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour I'élément de plaque excentré de la distance
d par rapport au plan de référence vaut :

d+hl2
W o= f f (e WO TE,0, + yxyonyryxoxz+yyayz)dV
d—hl2

ou § est la surface moyenne, dJ =dxdydz et ou la position dans I'épaisseur de la plaque varie
entre d h/2 et d+h/2.

3.1.1 Expression des efforts résultants

En adoptant la cinématique de [R3.07.03], on identifie le travail des efforts intérieurs :

Wdcf :I(exxNxx +enyyy +2exnyy +KxxMxx +KyyMyy +2nyMxy +yxTx +nyy)dS

ou:
N b
N:ENny: (o, EZ
NGB, T
Mo H P H
M=IM [F E(Tyyﬂ'dz
%\/I 0 g= /z%). ]
xy [ xy [
d+h/2
T

oi: N_ . N N, sontles efforts résultants de membrane (en N/m );

XX 2 vy ?

M., M}}, M sont les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au plan

d’épure (en N);
T, T, sontles efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (en N/m ).

3.1.2 Relation efforts résultants déformations généralisées

L’expression du travail de déformation s’écrit aussi :

d+h/2 d+h/2

W ot —J' [sC(a a)eldV —J' [eCe +zeCK +eCy+zKCe +z°> KCK + zKCy + yC(e + zK +Y)]dSdz

ou: Cle, (x) est la matrice de rigidité tangente locale (matrice symétrique).
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Ceci s’écrit encore :

Wor = [leCe+(+d)eCk +eCy+K((+d)Ce+({+ d)*KCK +K({ +d)Cy +YC(e +({ +d)K +y)]dSd{

En utilisant I'expression obtenue pour W au paragraphe précédent, on trouve la relation suivante
entre les efforts résultants et les déformations généraliées :

N=H,e+(H +dH, )c+H, y
M =(H +dH )e+(H +2dH +d*>H )x+(H +dH )y
T=H, e+ Hl+dH, )kc+H .y

my
avec .
+h/2 +h/2 +h/2
H = JHdZ H, = “r HZdZ H, = nerde
—h/2 —h/2 —h/2
+h /2 +h /2 +h/2
H, = J’HVdZ H, = J’HCVdZ H, = J’HCVZdZ
—h/2 —h/2 —h/2
et:

Eexx E EKXX E .
€= eYY K= Kyy y:% E
%exyg %ZKXYE ’

Les matrices /1, , Hf et I, sont les matrices de rigidité en membrane, flexion et cisaillement
transverse, respectivement, pour I'élément de plaque non excentré. La matrice Hmf- est une matrice
de rigidité de couplage entre la membrane et la flexion pour I'élément de plaque non excentré. Elle
est nulle si I'élément de plaque est symétrique par rapport & son feuillet moyen. La matrice /7,y est
une matrice de rigidité de couplage entre la membrane et la distorsion transverse. La matrice ny

est une matrice de rigidité de couplage entre la flexion et la distorsion transverse. Ces matrices sont
nulles pour un excentrement nul, sauf dans le cas des multicouches ou elles restent non nulles.

Pour un comportement élastique homogene isotrope, ces matrices ont pour expression :

Eh B Voo H Eh’ B v H kEh 0
Hm:l—vz% ! 19 % Hf:lZ(l—vz)%, ! 19 % “‘22(1+v) 1E
o 0 -0 0 0o — 0O
Ol 2 O Ol 2 O

et H,n/:Hmy: nyZO car il y a une symétrie matérielle par rapport au plan £=0 .

Pour la détermination du coefficient de cisaillement % on renvoie au [§2.2.3] de [R3.07.03].
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Le systeme de relation entre les efforts résultants et les déformations généralisées peut aussi s’écrire :
N=H,e+H k+H_ y
M=H e+ HK+Hy
T=H,e+Hk+H,y

avec :

f =Hmf +de
H; =H; +2dH,; +d°H

m

1 —
fy — ny +dey

Ainsi, dans le cas d’'une plaque possédant la symétrie matérielle par rapport au plan =0, on a

Hmf:() mais Hmf:de . L'excentrement de la plaque entraine un couplage entre les termes de
membrane et de flexion.

Remarques :

Les relations liant H H e H nr @ H et H,aH , sont valides quelle que soit la loi

m
de comportement élastique tangente, avec déformations anélastiques (thermoélasticité,
plasticité, ...).

Pour une plaque constituée de N couches orthotropes en élasticité, les matrices /1, , H/, Hm/- et
H ., s'écrivent :

N N N N
— _ _ 2 _
Hm_z H; Hmf_z (Hpppi+n,Hyg), He=D, (Hg+2nH o407 H ), Hct_z H
i=1 i=1 i=1 i=1
N
ou: ni_5(2i+1+zi)
H,, H,, H,,, H, représentent les matrices de membrane, de flexion, de couplage

membrane flexion et de cisaillement transverse pour la couche ;. On remarque 'analogie entre ces
expressions avec la forme établie ci-dessus :

H_=H_.+dH
" 2
H =H +2dH +d’H,

On en déduit alors que I'excentrement pour une telle plaque est obtenu en substituant 77i+d arn;.

3.1.3 Energie interne élastique de plaque

Compte tenu des remarques précédentes, I'énergie interne élastique de la plaque s’exprime plus
habituellement pour ce genre de géométrie de la fagon suivante :

T

1 ' ' : ' : :
@imzz_g [e(Hme—i—Hmfk%—Hmyy)%—K(Hmfe+HfK+nyy)—i—y(HT e+H' +H y)|dS

my
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3.1.4 Remarque

On peut choisir d’exprimer les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au feuillet moyen
de I'élément et non plus par rapport au plan de référence. Dans ce cas on obtient :

N_ | a+wm2|o, M.\ avm2|o,, d+hl2
, ; : o
N=(N, = [ 0,42, M=M,/|= J o, |(z=d)dz, T= X):  \dz
| d—hi2 / d—hl2 y| d=hi2\0y,
N, o, M, o,

et 'expression du travail des efforts intérieurs devient :

Wdcf:.[ (emex—}_enyyy_{_ze (M;D’_{_dN}/}’))dS_I_

S

o Nyt K (M +dN )i,

J' (2ny ( M,’xy+ de}" )+ Vx Tx+ Ty Ty) a5
S

On en déduit alors en utilisant I'expression 3D du travail de déformation que :

N:Hffze+(Hmf+dHi11)K+HmVy
M’+dN:(Hmf+de)e+(Hf+2def+d2Hm)K+(H.fj’+dH"7}’)y
T=H, e+(Hy+dH, )x+H 7

Soit encore :
N:Hn,le+(Hmf+de)}c+Hmyy

M'=H ce+(H +dH )c+Hy .
T=H, e+(Hj+dH) )x+H,y

my

L’expression de I'énergie interne de la plaque reste bien sir inchangée quant a elle. Dans le cas de
I'élasticité, elle s’écrit toujours :

1 , , , ,
cDimZEIf[e(Hme+Hmfzc+Hmyy)+K(Hmfe—I-Hflc—i-Hf/y)—Fy(H;ye—i-H';y}c—i-Hcty)]dS
S

La question du choix du plan intéressant a utiliser pour I'expression des moments peut varier d’'une
situation a une autre.

M

M L,/ Y S A Ay M

Dans le cas de la figure de droite, 'approche développée ci-dessus est préférable car I'expression des
chargements est définie par rapport au feuillet moyen de chaque plaque. Dans le cas de la figure de
gauche, si 'on souhaite remplacer la coque multi-couche par deux coques excentrées, 'axe de
référence est le feuillet moyen de la coque multi-couche. On a donc intérét a tout définir par rapport
au plan d’épure. C’est cette approche qui est retenue dans le code. Tous les chargements appliqués
sont considérés comme étant définis par défaut dans le repere d’épure ou plan du maillage. Si jamais
certains chargements sont définis par rapport a d’autres plans (feuillet moyen, feuillet supérieur ou
inférieur) c’est a I'utilisateur de faire les changements de repére appropriés, a la main ou par le biais
du fichier de commande en précisant le plan d’application des efforts quand cela est possible (voir
[§5]), pour se ramener a un chargement défini dans le plan du maillage.
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3.2 Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exercant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

d+hl2 d+hl2
w .= | F, UdV+fF vdas+[ [ F,.Udzds
S d—hl2 C d—hl2

ou: F , F_, F_ sontles efforts volumiques, surfaciques et de contour s’exergant sur la plaque,

respectivement.
C est la partie du contour de la plaque sur laquelle les efforts de contour /', sont appliqués.

Avec la cinématique du [§2.2], on détermine ainsi :

W o f (f. utf vt fow+e, 0, +c}6?y dS+f (¢, u+g0}v+gozw+)(xé?x+)(}0y)d

—f f u+f vt f wtc, ﬁ —c ﬁy dS+f go urg Vo wry, B X{ﬁ )ds

ou sont présents sur la plaque :

. J . /. [, lesforces surfaciques agissant suivant x, y et z ;
+hl2
S f F .e.dz+F e, ou e, et e, sontles vecteurs de base du plan tangent et e,
—hl2
leur vecteur normal ;
€, : couples surfaciques agissant autour des axes x et y;

x 2 y

+hl2
h )
© c= f [(z+d)ez/\Fv].el.dz+[(diE)ez/\FS].ei ou e, e, e, sontles vecteurs
—hl2
de base précédemment définis.

. C

et ou sont présents sur le contour de la plaque :

. d)x,qby,qbz les forces linéiques agissant suivant x, y et z ;
+hl2

= f F_.edz ou e, e, e, sontlesvecteursde base préecédemment définis ;
—hl2

. XX,X}, les couples linéiques autour des axes x et y ;
+hl2

. X,= f [(z—l—d)ez/\Fc].ei dz ou e, e , e sontles vecteurs de base précédemment
—hl2

définis.
Remarque :

Les moments par rapport & z sont nuls. Les efforts et les couples sont exprimés dans le
repere du maillage. Tous les calculs sont faits par défaut dans le repére d’épure. Si des
efforts ou des couples sont exprimés dans un autre repére ( celui du feuillet moyen de la
plaque par exemple) I'utilisateur devra faire les conversions a la main s'il utilise les options
par défaut ou bien préciser le plan d’application des efforts (voir le paragraphe [§ 5 ]).

3.3 Principe du travail virtuel et équations d’équilibre
Ce paragraphe est inchangé par rapport au paragraphe [§3.3] de [R3.07.03].
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4 Discrétisation numérique de la formulation variationnelle
issue du principe du travail virtuel

4.1 Introduction

La formulation variationnelle pour I'énergie interne nous permet d’écrire :

(5Wim=f [é)‘e(Hme—i-H;an-l-H y)-l-éK(H;nfe—i-H'fK—i-H'ﬁy)+5y(HnT1),e+H'?K+Hcty)]dS

my

N
avec .
u .
_ , X B ﬁx,)t _ W x+ ﬁx
e=l v, | K= By, | I
2 Y Y,y w v+ﬁy
u tv ﬁx’}ﬁrﬁy'x )

Les cing degrés de liberté sont les déplacements dans le plan du maillage u et v, hors plan w et
les deux rotations 8, et f .

Les éléments DKT et DST sont des éléments isoparamétriques triangulaires. Les éléments DKQ, DSQ et
Q4gamma sont des éléments isoparamétriques quadrilatéraux. lls sont représentés ci-dessous :

pal
3
a1
y L
2
2
—_—
X
Figure 4.1-a : Eléments réels
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Les éléments de référence sont présentés ci-dessous :

n rn
(Oal) 3 ('151) (1’1)
a 3
2 >
(0,0) 1,y & &
a 2
(-1,-1) (1,-1)

Figure 4.1-b : Eléments de référence triangle et quadrangle

On définit le repére réduit de 'élément comme le repére (£ ) de I'élément de référence. Le repére
local de I'élément, dans le plan d'épure (x, y) est défini par l'utilisateur, par le mot-clé ANGLE REP.
La direction X/ de ce repére local est la projection d’une direction de référence ¢ sur le plan de
I'élément. Cette direction de référence d est choisie par I'utilisateur qui la définit par deux angles
nautiques dans le repére global. La normale N au plan de I'élément ( 12A 13 pour un triangle
numéroté 123 et 12A 14 pour un quadrangle numéroté 1234 ) fixe la seconde direction. Le produit
vectoriel des deux vecteurs précédemment définis Y/=N A X/ permet de définir le triédre local
dans lequel seront exprimés les efforts généralisés représentant I'état de contraintes. L'utilisateur
devra veiller a ce que I'axe de référence choisi ne se retrouve pas paralléle a la normale de certains
éléments de plaque. Par défaut, la direction de référence d est 'axe X du repére global de
définition du maillage.

Remarque :

Pour les éléments de plaque QUAD4 , lutilisation d’'un élément non coplanaire peut aboutir a
des irrégularités ([bib1]). Dans ce cas, l'utilisateur est alerté.

4.2 Discrétisation du champ de déplacement

La matrice jacobienne J (&, n) est:

5]

N N
J:%?E y,EE:E;NLEXi ;Ni’EYiE:E]’” ‘H

O bl O
o H_ Nio X, ZNi,nYi

o &y

21

En outre :

¥l
o

EI:II:Ih__II:D
SN
oot

. ) ) L) _y
avec j= %“ = E:J ' :—Er” 2 E ouJ=detd=J,J,,-JT,],
21 J» JTrJy UM
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Le champ de déplacement est discrétisé par :

5 ol

B8 S et i Bl
e == Nk (E ,7) xk [ xk (f 17) ]
%E = ggyk[l =N EDyk(E ’7)I:I

Dans cette derniére expression, le terme entre crochets est présent pour les éléments du type DKT,
DST, DKQ ou DSQ, mais pas pour les éléments Q4y.

4.3 Prise en compte de la distorsion transverse
On rappelle que la différence essentielle entre les éléments DKT, DKQ d’une part et DST, DSQ, Q4y
d’autre part vient du fait que pour les premiers la distorsion transverse est nulle soit encore y = 0. La
différence entre Q4y et les éléments DST et DSQ vient d’'un choix différent d’interpolation pour la
représentation du cisaillement transverse. L’introduction de I'excentrement conduit a un traitement
particulier du cisaillement transverse.
On remplace dans I'expression de I'énergie interne établie au [§4.1] Y par Yy ou les Yy sont des
déformations de substitution vérifiant Y=Y de fagon faible (intégrale sur les c6tés de I'élément), et
telles que :
- ! 7
N=H_ e+H K+H_ Yy
— ] ] [
M=H e+ Hk+H,y
- T 1T v
T=He+HyK+H,y
j
On vérifie ainsi que sur les cotés ij de I'élément, on a : J'(Y/S —VY,)ds =0 avecY, =w , +B,.
4.3.1 Pour les éléments Q4y
On discrétise linéairement le champ “ constant par c6té de telle sorte que :
ﬂ 140 s
g e o E
V=
%v v
En utilisant alors les relations :
-+1
JVe—(we+Bnag=0;
—1
+1
J &=y +Bdn=0
—1
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on établit que :

Sl

yé ZE(WJ' -W; +B£i +BEj)
: pour (ij)=(12,34) et (kp)=(23.41).
ylr;p :E(Wp — Wy +Br]p +Bnk)

En reportant les deux résultats ci-dessus dans I'expression de )75 , on établit que :

Vel
7¢ =0%0=Bju,
¥,0

=

I |
s

(Nie &Nis 0

ol:u,=0": et B=Bz,,Bz) avec B}, =
¢ ok E!’Vk,n 0 M Ny.n

U
U
U

[ [
o

S
OO0

2

De plus, comme :

O oy, J .0
EGE = 11 12 %x 0
B, O 2 PO
on en déduit que
V¥ =Bgu,
Ow; O
o 0
0B O
Ug [
e g
ou: u,=0:0 et Bs=Bg, ,Bg)
f 0, G
OvO
|:wal:J
BByNH
LV EN, ] EN, sJ, O
avec - Bék :%\fk,f k YV k,EV 11 k 4V k& IZD
kn Nint2i NintnO
Finalement :
V.o O 1, 0 .
}7 = ng: |:|]_11 J.12 g‘r :Bcuf avec B 3y TiBs
VyOd W Jx
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Remarque :

Ce traitement est équivalent a celui des éléments Q04 y non excentrés du [§4.3.2.1] de
[R3.07.03].

4.3.2 Pour les éléments du type DKT,DST,DKQ,DSQ
En ce qui concerne les distorsions transverses, on sait que :

T, =M, +M et T, =M +M avec M =H e +H;K +H'fyv

yy.y Xy,X

On en déduit que :

Calcul de : ﬁfnﬁﬁ
. T —_
ou!: B,xx - (Bx,xx Bx,yy Bx,xy B}'-XX A %% By,xy )

T _
U = (u,xx Uy Uy Vi Vi Vi

mf mf mf mf mf mf mf
. e — 11 H33 2Hl3 H13 H23 H12 +H33
avec. Hm - mf Hmf Hmf + Hmf Hmf Hmf 2Hmf
13 23 12 33 33 23

22

f f f f f f f
ﬁc - 11 H33 2H13 H13 H23 H12 + H33

f f Hf Hf +Hf Hf Hf 2Hf
13 23 12 33 33 2 23

ol les H]" sontlestermes (i, j) de H'  etoules H} sontlestermes (i, j) de Hj .

Comme :
N 2N N 2N ) )
B =X N, _(&mp + X (Ema=2 N (Emp + 2 UL Py ot iaP o o ti]s Py e
L XX =1 k,xx xk k=N+1 xk , xx k =1 k,xx xk =N+1 11" xk, & 117127 xk,&n 7127 xk,qp’ 'k
N 2N N 2N 5 5
'Bx,yyzkElNk,yy(f'”)ﬁkark:%Jrlka,yy(é'”)akzkglNk,yy(g'n)ﬁxk+k:%+l(jZIka,{erzJZl122ka,fi7+122ka,1711)ak
N 2N N 2N
By xyfkgl Vi ol ”)ﬂxk+k:N+1ka,xy(i’q)ak:kz‘lNk,xy<g’”)ﬁxk+k:%+1(jl]]21ka,g“§+[jl1122”]2]21]ka,&7+]11]21ka,my)ak
N 2N N 2N 5 5
b ,xx:kz‘l Nk,xx(c’”)ﬁyk+k:N+1Pyk,xx makikglNk,xx(g'”)ﬁyk+k:%+l(Jllpyk,ff-'—zjl1J12Pyk,f;1+J12Pyk,im)ak
N 2N N 2N 2
B = N (& np  + (& na, = N (&mp_ + (j5,P A2, 4P P Ja
V. ,El k. yy Ve g N Yw k ,El k,yy yk k:%ﬂ 21 yk,¢& "217220 yk,&n "22 vk, k
N 2N N 2N
£, xy=k§1 N (&b k+k:%+1Pyk s ”)aksz::lNk xy(é'”)ﬁykJrk:%H(/11"21Pyk,f§+[jl1"22“12’21]Pyk,§n+"11'/21pyk,;7;7)“k
/I‘n
avec
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0 2N 42 N, 42N 0
Tk e 2 ke 02 e
2 o 2
0 I Nk &t 201700V a0 Nk 0 .
Jxc_ % O Jy1ig N et ot i N e 170N ko 0 ﬁk
= 2 . 2 xk
k=110 0 TNk, & 202N ke ™02 N e .
2 o 2
0 0 I N et H31700 Nk gt 0Nk g
0 0

I N et it i W gt 12720N ko
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la premiére contribution & f « dans I'expression ci-dessus et :

j?lNk,fg“+2j11leNk,én—’_j?ZNk,im 0
jglNk,¢Z+2j21j22Nk,§;7+j§2Nk,my 0
uxxzi I Ve et Uit iain Ny ot 1270 N 0 (”k)
S 0 J'?]Nk,ffzjl1112Nk,¢';7+j122Nk,:7;7 "k
0 jglNk,ff+2j21j22Nk,§;7+j§2Nk,;m
0 Idn N et tinin N st iinN
soit encore sous forme matricielle que :
u,xx ﬁx,xx
Uy Brey
T=h¢ | "o || Peo
V,xx IBy,xx
Vo By
Vo By o

Ck(jiPk,5§+2j11j12Pk,én+j%2Pk,m7)
w, N . .Ck(jg]Pk’f.ﬁ.zj”j?zp."’i”ﬂ;zP".”’”.)
T=H° Z Pk Uy +Hc Z PcB B +I:I? Z o, Ck(JIIJZIPk',ZEE—}_[]ll]2'2+.]12]21]Pk,.g;;7+]11]21Pk,my)
k=1 Vi B k=N+1 Sk(JnPk,¢¢+2J11]12Pk,§q+112Pk,nq)
g Sk(ngPk ¢¢+2j21fzzpk,5;7"'];21)1(,;7,;)
Si(inin Py, 55+[j11j22+j12j21]Pk,§q+j11j21Pk,my)

Ci P
C, P
N y N W 2N Ck Pk”m
_oc k k c k ¢ k* k,
T=H;, > P& | F|+H, D PY|p |+ 2 BT, S p o,
k=1 Vi k=1 B k=N+1 k&
k
Y S, P, -
Sy Py
N u W, 2N
—0 k
T=H¢ Z +H‘ZPcBﬁk+HCT > T,
k=1 Vi k=N+1
ﬂyk
_xIc¢ 3¢ s 14 —
T=H,P, U, +H;P U +H,T,T,a=B_, U, +B,Uy+B_ «
Oou:
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(e, O
g O
"1 O
m |:| D
My
o,

Ty =Ty Tean)

) 2 ..
% Ji1 J12 21112 E

Etz OD _ ) 2 . .
T, = %O ¢ % avec t; = S J2i J2 2 jr1J2 S
OiJ21 Ji2J2  JitJ2 Y20

g b
B C

On peut aussi écrire :
T =ﬁ§nu X +ﬁf(':[3,xx =chUm +BcBUfB +Bc0(a

,X

En utilisant la relation I(VS —VY,)ds =0 avec Y, =w +[B; pour chacun des cotés ij de

I'élément, on peut obtenir les a « puisque cette relation s’écrit encore :
L, 2 R
W, —w, + T(Ckai + SkByi + Ckaj + SkByj) + ELkak =L,V

ou :
}_/sk:(ck Sk))_/:(ck Sk)Hc_tl[T_HT e—H';yK}

my

=(C, S, H, “ch_HmyTBm)Um+(Bcﬁ_H'fyTBfﬂ)UfﬁJr(Bca_H'Z'yB.

o

f o
La relation ci-dessus s’écrit encore sous forme matricielle :

A 0=(A, +A)UL +A U,

avec .
2 LN+1 0 0 LN+ICN+I LN+]SN+1 1 r
— . _ . . - _ ’
AG_E 0 ‘. 0 : : Hct <Bcu H fy Bfa)
0 0 L2N L2N CZN LzN S2N
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2 boi O IS 2 IS InenSigr 0 0 0 0 0 0
7% 0 0 0 2 LG LoaScn 20 LG BenSen 0 0

0 0 0 0 0 0 2 boniCOner BoneiSonat 20 Bt Conet B Son

2 LonCon LonSon 0 0 o o 0 0 -2 LonCon LonSox

LN+1CN+1 LN+lSN+1 ’ r
J— - ’
Aﬂ— H_, (BcB—H fnyﬂ)

B“N+1CN+1 LN+ISN+1 H
o :

Am = . |j—Ic_t1(ch _H;:nme)
HL2NC2N L2NSZN H
Ainsi :
a=°P,U,;+P U,
avec :

P, =A (A, +A))
P._=AJA

ce qui implique :
T=B,, +B_P.)U,. +(BCB +BwPB)UfB

Remarques :

Pour les éléments du type DKT et DST , on a B, =B =0 . Il en résulte des expressions
simplifiees des équations précédentes.

4.4 Matrice de rigidité élémentaire
4.41 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments Q4y

On reprend les expressions des matrices de rigidité données au [§4.4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace /7, par H . , H  par H, et H  par H , . On notera

que dans [R3.07.03] les résultats étaient présentés sans terme de couplage membrane cisaillement
transverse ou flexion cisaillement transverse. On les rajoute ici.

4.4.2 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKQ

On reprend les expressions des matrices de rigidité données au [§4.4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace Hmf par Hmf , Hf par Hf . Puisque la relation =0 est

satisfaite les couplages membrane cisaillement transverse ou flexion cisaillement transverse sont
inexistants.

Remarque :
L'excentrement introduisant un couplage membrane-flexion, il peut apparaitre une incompatibilité
entre les espaces d'approximations. Cela est di au fait que les les « contributions de membrane
pure » sont constants par élément et elles sont issues de l'approximation linéaire des translations
tandis que les « contributions de membrane liées a I'excentrement » sont linéaires par élément et
elles sont issues de I'approximation des rotations.
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Pour pouvoir éviter cette incompatibilité, on utilise une méthode d'approximation mixte pour
calculer le terme de couplage. Pour ce faire on fait une distinction entre le terme de couplage

contribuant a la membrane k""" et le terme de couplage contribuant a la flexion ¥’ . Dans le
cas le plus simple de plaque homogéne excentré, on a :

N=H e+dH k"
m m
M =dH ,e+(H ,+d’ H )k
T=H .y
Pour éviter I'incompatibilité, on discrétise """ dans le méme espace d'approximation que e
tandis que k™' est discrétisé de maniére classique.

4.4.3 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ
Ona:
owe,=[ de(H, e+H, k+H,_y—H_H'T)+ox(H, e+H k+H, y—H, H'T)+5TH, TdS=
J be([H,,—H,, H'H] Je+[H, —H, H'H']x)+én([H', —H; H ' H} Jeds

e
Ty T
+[[H—HH__ H'}]x)+5TH _ Tds
e

Soit encore :

OW, = [Be(H,,e + HipK) ¢ OK(H'Te+ H/K)+dTH, 'TdS

€

ou :
[— _ -l T
Hm - Hm HmyHcthy
"o _ r_ -lyy! T
Hmf - Hmf HmyHctny
"y _ 1’ “lgy!' T
Hf - Hf nyHctny
D'ou :
owe, = [(sUIB'H B U +5U/B'H B U +5U'B/H,"B,U,+5U/ B H,B, U,

+5aeTBCTa H'B_a+da'B H'B, U +6U'B’ H_'B_a+sU' B’ H'B, U
+déa’ B[,H_'B,U ,+5U}B H,'B a+5U,BH, 'B,U,
+6U, B, H,_'B,U,+5UB H,'B_ U, )dS
=50, ([ B,H",B,ds|U,+5U]|[ BIH" B, dS|U,
+6UL([ BIH" B, dS)U,+5 U?f“(fe B/H, BmdS)Um
+so’ ([ B H.'B, dS|a+50’( [ B H,'B,dS|U,
+5U.»" (| B, H.'B, dS)a+6U,([, BLH,'B,dS|U,
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+5“T(L BZaH;lBCﬁdS)UfB+5U;B L BZﬁH;l Bc«xds)(x
+5U;ﬁ(‘[e BZﬁH;tl BcﬁdS)Ufﬁ
+5Ul ([ B! H.'B dS)U +5U" ([ B, H_'B_dS)U,

=0U, K, U, +0UK U +6U K U +6UK, U +do'K, a+dU K, a+d K| U,
T Ty T T T T
+oU Ky a+da’ Ky Ug+0U, K, U +6U3K, U +6U, K, U,
avec :

K, =J{B;H;;Bm +B. H B, 1dS

cm

On sait aussi que U; =(U 3, 0) d'ou il résulte que :
K., =J‘B§BH;'Bﬂ3dS

K _ S p—
I{f = gﬁ;n fle avec : K;, _IBfBHfoadS

f12 22
J— T ”
Kf22 _JB faHfoadS

— T rp"
Kmfll_f BmHmeﬂde

N

K,.= K, ;1 K, avec :

f mf 11 mf 12 _ T r7'"

Kmf 127 J' Bm Hmf Bﬁx ds
s

KT

K mf

fn =

Utilisant le fait que a=F U ,+P U, = onen déduit que :

— T ' r ’ r , f '
‘ 5Wint_5Ume Um +5Uﬂ;K/ Ufb’+5Um Kmf Uf/))+5Ufﬁ Kfm Um
ou:
Km:Km_{_P;(KfZZ—i—K(m)Pm+(Kmf12+K
. T
K=K+ Kyt Py(K o+ K, ) Pp+(K

Kmf :Kmfll + Km/f+ (Kmf 12+K
T
Kﬁn

P111+PZ1(K}71;]“12+K117;(1)
T T T

f12+Kﬂa)Pﬁ+Pﬂ(K‘f12+Kﬁa)

Py+P (K, + Ky )+P (K o+ K

mo )

122 aa)P[f b

mao )

i
o Kmf

Ceci s’écrit encore :

U

oW =(0U, ,0U 5| K| ™

int—

V4

Km[ZNXZN] Ki11f'[2N><3N]
T )

K mf[3Nx2N]| K(/’[3N><3N]

plague excentré DST.

ou: Kisysn= est la matrice de rigidité élémentaire pour un élément de

4.5 Matrice de masse élémentaire
Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle

suivante :
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d+hl2
owe = [ [ pidudas
d—hl2 S

= [ p,,i10u+v0v-+300w)+(p, +dp, ) (i1 0B +V B +B ou+p ov)dS+
S

J (p+2dp,+d*p,) (B, 0B +B ,0B,)dS

N
&
+h/2 +h/2 +hi/2
— _ _ 2
avec p,= f pdz,p,, = f pzdz, et p,= f pz-dz .
~hl2 —hl2 —hi2

Remarque :

‘ Si la plaque est homogéne ou symétrique par rapport a son feuillet moyen alors pmf:O .

4.5.1 Matrice de masse élémentaire classique

4.51.1 Elément Q4gamma

La discrétisation du déplacement pour cet élément isoparamétrique est :

Uy

N Vi

u=) N, |w, [}k=1,...,N
k=1 ﬁxk

By

La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de
translation et de rotation, a alors pour expression :

M, 0O 0 M, O
0 Mm 0 0 Mmf
M=| 0 0 M, 0 0
M,, 0 0 M, 0
T
o M, 0 0 M,
avec : Mm:fpmNTNdS
S
M, =[ (p,;+dp,)N"NdS
1 < ?
Mf:£ (p,+2dp,,+d’p,)N'N dS
ou: N:(Nl lnk) .
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Pour la suite, on pose p;nf:pmerdpm et p}-:pf-i- 2dp,,+ dzpm :

4.5.1.2 Eléments du type DKT, DST

Comme :

3 H
(B, O~
0
0

y

Nk (Ea n)

> B
R %yk

ou: =P, U, +P U,

on en déduit que :

M xH ° 0

(B, 0= ) (N, (&)

B,

N (&,n)

La matrice de masse a alors pour expression :

M= '
Mg, M,
La partie membrane M

ligne et p iéme colonne ) suivants :

N (&) Ny (&) N (&) Ny, (E n
%\Tkyu(i N N (&) N, @&n) N, @&n) Ny, (&b

M m M mf

Euk

0

~

,\.
FrrmrrrirT

<

de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kiéme

NN+NNNN+NN
NN v N, N, NN—I—NN

pyv )

N k N 0 ' Xu kxu
Pm 0 P N. N pmf P
k™' p pvu
+pf N/cruNprL¢+N vau kauN +Nk}uN )
Np‘cu kav+ vau N kyv N kxv N + N prv

La partie flexion Mf

se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne ) suivants :

NkNp 0 0 N/(wa +N N pyw NlomN +N N pyx NkmN +Nk_wa pyy
Pul 0 0 O|FP;| Nl +Nky,Cpr N N e +N,WN NNyt N N
0 0 0 NNy ¥ NNy Ny N +N N, N N, +N_ N,

La partie couplage entre la membrane et la flexion M,'nf

p iéme colonne) suivants :

se compose des blocs kp ( k iéme ligne et
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p' » N prm Nk prx N Npry +

"\N,N,., NN, NN
Y vy
p ;‘ N/ocu N pxw Nkyu N pyw N/Qu N XX + N N pyx N/c\cu N pxy +N kyu N pyy )
‘ Nlo(v Np,m Nk}v N Nlo(v N + Nk}v vav kav N‘my Nk}v N

La partie couplage entre la flexion et la membrane Mfm se compose des blocs kp ( k ieme ligne et
p iéme colonne) suivants :

N N N/cyw N P N/crw N pxu +N kyw N pyu N kxw N pxv +N kyw N pyv
pmf kar N Nk},\ N + pf N/ocx N u T Nkyx pru N/orx prv + Nkyx prv
NkWN N N N,. pru—i-N Np}u N,m,prv-%Nkwprv

4.5.2 Matrice de masse élémentaire améliorée

Comme la fleche d’'une plaque en flexion uniquement peut difficilement étre représentée par une
approximation linéaire, on peut enrichir les fonctions de forme pour les termes de flexion. Cette
approche est utilisée dans Code_Aster pour les éléments du type DKT, DST et Q4G ou les fonctions de

forme utilisées dans le calcul de la matrice de masse de flexion sont d’ordre 3. L’interpolation pour w
s’écrit ainsi :

N
W = ZN3(k—l)+l &nw, + N+ (&Nw g + Ny (&, MW .

4.5.2.1 Eléments du type DKT

On sait que dans I'approximation de Love-Kirchhoff on a Bx:_w,x et By:—w en tout point de

I'élément.
Du fait de la discrétisation énoncée ci-dessus on a :

»

N
z 3(k—1)+1 (¢, n)wk+(J11NS(k—1)+2(§’77)+J21N3(k—1)+3(é:”7))w,xk+

k=1
(J12N3(k71)+2(6’77)+J22N3(k71)+3(5’77))w
puisque :
@z,ik E: %11 J12 @,xk E
.nk 21 Jzz ,yk

N
= Z NS o (G W+ N0 (€ DB+ Nin)as (€ nNB,,
=

Ceci s’écrit encore :

= Z Nkww (E, r])Wk + Nkwx (Ea rl)Bxk + NkWy (E’ n)Byk

ou:
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N,3(k—l)+1 (&n = N3(k—l)+1 &n
N'3(k—1)+2 &n = _J11N3(k—1)+2 (&n _J21N3(k—])+3 (&n.
N'3(k—1)+3 (Ea n = _J12N3(k—])+2 (E, n _J22N3(k—1)+3 (E,, )

Ainsi :
H' £
wa (g o 0 Ny &M Ny & Ny, EMHN, C
B, 0= 5 N @) NG Ny @) Ny @) Ny &) e
B TG EMD N @ NG @M NG @ Ny, G B
vk [

En ne tenant pas compte des effets d’inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

I I
M
_ m mf
M= El\\: M
fm f
La partie membrane A, de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme
ligne et p iéme colonne ) suivants :

p kNp O p, kpru +kauNp Nkprv +NkyuNp

"H 0 NN H ™HENN, +N N NN +N N
+pr kxupru +Nkyupru kauNpXV +Nkyuprv
! kav +pruNkyv kavaxv +NkyVprv

pxu

La partie membrane-flexion M;nf se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne )
suivants :

Nk prw Nkprx Nk N
Nk prw Nk Np}

pxy

N, pry

P s

29

’

Nt N N
—I—pf

kau pxw kau N pxx + Nkyu N pyx Nl\'xu N +N kyu N Py
N kxv N +N kyv N N fxv N pxx+ N kyv N pyx N kxv N pxy+N kyvN Py
La partie flexion-membrane Mfm se compose des blocs kp ( kieme ligne et p iéme colonne )
suivants : '

pw pxy

pxw pyw

N kxw N )4 Nkyw N )4 N fxw N + Nkyw N pvu kaw N pxv

p;nf kapr Nknyp +'0f N/ocprxu—i_Nknym’u N/ocprxv—i_Nl\ny
N/cxpr Nknyp NmN —I—N,%,Np N, N +Nkny

pxu Vi kxy =" pxv

. +N,_ N
pxu kyw =" pyv
pyv

pyv

Le terme M/ de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne ) suivants :
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o Noww NigwNow Ny No [
p IjN'kwx WW Nkwa NkwapWy |:|+
[l
kwy N pww N kwy N N kwy N pwy []
oo N NN N N+ N N N N+ N N
p'f |:lkax pxw + Nknypyw kaxN + Nkny NkXXN + Nkny E
C
%kaprxw +Nknypyw NkXYN +Nkny NkXyN +Nknypyy C

4.5.2.2 Eléments du type DST

On sait que pour ces éléments on a B, =Y, —w_, et B, =Y, =W, ou la distorsion y est
constante sur I'élément.

Comme :

N
Z 3(k—1)+1 (¢, ’7)Wk+(J11N3(k—1)+2(§:’7)+=]21Ns(k—1)+3(f:’7>)w,xk+

k=1
(J12N3(k71)+2(§’ 77)+J22N3(k71)+3(§,;7))w
on peut aussi écrire :
ZN3(k —1)+ (& nw, +N3(k —1)+2 (&, N)B +N3(k —1)+3 (&, rI)Byk
+(J 1y +J 2y )ZNz,(k 1)+2(E ﬂ)"‘(J 1y +J 2y )ZN3(1<—1)+3(E r])
ou:
N'3(k—1)+1 (Ee r]) =N3(k—])+1 (E,, rl)
N'3(k—1)+2 (Ea r]) :_J11N3(k—1)+2 (E, r’l) _J2]N3(k—1)+3 (Es I’])
N'3(k—1)+3 (Ea r]) = _J12N3(k—1)+2 (E, "1) _J22N3(k—1)+3 (E, r])
N
2Ny (&) = ZN3(k—1)+1 (&n)
=
ZN3(k—1)+2 (&n) = N3(k—1)+2 (&)
=
ZN3(k—1)+3 (En l’]) = ZN3(k_l)+3 (Ea l’])
g g g* H g gt
Ov, O B E ovio By E
0 o o o
0 o %Sy‘ 0 o o Eby‘ L
g" E:Hm_l[(ch +BP,)0: +(B,+B,P)0: O=T,0: *+T,0: L
y 0 o 0o o O 0O g C
0 O VN[O 0O g O'cC
SRR ot - o
[V~ O N ﬁ (M~ O N E
On obtient alors l'interpolation pour w :
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N
w= Z Ns(k—l)ﬂ(f’’7)ulﬂL]Vs(k—le(f’’7)"k+
k=1

N
kZ_] NS(k—1)+3(5’n)wk—i_NS(k—1)+4(§’n)ﬁxk—i_NS(k—l)-i—S(f’n)ﬂyk

ou:
Nrsl(k—l)ﬂ (Ea n = (J11Tyu (L2(k —=1) +1) +J12 Tyu (2,2(k =1 +1))ZN3(J'—1)+2 (Ea n
+(J,, T, (L2(k =1) +1) +J,, T, (2,2(k =1) +1))2N; ;.5 (&N
N'S'(k_l)ﬂ_2 &n = J, T, L2k =1) +2) +J , T, (2,2(k —1) +2))2N; ;)4 (&N

+(J,, T, (L,2(k =) +2) +J,, T (2,2(k —=1) +2))ZN,;;,,5 (& 1D

N'5'(k—1)+3 & = N’3(k—1)+1 (&
+{J,, T, L3k =) +1) +J, T (2,3(k —1) +1))2N, ;). (&N
+J,, T, (1L3(k =) +1) +J,, T, (2,3(k —=1) +1))2N;;_)45 (&N

N'5'(k—])+4 (Ean) = N;(k—1)+2 (Ean)
+ (JllTyw (L3(k =1 +2) +J12Tyw (2,3(k —1) +2))ZN3(_1'—1)+2 (E, n
+ (7, T, (L3(k —=1) +2) +J,, T, (2,3(k =1) +2))2N ;.5 (&N

N'Sl(k—])+5 &n = N'3(k—1)+3 (&1
+(J, Ty L3k —=1) +3) +J,, T (2,3(k —1) +3))2N; ;.. (& 1D
+ (J21Tyw (L,3(k —1) +3) +J22Tyw 2,3(k—1) +f:’»))ZI\T3(j_1)+3 (&N

Ceci peut encore s’écrire de la maniére suivante :

aglls
B BN @D NG EM N G Ny G Ny EMEVC
B.0=5 N @M Ny @ Ny G N @G- N, &) E
B0 THNGWED NGED N, G NG @GN Ny En) oL
vk [

La matrice de masse a ainsi la forme suivante :

Mm mf
M.ﬁn Mf
La partie membrane M de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( k iéme

ligne et p iéme colonne ) suivants :

M=
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P NkNp—i_Nkwupru Nkwuprv +p;nf Nkprtt+kathp Nk prv+Nkyu Np

Nkvapwu NkNp+Nk1/vapwv V Nkprlt+Nlc‘chp Nkprv+Nkyva
+ p ,f N/ocu N pxu +N kyu N pyu N kxu N pxv + Nkyu prv )
. pru kav+ pru N kyv N kxv prv + Nkyv prv

La partie membrane-flexion M”nf se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne )

suivants :
N kwu ™" pww N kwu N pwx N kwu N Wy |4 p ' » N k N pxw Nk N pxx N k N )25%
m m
N kwv N pww N kwv N pwx N kwv N pwy N k N pyw Nk N pyx N k N pvy
+p’f kau prw+Nkyuprw kauprx +Nkyuprx kau pry+ Nkyu pry
kav prw+ Nkyv prw N kxv prx + Nkyv prx kav N pxy +N kyv pry

La partie flexion-membrane Mf/m se compose des blocs kp ( kiéme ligne et p ieme colonne )

suivants :
N kww N pwiu kww N pwy , Nk\’w N P Nkyw N P
pm Nkwapwu Nkwx prv + pmf kax NP Nkyx NP
Nkwy pru Nkwy vaw kay N P Nkyy N P
, kawpr14+Nkyw pru kaw prv+Nkwapyv
+pf Nlocx pru+ Nkyx pru Nlocx prv+ Nkw prv
kay pru+ Nkyy pru N kxy prv + Nkyy prv

Le terme Mf de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne ) suivants :

N N pww N N pwx N N pwy
Pl Niox N o Nioe NV e Nigix N py | T
N kwy N pww Nkw N pwx Nszv pr
’ N..N pow N fow N oo N,..N e N fow N oo N..N T N fow N .
Py N/ocx prw+ Nknypyw kax prx+Nknypyx kaprxy+Nknypyy
N hoy N pxw+ N kyy N pyw N foxy N pxx+N kyy N pyx N kxyN pxy+ N k)D’N Yy

4.5.2.3 Eléments du type Q4y

On procéde de la méme fagon que pour les éléments du type DST mais avec :
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Wi
BX]

S B
Vil_p

Yy

i

Wi
BxN
ByN

ol : B, estla matrice établie au [§4.3.1].

On en déduit que :

Uy
wl| ~ [0 0 N (&n) N (En) N, (&n)|v,
B.lF2.00 0 0 N (&.n) wy
B, “Mo o 0 0 N (&) ||Bu

By

La matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M 0
M — m ’
0 M,

La partie membrane A de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kiéme
ligne et p iéme colonne ) suivants :

Le terme Mf de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et p ieme colonne ) suivants :

N feww N pww Nkww N pwx Nkww N pwy 0 0 0
P m N kwa pww N waN pwx N kwa pwy TP f 0 NkN P 0
N, N N, N N _ N 0 0 N, N

kwy " pww kwy =" pwx kwy =" pwy k=" p
4.5.2.4 Remarque

On néglige dans l'expression de la matrice de masse élémentaire sans excentrement les termes

d’inertie de rotation fpfwx(sﬁx—"ﬁyéﬁy)ds car ces derniers sont négligeables par rapport aux
S

autres. En effet un facteur multiplicatif de h?/12 les lie aux autres termes et ils deviennent
négligeables pour un rapport épaisseur sur longueur caractéristique inférieur a 1/10. Lorsque
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) . .
'excentrement est introduit, ces termes de la forme f (pf+2d pmf+d 'Dm)( Bx53x+BJ)6 By)dS
S

ne sont plus négligeables et sont introduits dans I'expression de la matrice de masse.

Mise en ceuvre et post-traitements

5.1

L’excentrement est introduit par le mot-clé facultatif EXCENTREMENT au niveau de AFFE_CARA_ELEM
de la méme maniére que I'épaisseur selon les modalités définies en introduction. Quand ce mot-clé
n’est pas présent 'excentrement vaut zéro par défaut.

Application des efforts et couples

Tous les calculs sont faits dans le repére d’épure (plan du maillage). Si on définit des forces ou des
couples par rapport a un autre repére, l'utilisateur devra faire pour FORCE_ARETE et FORCE_NODALE
les transformations nécessaires pour se ramener au repére de maillage. Pour FORCE_COQUE
I'utilisateur pourra préciser le plan d’application des efforts et la conversion vers le repére de calcul
sera automatique.

On introduit ainsi dans AFFE_CHAR _MECA la notion de plan d’application des efforts par le mot-clé
PLAN sous FORCE _COQUE. Ce plan d’application est différent du plan de référence ou plan d’épure
sur lequel s’appuie le maillage. Pour ce mot-clé on définira les quatre possibilités suivantes
d’application des forces " | NF' * MOY" ‘SUP" ‘MAIL' . ‘INF ‘MOY' et‘ SUP signifient que
I'on applique les efforts en peau inférieure, moyenne et supérieure de plaque respectivement. * MAI L’
signifie que I'on applique les efforts au niveau du plan de référence ou plan du maillage. Par défaut
les efforts seront appliqués sur le plan du maillage de la plaque. Sont concernés les efforts de type
FORCE_COQUE du TEO032.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont aplliqués sur * MOY’ on utilise la
simple relation de passage :
c.=c —df )

c,=c,+df ,
pour ramener les efforts et les couples dans le repére du maillage ou on fait les calculs.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur * SUP' on utilise la
simple relation de passage :

cfx:cx—(d+h/2)fy
c’y:cy+(d+h/2)fx

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur ‘ | NF' on utilise la
simple relation de passage :

c.=c —(d—hl2)f

Jy

c,=c,+(d—hi2)f,

Si les efforts sont donnés dans le repére global de I'élément , on utilise des relations de passage du
type: ¢ =c+(d+eh/2)nA f ol ¢ estdéfini par rapport au repére ' | NF' * MOY' * SUP' avec
¢ égal a -1, 0 et 1, respectivement. Lorsqu’il n’'y a pas d’excentrement, la formule précédente se
réduita ¢’ =c+eh/2nA f .

Remarque :

Pour les chargements de type FORCE_ARETE ou FORCE_NODALE /es efforts et couples ne
peuvent étre exprimés que par rapport au repére du maillage. Si l'utilisateur ne les connait
que par rapport au feuillet moyen de la plaque, il devra effectuer le changement de repere a
la main pour avoir 'expression des efforts et des couples par rapport a la surface de
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maillage. La relation a utiliser est c=c+dn A [ ou d est la distance entre le plan de
calcul et le plan de chargement orientée par la normale a la coque. Il est évident que
l'utilisateur a intérét a ce que le plan de chargement soit le plan du maillage, mais il n’est pas
toujours possible de faire coincider ces deux plans comme on peut le voir sur la partie
gauche de la figure de la page 6.

5.2 Application des conditions aux limites en déplacement

Pour les conditions aux limites de type déplacement I'utilisateur devra faire attention au fait qu’elles
ne peuvent s’appliquer que sur le repére de maillage. Les relations de passage par rapport a des
conditions données sur le feuillet moyen sont les suivantes :

Gl”ef :Qmoy
=u, —0 Adn

u ref moy moy

5.3 Post-traitements

Pour les post-traitements, les résultats par défaut de type efforts généralisés sont donnés dans le
repére correspondant au plan d’épure. Pour les avoir dans les autres repéres, il faudra que 'utilisateur
indique le plan de post-traitement et les changements de repéres seront automatiques.

Pour le post-traitement des efforts généralisés, on pourra les calculer dans le feuillet moyen de la
coque via la commande POST CHAMP / COQUE EXCENT.
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6

Validation statique et modale

6.1

6.2

6.3

Validation initiale

La premiére partie de la validation consiste a tester une plaque simple soumise a des forces et
couples et dont le plan de maillage ne coincide pas avec le plan du feuillet moyen sur lequel sont
appliqués les efforts. Pour la plaque soumise a des forces et des couples, les résultats avec et sans
excentrement doivent tenir compte du changement de repére pour les couples comme indiqué ci-
dessous.

Les déplacements sont liés de la maniere suivante pour un point situé a une hauteur z par rapport au
feuillet moyen :
U=, 0, A20n=1t,,+0, A z+d)n

moy moy

ce qui s’écrit encore :

ce qui nous permet d’établir les relations de passage entre les déplacements par rapport au feuillet
moyen et ceux par rapport au plan de référence.

Pour les efforts généralisés, dans les deux cas de figure précédents, on a les mémes résultats sur les
feuillets moyen, inférieur et supérieur de plaque.

Cas-test SSLS111 : excentrement pour des plaques simples

Il s’agit d’'un calcul en flexion d'un bicouche constitué de deux matériaux isotropes différents. On
étudie le couplage membrane-flexion. Le calcul de référence est celui d’'un bicouche défini par
DEFI _COWPOSI TE composé des deux matériaux isotropes différents ( non symétrie suivant z).
L’autre modélisation est composée de deux plaques excentrées par rapport a la fibre moyenne de la
plaque utilisée avec DEFI _COVPCSI TE . Les résultats, identiques d’'une modélisation a l'autre, sont
donnés en terme de déplacements et d’efforts généralisés. De plus on effectue sur la géométrie de ce
test une analyse modale pour les deux modélisations: les fréquences propres trouvées sont
identiques.

Cas-test SSLS112 : excentrement pour des plaques composites

Il s’agit d’'un calcul en flexion d’'un quadricouche présentant une non-symétrie matérielle par rapport a
son plan moyen. Le calcul de référence utilise un quadricouches défini par DEFI _COWVPCOSI TE.
L’autre modélisation utilise deux bicouches définis par DEFI _COVPOSI TE mais excentrés par rapport
a la fibre moyenne du quadricouche. Les résultats, identiques d’une modélisation a I'autre, sont
donnés en terme de déplacements.
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7 Conclusion

Les éléments finis de plaque que nous décrivons ici sont utilisés dans les calculs de structures minces
élancées dont le rapport épaisseur sur longueur caractéristique est inférieur a 1/10. Le feuillet
moyen de ces structures ne coincide pas avec le plan du maillage (plan d’épure). L’excentrement
correspond donc a la distance du feuillet moyen par rapport au feuillet d’épure. Un excentrement d
positif signifie que la surface moyenne de la plaque est a une distance d n de I'élément de plague
maillé, la direction n étant donnée par la normale a I'élément.

Les valeurs de déplacements et d’efforts généralisés obtenus sont donnés par défaut dans le repere
du maillage. Pour les efforts généralisés, on peut cependant définir un repére de post-traitement -
repére associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure. De la méme maniére, les efforts
appliqués sont considérés comme étant donné par défaut dans le repére d’épure. Dans le cas de
FORCE_COQUE, on peut cependant préciser un repére d’application des efforts et couples - repere
associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure.

Des éléments équivalents ne sont pas disponibles en thermique ; les chainages thermo-mécaniques
ne sont donc pas disponibles pour les éléments de plaques excentrés.
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Annexe 1 Facteurs de correction de cisaillement transverse
pour des plaques orthotropes ou stratifiées
excentrées

La matrice Hct est définie de sorte que la densité surfacique d’énergie de cisaillement transverse obtenue

dans le cas de la distribution tridimensionnelle des contraintes issues de la résolution de I'équilibre soit égale a
celle du modéle de plaque basé sur les hypothéses de Reissner, pour un comportement en flexion simple. On

doit ainsi trouver 1 telle que :

+h/2 +hl2

L[ cu r=2ragir=tyn =" et 7= [ tdz=H
- T ) 2)/ t}/ avec e = Taz= cty'
—hi2 0, —hi2

Pour obtenir /7 on utilise la distribution de T suivant z obtenue & partir de la résolution des équations
d’équilibre 3D sans couples extérieurs :

o_=— f (UXX’ijng )dT;s = f . }H)dg avec 0, =0,=0 pour z=+h/2.
—hl2 —hl2

Dans le cas ou il n'y a pas de couplage membrane flexion (symétrie par rapport a z=0 ), les contraintes dans

le plan de I'élément o __, 0,0 ont pour expression dans le cas d’'un comportement de flexion pure :

xx’ 2 yy? Xy

o=zA(z)M avec A(Z):H(Z)H;l

Si Hlz| et H, nedépendentpasde x et y on peutdéterminer /1 .En effet :

Mm,x_M\) )
T M _+M M_ —M
T(z)=D,(2)T+Dy(z)A ob T=| *|=|" = ) ot A=| Mo o
Ty MU . Myy»y MW,A
Mxx,y
ainsi que :
——f Aty Ap+dy)
—hl2 A31+Az3 A22+A33
Dzz_f z| A=Ay A=Ay, 2A,, 2A4 dz
*/1/22 Azl_Azs A33_A22 2A32 2A21
+hl2
_ T yy—1 .
C,= | DIH,'D dz;
) —hl2
+
T C C T +hl2
Il en résulte que f tH 11:—( ) ITI 12 (A avec: C,,= f D]TH?DZdz;
2 i Ch Cy —hl2
+hl2
Cy,= [ DIH,'D,d:
—hl2
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+h!2

1

Comme par ailleurs — f tHg7 t—ETH;lT on propose de prendre Hct:CI_l1 pour satisfaire au mieux
—hl2
les deux équations quels que soient 7" et A .

+hl2

En comparant Hct ainsi calculée avec Hct: f H dz on fait apparaitre les coefficients de correction de
—hi2

cisaillement transverse suivant : k,=H'/H! -k, =HZIH" k,=H?IH> .

ct’
Pour une plaque homogeéne, isotrope ou anisotrope, on trouve ainsi : Hct =kh Hg avec k=5/6.
Remarques :

|Cette méthode n’est valide que lorsque la plaque composite est symétrique par rapport & z=0.

e Pour un matériau multicouche , on établit que :

i—1

N
h
:ZIthh AT——2ATH ZhhA——zA)
parl B

pp2 pppz

;7(2?+1—z?)[AiTH;1(Zh h,A —;—ZZA) (Zh h AT- ; 2ATH,'A,]
p=1 p=1
(2~ =) ATHL A,

80
ntds Aty

pour
Ay + A4y Ayt Ay

1 .
ou: hy=z,,,—z,, hiZE{ziH-i-z[} et A, représente la matrice

la couche i.

o . -1 R o o , L
+ Lavalidité du choix H ,=C,, peut étre examinée a posteriori lorsque I'on a une estimation de

la solution (champs de déplacements et de contraintes planes, notamment). On peut alors
estimer I'écart entre les deux estimations sur I'énergie. Une démarche de calcul en deux étapes

pour les plaques et coques multicouches (avec Hct diagonale et deux coefficients k, et k,)a
d’ailleurs été développée par Noor et Burton [bib10] [bib11].

» Dans le cas d’'une plaque homogéne isotrope ou anisotrope I'égalité entre les deux énergies est
satisfaite au sens strict puisque D, =0 . Le choix fait ci-dessus est alors valide et aucun examen
a posteriori n’est nécessaire.
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