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Pression suiveuse pour les éléments de coques
volumiques

Résumeé :

Nous présentons dans ce document, le modéle utilisé pour calculer le chargement de type pression suiveuse
agissant sur la surface moyenne des éléments finis de coques volumiques correspondant a la modélisation
COQUE_3D. La discrétisation du chargement conduit @ un vecteur nodal des forces externes et a une
contribution non symétrique dans la matrice tangente de rigidité. Ces objets éléments finis sont évalués a
chaque itération de I'algorithme de Newton de STAT NON LINE.
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Introduction

Notre analyse part de la formulation faible de I'équilibre sous un chargement de type pression
suiveuse activé par le mot-clé TYPE CHARGE :/SUIV’ dans la commande STAT NON LINE
[U4.32.01]. La différence par rapport a une analyse linéaire géométrique classique est que la pression
agit sur la géométrie déformée et non plus sur la géométrie initiale. Cette nouvelle géométrie est
obtenue a partir de la transformée de la surface moyenne initiale soumise a de grands déplacements
et de grandes rotations [R3.07.05]. Les notations sont inspirées de [R3.07.05].

Cette transformée peut étre paramétrisée exactement comme la surface initiale en utilisant les
coordonnées réduites de I'élément isoparamétrique associé : les repéres co-variants ou contra-
variants se construisent en chaque point de la surface déformée. L’écriture du travail virtuel de la
pression avec cette paramétrisation se fait dans la configuration déformée en utilisant les éléments
iso-paramétriques associés. Il en résulte une indépendance du domaine d’intégration avec les
déplacements que I'on utilise pour exprimer la variation du travail virtuel des efforts extérieurs de
pression par rapport aux dits déplacements. Cela présente un avantage important par rapport a la
méthode appliquée pour la pression qui suit les facettes des éléments 3D [R3.03.04]. En effet, cette
derniere méthode, basée sur une formulation Lagrangienne actualisée, conduit a des termes non
linéaires difficiles a linéariser, provenant de la transformation jacobienne par rapport a la configuration
de référence.

Les objets éléments finis obtenus par linéarisation par rapport aux déplacements incrémentaux du
travail virtuel des efforts extérieurs de pression sont a réactualiser a chaque itération de I'algorithme
de Newton de STAT NON_LINE. Nous soulignons le fait que la contribution de la pression suiveuse a
la matrice tangente de rigidité est non symétrique, et nous rappelons que la partie géométrique de la
matrice tangente est déja non symétrique [bib2].

Cinématique

Pour les éléments de coque volumique () on définit une surface de référence (v, ou surface

moyenne, gauche ( de coordonnées curvilignes & &, par exemple) et une épaisseur h(§] §2)
mesurée selon la normale a la surface moyenne. La position des points de la coque est donnée par
les coordonnées curvilignes (El , Ez) de la surface moyenne (y et I'élévation §3 par rapport a cette
surface.

On rappelle la grande transformation subie par la coque :

w? (ensemble des points p? a 5320 ) est la transformée de la surface moyenne initiale

(ensemble des points Pa &,=0).

La position du point P? sur la configuration déformée peut étre établie en fonction de la position du
point initial p comme suit :

x(,ﬁ(gl,gz):xp(’g'l,Ez)+up(§1,§2) '

Manuel de référence Fascicule r3.03 : Conditions aux limites et chargements

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code_Aster detault

Titre : Pression suiveuse pour les éléments de coques volul...] Date : 28/03/2011 Page : 4/13
Responsable : Thomas DE SOZA Clé : R3.03.07 Révision : 5989
n?(5.5)=Ng.8)n (4.8)
n(&.§) Da yapy;
uo(&.4.8) 0%(& #0)
o(& =)
" P#(& =0
P(§ =0) \ype====
up(£.8.4 =0)
x5(4.4.4)
xp(§. 4.6 =0)
x0(§.4.8) e .y x%(&,5,5 =0)
A
>
e X

e; , z

Figure 2-a : Coque volumique.
Grandes transformations d’une fibre initialement normale a la surface moyenne

21 Paramétrisation de la transformée de la surface moyenne
La transformée y’ peut étre paramétrisée d’une facon similaire a la paramétrisation de la surface
initiale. Ainsi on peut définir I'élément infinitésimal de vecteur tangenta w’ :

ox? ox?
dxﬁ(§1,§2)=a—;d§1+ r

1 xl

dE,

dX(Ie(El’ Ez):dgla(lp(xl ’ x2)+d§2a(2p(§1 ’52)

Manuel de référence Fascicule r3.03 : Conditions aux limites et chargements

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster et
— default
Titre : Pression suiveuse pour les éléments de coques volul...] Date : 28/03/2011 Page : 5/13
Responsable : Thomas DE SOZA Clé : R3.03.07 Révision : 5989

ou

[ Nz P ¢ @
a, (51,52), a, (El,‘éz” représente une base naturelle non orthogonale (“1 .a, #0) et non

normée (||a‘lp||¢l; alll# 1) tangente a la surface (»” . Les deux vecteurs de base peuvent étre

liés aux déplacements via la formule suivante :

ox} B 8(xp+up)

2]
a (E ’E = =
1151 2) 651 agl
[
(p( )_axP_a(xp+up)
a, E1’52 - P - P
g, £,
ce qui permet de les relier aux vecteurs de la base naturelle liée a la surface initiale ,,, par les
relations :
g £, |=a [z, £+ 22
a , 6. |—a , +
1 1 2 1 1 2 agl
ou

af(§1,§2)=a2(€1,62)+6 :

2

Il est important de noter que ces vecteurs sont distincts des vecteurs obtenus par la grande rotation
A des vecteurs al(El, 52);%(51,};2) :

a?|g, & |#Alg, 5 )a £, )
aflg, & |#A[E o, (g, )|

En effet, du fait de la déformation due au cisaillement transverse, les vecteurs tournés ne sont plus
tangents a (»® . L'illustration de cela est donnée par la [Figure 3.1-a].

Avec cette paramétrisation, le vecteur infinitésimal élément de surface qui est perpendiculaire a (»*
peut s’écrire :

dw(p(§1 , Ez)=af(§1 , §2)><a(§(§1, Ez)d§1d§2
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3 Formulation variationnelle

3.1 Travail virtuel

nié.,é) 0 w

Py
n’ (£,6,) =N (,,6,) n (§,6,)

7l o

/

P =p,

I3 4

Figure 3.1-a : Coque volumique.
Pression suiveuse sur la surface moyenne initiale et sa transformée

Le travail virtuel d'une pression suiveuse p (c'est-a-dire agissant sur la surface moyenne

transformée et se déplagant avec) peut étre exprimé sous la forme :

o ——J‘wwéup.pdw‘p

pression

suiveuse
Si I'on utilise I'élément de surface isoparamétrique correspondant a notre modélisation de coque
volumique, la surface 4 ? s'exprime directement en fonction des coordonnées isoparamétriques

d& d&, eton obtient la forme simple suivante de I'équation ci-dessus :

__f[—1,+1]><[—1,+1] 5up.p(‘§l, EZ)a(lp(gl ’ EZ)Xa(Zp(El ’EZ)dgldEZ

pression

suiveuse
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3.2 Opérateur tangent

Comme le travail virtuel de la pression suiveuse dépend de la configuration courante, sa variation
linéaire A n’est pas nulle et doit étre prise en compte. L’opérateur tangent associé a ce travail virtuel

s’écrit a l'itération (H—l) sous la forme :

=5 +AsT"

pression pression

A(Sﬂ_(z‘ﬂ)

pression

L

suiveuse suiveuse suiveuse

(i)
ou A 5Trpressi0n est 'incrément entre deux itérations du travail virtuel de la pression suiveuse. Si la

suiveuse

pression est donnée sous la forme :
P=Ap,

A étant le niveau de charge qui est fixe durant les itérations (pilotage en charge A A=( ), on peut
écrire :
— @ P_ @ P
A(Snpression_ f[—1,+1]x[—1,+1 6up‘p a XAaz a2><Aa1 d§1d§2

Les variations incrémentales des vecteurs de la base locale tangente a la transformée de la surface
moyenne sont données par :

Aa‘pz—a Au
1 651 P

Aa‘”=—a Au
2 852 P

puisque la surface moyenne initiale ne “ bouge ” pas pendant les itérations ce qui entraine A X,= 0.

Ces calculs permettent finalement d’établir 'expression de l'incrément du travail virtuel de pression
suiveuse sous la forme :

0

_AMP_

a‘fx dg dg,

pression

_ P 0
A67T _J‘[fl,Jrl]X[flﬁl](suP‘P a2>< EAMP

2 2

suiveuse

ou et sont respectivement les matrices antisymétriques des vecteurs tangents

alX |et|alX

aj eta respectivement.

Remarque :

Dans la référence [bib2], une intégration par partie est entreprise sur I'expression ci-dessus.
Il est montré que la matrice tangente peut étre décomposée en une partie symétrique issue
d’une intégration sur le domaine et d’une partie anti-symétrique issue de l'intégration sur le
contour. Il est aussi montré que l'assemblage des parties antisymétriques des matrices
tangentes élémentaires conduit a une matrice nulle quand la pression est continue d’un
éléement fini a un autre, du fait de I'existence d’un potentiel associé au travail de la pression
dans ce cas Ia.
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4

Discrétisation

Aux points P de la surface moyenne, l'interpolation du déplacement virtuel s’écrit :

NBI ou
ulg )= X N (g &) 50
= owl;

et l'interpolation du déplacement incrémental entre deux itérations s’écrit :

NBl Au
”(51,52)22]\]‘)”(51,52) Av
= Awl,

Nous réécrivons les deux équations précédentes sous la forme matricielle :

sulg, &)=IN|su
Au(EnEz):[NHA”r

ou [N] est la matrice des fonctions de forme de translation a la surface moyenne, dont I'expression

est:

oS O O
oS O O
oS O O

I=1,NB1 NB2

Les fonctions de forme N(Il)et N?} (utilisées par la suite sont données en annexe de [R3.07.04]. Les
nceuds /=1, NB1 sont les nceuds sommets et les milieux des cotés (pour le quadrangle et le

triangle). Le nceud NB 2 est au barycentre de I'élément.
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Le vecteur {5u }e est le vecteur nodal des déplacements virtuels donné par :

ow
60

50
50 |,

e z

I=1,NBI

50
50,
o Qx NB2

Le vecteur {A u}e est le vecteur nodal des déplacements incrémental entre deux itérations.
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Au
Av
Aw
AGX
A0
y

z

Au}e

—_—

1=1,NBI

A 0.
AYCN
A Gx NB2
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Cette discrétisation nous permet aussi d’établir 'expression des dérivées du déplacement incrémental
de la surface moyenne par rapport aux coordonnées isoparamétriques surfaciques sous la forme :

0 0 ( le
——Au =|——N||Au|
agl (61,52) {agz [ J

0 0 (A€
—Au =|—N| Au|
o, 0% {azz -

0 0
ou OF N et OF N sont les matrices dérivées des fonctions de formes de translation a la
1 2

surface moyenne, dont les expressions sont :

Syi|1 0 offo 0 o 00 0
[LN]:... 1o 1 0llo 0o 0 o 0 0
0%, %10 0 1)0 0 0lorns [0 0 0y

Syi1 0 ofo o o 00 0
{iN];.. "o 1 oflo o o .o 0 o
0E, %00 0 1]jo 0 o

1|7=1,NB1 _O 0 O_NBz
Ainsi on peut exprimer le travail virtuel de la pression suiveuse sous la forme matricielle suivante :

s el
aﬂpressian_ ( Su )
suiveuse

e
f pression

suiveuse

e

avec [fpressian] le vecteur nodal des forces externes qui peut étre exprimé de la maniére suivante :

suiveuse

[f;ression]:f[1j+]]><[1,+1] {N]T(a(lpxa(lp)dgl d§2

suiveuse

Il est important de noter qu’avec notre paramétrisation de la transformée de la surface moyenne, le

/(=0

jacobien det de cette surface n’est pas impliqué dans le calcul des objets éléments

finis.

On notera aussi que la pression est discrétisée avec une interpolation isoparamétrique des valeurs
aux NB2 nceuds :

NB?2

ple. &)= N[5, &) p,

=1
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On peut aussi exprimer l'incrément entre deux itérations du travail virtuel de la pression suiveuse sous
la forme matricielle :

Ast =—(su)[K°  )[Auf)

pression T pression
suiveuse suiveuse

e
ou {KT pression} est la contribution dans la matrice tangente de rigidité des forces externes qui peut
suiveuse

étre exprimée sous la forme :

[KeTpression]:J'[—l,+l]><[—l,+1:{Nlp{a(lpx} dgldgz_f[—1,+1:x,—1,+1][N}p[a(fx} d§1d§2

suiveuse

9 N
¢

2

0 N
o0&

1

Remarque :

On constate que les formulations éléments finis issues de cette approche ne font pas
intervenir les degrés de liberté de rotations. Le traitement est donc aussi valable pour les
facettes des éléments finis de I'élasticité tridimensionnelle.
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