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Eléments a discontinuité interne, comportement
CzM EXP et pilotage du chargement

Résumé :

En s’appuyant sur une formulation énergétique exposée brievement dans une premiére partie nous présentons
un modéle numérique d’amorcage et de propagation de fissures bidimensionnels. Celui-ci s’appuie sur un
élément fini avec une discontinuité de déplacement interne, proche des modéles connus sous I'appellation
« embedded discontinuity finite element» dans la littérature.

Pour ce modéle, nous détaillons la loi de comportement utilisée (de type Cohésive Zone Model exponentielle :
mot clé czM EXP ), les propriétés de I'élément fini ainsi que la résolution du probléme de minimisation de
I'énergie totale. Par ailleurs nous décrivons une technique de pilotage du chargement permettant de suivre
d’éventuelles instabilités dans la réponse globale de la structure.

Ces éléments peuvent étre utilisés en 2D plan ou axisymétrique uniquement avec les modélisations
PLAN ELDI et AXIS ELDI. lls sont validés sur les cas tests ssnpl28a (documentation [V6.03.128]) et
ssna115a (documentation [V6.01.115]).

Remarques :

*Cette documentation est largement inspirée des travaux de thése 23. Le lecteur intéressé pourra s’y reporter
pour avoir une vision plus compléte du lien de ce modele avec l'approche énergétique « Francfort
Marigo » ainsi qu’un certain nombre de résultats numériques.

*Le choix de regrouper dans une méme documentation la présentation d’'un élément fini et d’'une loi de
comportement est lié a la spécificité du modéle et a pour but de faciliter sa compréhension.
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1 Modeéle énergétique de fissuration

Le but de cette partie est de dresser le cadre général d'un modéle d’amorgage et propagation de fissure basé
sur un principe de minimisation d’énergie. Ce modéle s’inspire de ceux développés dans la littérature sous
'appellation « Modeéles de Forces Cohésives » dans le sens ou I'on cherche a prendre en compte une
interaction résiduelle entre les lévres de la fissure. Toutefois, la différence majeure de notre approche est la
formulation du probléeme dans un cadre plus large en adoptant le point de vue énergétique introduit par
Francfort et Marigo 23.

L’idée consiste a prendre en compte le processus de dissipation d’énergie au cours de la fissuration grace a
une énergie définie sur une surface de discontinuité et dépendant du saut de déplacement a travers cette
derniére. Nous nous contenterons ici de poser le probléeme sous sa forme continue en espace et semi-
discrétisé en temps sans chercher a expliciter la forme de I'énergie de surface.

La partie suivante sera consacrée a la mise en ceuvre de I'élément fini a discontinuité interne s’appuyant sur
cette formulation énergétique.

1.1  Principe général

On considére une structure élastique définie par le domaine () et une fissure définie comme une surface de
discontinuité notée [ a travers laquelle le déplacement u admet un saut § :

6 =[u]; (1)

On définit I'énergie totale E, de cette structure comme la somme de son énergie élastique notée ¢ , d'une
énergie de surface notée ¥ etde W' potentiel des efforts extérieurs :

E,=b+¥—-Ww™ ()

On note @ngqb.d.() et Y’:fr @.dI', ou ¢ et ( désignent respectivement la densité d’énergie

élastique et la densité d’énergie de surface. L’énergie totale est une fonction du déplacement u et du saut de
déplacement § , le probléme de minimisation s'écrit :

Chercher (u°,8 ) minimum local de I'énergie totale E,(u, &) (3)

Rappelons que l'on effectue une recherche de minimum Jocal car I'énergie totale n’est pas bornée
inférieurement en présence de forces extérieures. A présent, voyons quelles hypothéses on peut formuler sur
I'énergie de surface afin de prendre en compte la condition de non inter-pénétration des lévres de la fissure et
suivant que I'on considére la fissuration comme un processus réversible ou non.

1.2 Modéle réversible

Présentons un premier modéle simple, mais peu réaliste d'un point de vue physique a I'échelle macroscopique,
ou I'on suppose que la fissuration d’'un matériau est un processus réversible. On considére que la refermeture
totale des lévres d’une fissure permet de retrouver un matériau sain. L’énergie de surface peut s’écrire comme
la somme d’une fonction de la norme euclidienne du saut de déplacement et d’une indicatrice rendant compte
de la condition de non-interpénétration des lévres :

¥(6)=¥, I8+ (5, (4)

avec 0,=d-n ou n estlanormale a la discontinuité et I|R+(5,,) est la fonction indicatrice :
+o0 st 6,<0

1 ‘(611): . !
0 s 6,20

R
Le modéle développé dans Code Aster permet quant a lui de prendre en compte lirréversibilité de la
fissuration, il est présenté dans la section suivante.

()

1.3 Modéle a mémoire
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En s’appuyant sur I'écriture du modele réversible précédent, on introduit une variable interne notée g
permettant de mémoriser I'état de fissuration a un instant donné et traduire ainsi son caractére irréversible. On
définit son évolution de la fagon suivante :

[K(O) = K,

k(t) = sup{[ls()

T<t

K] V=0 (6)

On peut de maniere équivalente exprimer cette loi d’évolution au moyen d’une fonction seuil f définie par :

fk,81=18-x (7)
La loi d’évolution prend alors la forme d’une condition de cohérence classique :
<0, k=0, fxk=0 (8)
On définit I'énergie de surface ¥ comme une fonction du saut de déplacement et de la variable g :
v (8, k)=H8]—k|. ¥ 8]+ 1= H 18] -k)|. ¥, 18], 6|+ 1[5, (©)
avec H fonction de Heaviside définie par :
I si x>0
H(x)= 10
=5 & x<o (10)

L’énergie de surface ¥ vaudra donc ¥, si le seuil est positif, traduisant la dissipation lorsque la fissure
évolue. Et elle vaudra ¥, , traduisant une évolution sans dissipation d’énergie, si le seuil est négatif. ¥,
prend en compte le cas ou la fissure se referme ; on fait le choix d’'une décharge linéaire, donc la densité
d’énergie de surface correspondante ¥, , sera de la forme :

,K):%.R(K).nanhco (1)

ou R(K) et C, sont choisis pour assurer le caractére continGment dérivable de I'énergie. La densité

II/l[n(Ha

d’énergie de surface ¥, lorsque la fissuration évolue peut prendre de nombreuses formes; nous en
donnerons un exemple pour le modéle élément finis du chapitre 5. A partir des densités d’énergie de surface

Y . et ¥,, on peut définir le vecteur contrainte g a travers la discontinuité :
. 0¥, .
0'26—61’” si ||6]]<«k
(12)
- alI/dis :
o=—->— si ||6]|>«
06

C’est la loi d’interface que nous adopterons.

1.4 Discrétisation temporelle

Présentons maintenant la discrétisation temporelle. Précisons tout d’abord que I'on envisage uniquement des
évolutions quasi-statiques, le temps est donc paramétré par des incréments de chargement. En effectuant une

semi-discrétisation en temps, on définit 'énergie de surface ¥ a un instant ;| comme une fonction du saut de
déplacement et de k'~!' variable interne a l'instant i —1 :

v (&, k' =H (8] -k I8+ 1 H[8]— ) w816+ 1[5, (13)
Le probléme de minimisation s’écrit alors a l'instant i :
minET(u,(S;K"*l) (14)
u,é
La variable interne a l'instant i est actualisée une fois le saut a I'instant i connu :
K'=max|||& e (15)
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2 Modeéle a discontinuité interne

Ce modéle permet de prendre en compte I'amorgage et la propagation de fissures dans une structure pour une
direction donnée. Celui-ci est basé sur des élément finis particuliers que I'on appelle éléments a discontinuité
interne (de I'anglais embedded discontinuity finite elements). L'idée principale repose sur l'introduction d’une
discontinuité incluse dans I'élément et d’'une variable interne de seuil gérant le processus dissipatif ainsi que le
caractére irréversible de la fissuration. De plus, le saut de déplacement sera considéré constant par élément ce
qui facilitera la résolution numérique. On pourra adopter une technique de condensation statique ou le calcul
du saut lors de la minimisation se fera au niveau élémentaire.

L’élément a discontinuité a été développé dans le but de s’affranchir de la régularisation de I'énergie en zéro
(adhérence pénalisée) de la loi CzM EXP REG développée pour I'élément de joint (voir documentation
[R3.06.09] pour I'élément et [R7.02.11] pour la loi). En effet, celle-ci est préjudiciable pour les modeéles basés
sur un principe de minimum d’énergie puisqu’elle conduit a annuler la dérivée de la densité d’énergie de
surface en zéro c’est-a-dire la contrainte critique du modéle. Dans une telle situation, 'amorgage d’une fissure
se produit dés la mise en charge, aussi faible soit elle (notons toutefois que cela n'empéche pas d’obtenir des
résultats intéressant avec une telle loi, dés lors qu’on se fixe le trajet de fissuration).

Pour prendre en compte la discontinuité on effectue un enrichissement des déplacements et des déformations
qui permet d’assurer leur compatibilité.

Dans cette partie on présentera dans un premier temps la loi de comportement qui gouverne I'élément a
discontinuité. On sera amené a définir un vecteur contrainte dans I'élément qui servira lors de la minimisation
de I'énergie. On détaillera ensuite les propriétés de I'élément fini puis la résolution numérique du probléme de
minimisation d’énergie.

2.1 Loi de comportement de I’élément a discontinuité : CZM_EXP

Les éléments a discontinuité ont un comportement mixte : élastique et dissipatif. L'énergie totale de I'élément
s’écrit comme la somme d'une énergie élastique et d'une énergie de surface de type CZM. Les parties
suivantes seront consacrées a la présentation de cette derniére ainsi qu’a la contrainte qui en dérive.

2.1.1 Energie totale dans I’élément a discontinuité

On choisit I'énergie totale £, comme la somme d’une énergie élastique définie sur I'élément noté (2, et
d’une énergie de surface définie sur la discontinuité de I'élément notée I, :

E/ U8 kl=0\U,8|+¥(5 x| (16)

ou ¢ correspond a I'énergie élastique. Notons que celle-ci dépend du déplacement nodal U et du saut de
déplacement § constant (dans I'élément) dont on verra qu’il induit une déformation supplémentaire. L’énergie
de surface ¥ dépend du saut de déplacement et de i variable interne permettant de traiter l'irréversibilité de
la fissuration.

Remarque : Le trajet de fissuration est connu a priori, la normale a la discontinuité sera donc fixée par
I'orientation des éléments dans le maillage (voir figure 1).

2.1.1.1 Energie élastique

Pour définir I'énergie élastique nous aurons besoin d'introduire dés a présent l'interpolation du champ de
déplacement dans 'élément a discontinuité, les propriétés de ce dernier seront toutefois détaillées dans une

partie a suivre (voir §2.2). On représente sur la figure 1 I'élément a discontinuité noté (2,, c’est un quadrangle
a quatre noceuds avec une discontinuité interne que I'on note I, .
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Figure 1: Elément a discontinuité
L'interpolation du champ de déplacement u(x) dans I'élément a discontinuité s’écrit :
UA
U
7P |+H, (x).6 (17)
UC_(S ¢
UD—(S

avec N matrice des fonctions de forme bilinéaire classique de type QI HF‘, la fonction de Heaviside sur la
discontinuité de I'élément I', valant 1 si x€(, et 0si x€Q,. Le vecteur § correspond au saut de
déplacement sur la discontinuité. On a bien [[u]]=6 puisque N est une fonction continue et HFE:I sur
I',. De plus, les U (indicés par les sommets) correspondent aux déplacements nodaux, en effet on peut
écrire :
U, U,
U,l_ U,
U, |U~+6-6
U, \U,+6-6

A partir du champ approché (17) on peut définir la déformation associée sur l'élément hors de la
discontinuité :

(18)

U,
Us

c

UD_a

e=V'N(x). U +V'H | (x)6 (19)

V?* désigne le gradient symétrisé. On peut récrire (19) sous la forme synthétique :
e=B.U-D.é (20)
ou B est la matrice des gradients symétrisés des fonctions de forme, U=(U,,U,, U, UD)T et

D .§=B(0,0,5, 6)T. Dans l'expression (20) on distingue une partie de la déformation liée aux
déplacements B .U et une autre partie — D .§ liée au saut. La contrainte pour une loi de comportement
élastique s’écrit :

o=F.€ (21)
Avec E le tenseur d’élasticité. L’énergie élastique dans I'élément est donc définie par :
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1 ' T
®(U,8)=>.[,|B.U-D.5| .E.B.U-D.5].d0 (22)

2.1.1.2 Energie de surface

Comme nous I'avons présenté dans le modéle théorique (voir §1), on choisit une énergie de surface dépendant
de la norme du saut de déplacement ||6 , de g variable interne positive (sa valeur initiale «, est nulle) et
de l'orientation de la fissure (uniquement pour la condition de contact). On prend :

¥ (8,k)=H|8]~ k). ¥ 161l +[1—H 18]~ ) |. ¥, [16]], |+ 1.8 n] (23)

La fonction indicatrice /- permet de prendre en compte la condition de non interpénétration des lévres de la
fissure :

[4—00 si 6:n<0
|0 si6n>0

Suivant la valeur du seuil, I'énergie de surface vaudra ¥, ou ¥, (plus la fonction indicatrice). Dans le

premier cas on parlera de régime dissipatif, dans le second cas de régime linéaire. On peut écrire les deux
énergies sous la forme :

¥, 1811= 1, wallsll-ar et ¥,,180.x1=f, w, (I8

avec y,, et g, densités d’énergie de surface. Présentons en détail les valeurs de ces densités.

I6,]= (24)

,k|.dT (25)

Densité d'énergie de surface en régime linéaire

Dans le cas ou une fissure existante évolue (ouverture ou refermeture) sans dissiper d’énergie i.e. ||6||<K ,

I'élément sera dans une phase linéaire (charge ou décharge). On choisit donc une densité d’énergie fonction
quadratique de la norme du saut :

1
¥ll61, kl==.Plkl.|6f+C, (26)

=5

C

o.
ou P(k)=—=.exp .k | est choisi afin d’assurer la continuité de la dérivée de ¥ en g (i.e. la

K

c
continuité de la contrainte dans I'élément d'un régime a l'autre) et C, constante permettant d’assurer la
continuité de ¥ en k.

Densité d'énergie en régime dissipatif

En s’inspirant de I'idée de Barenblatt 23 de tenir compte du processus de rupture des liaisons inter-
atomiques, on suppose que I'énergie de surface est nulle en zéro et croit vers I'énergie de Giriffith lorsque la
valeur du saut devient importante devant la longueur caractéristique de I'échelle atomique. De plus en
s’appuyant sur la forme des potentiels inter-atomiques on choisit une énergie croissante concave et a dérivée
convexe. On sait en particulier que la concavité joue un réle essentiel en dimension 1 pour limiter le nombre
de fissures (voir Charlotte et al. 23). Ainsi, dans le cas ot ||§||<x , on choisit une densité d’énergie de surface

de la forme suivante, illustrée sur la figure 2 :

o
' = ——c,

c

| 1—exp (27)

C.
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G. représente le taux de restitution d’énergie critique (ou ténacité) du matériau et UC,ZY’;EV(O) la contrainte

critique.

O

Figure 2: Densité d’énergie de surface en
fonction de la norme du saut

2.1.2 Vecteur contrainte dans I’élément a discontinuité

Soit a=(0,,0,) le vecteur contrainte dans I'élément. Lorsque I'élément est sain (k=0), I'énergie de
surface est nulle. Le vecteur contrainte est défini a partir du tenseur des contraintes de la loi de comportement
élastique et de la normale a la ligne de discontinuité :

o=0n (28)
On verra par la suite (voir §2.3.1.1 sur le critére d’'amorgage ) que le saut reste nul tant que la norme du
vecteur contrainte n’atteint pas la contrainte critique o, . En revanche, si le seuil x n’est pas nul, le vecteur
contrainte dans I'élément est donné par la dérivée de la densité d’énergie de surface par rapport au saut (le
vecteur contrainte reste égal & ¢ -n puisque I'élément assure la continuité de la contrainte normale, voir
§2.2.2).

21.2.1 Régime linéaire

En régime linéaire ( ||§ ||< k ), le vecteur contrainte vaut :

. oY,
o=——=P(k).6 (29)
5 (k)
Et sa dérivée par rapport au saut :
oo
—=1Id .P(k 30
75 (k) (30)

2.1.2.2 Régime dissipatif

En régime dissipatif ( ||§|> k ), le vecteur contrainte vaut :

. oY, S o
o=—="=0,.—.exp|——.||6 (31)
o5 hol PG, ”)
Et sa dérivée par rapport au saut :
00 Id o6 6 |9., 1 o,
=0,. ——Q®—.|—=—+—||.exp ——||5||) (32)
06 sl lisll lisll \G. el G,
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2.1.2.3 lllustration graphique

On représente sur la figure 3 I'évolution de la norme du vecteur contrainte dans I'élément en fonction de la
norme du saut. Les fleches représentent les évolutions possibles du vecteur contrainte suivant le cas de figure
(élément sain, régime linéaire ou régime dissipatif).

loll

Régime

K

Figure 3: Norme du vecteur
contrainte en fonction de la norme
du saut
Au seuil en saut k correspond un seuil en contrainte que I'on note R(K). Ce dernier va
déterminer a partir de quel niveau de contrainte la fissure dissipera de I'énergie. Ce seuil va évoluer avec
'ouverture de la fissure, il dépend de K et est défini par :

C

R(k)=0,.exp K (33)

c

Notons que lorsque x=() ce seuil correspond au critére d’amorgage que nous présenterons au §2.3.1.1.

2.2 Propriétés de I’élément a discontinuité

L’élément a discontinuité est un quadrangle a quatre nceuds avec un saut de déplacement interne. Une
premiére partie sera consacrée a la description géométrique de I'élément ainsi qu'a la présentation d'un
paramétrage en s’appuyant sur I'élément de référence. Ensuite, nous verrons que I'élément assure la continuité
de la contrainte normale a travers le saut de déplacement. Puis, nous montrerons l'unicit¢é du saut de
déplacement pourvu que la taille de I'élément soit suffisamment petite. Pour finir, nous verrons que le choix
d’un saut constant introduit une énergie de surface parasite qui tend vers zéro quand on raffine le maillage.

2.21 Géométrie de I'’élément et paramétrage
2211 Géométrie

Soit (X ,Y) la base cartésienne constituant un repére global de |R* . L'élément & discontinuité, noté (2, est
un élément fini quadrangle & quatre noeuds. Il est constitué d’'une région élastique et d’'une discontinuité I,
passant par le centre de I'élément (segment passant par les milieux des cotés | AD | et [ BC|) et de longueur
[ (voir figure 4).

L'orientation de la discontinuité d t (m,t). L'élément de référence

Figure 4: Elément a discontinuité
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(-1,1 (L,1)

(-1,-1 ) [1,-1)
Figure 5: Elément de référence
2.2.1.2 Paramétrage
Soit T la transformation géométrique qui a un point (x, y) de I'élément a discontinuité associe un point

(n,&) de élément de référence. Cherchons & paramétrer la position d’'un point M quelconque de I'élément &
discontinuité par (n, g) ses coordonnées dans le repére de I'élément de référence.

¢, T

E

Figure 6: Paramétrage de
I’élément a discontinuité
Soient P, O et M les points (voir figure 6) tels que :

‘?:%«1+ajﬁ
5@:%41+gy56 (34)
— ] —
PMZE.(I —r]).PQ
En utilisant la somme des vecteurs, on a :
ANl = AP+ Pi =7.(1+8). 4B+ .(1-n). PD (35)
On ré-écrit le vecteur PO
PO=PA+ AD+ DQ (36)
En développant avec les expressions de (34) :
}TQ:%.(I+§).§Z+A_5+%.(1+§).BE (37)
En regroupant les termes, on obtient finalement :
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air=14n 14& gp 10 g5, 1-n 148 5F (38)
2 2 2 2 2
Et donc :
dx|_N(§) T(n)
d M= =—=.dn+——.d 39
dy > n+— g (39)

Avec les deux vecteurs du repére sur la discontinuité :

N(E):[Nx]:(lﬁ) 15-U1=8) 5=_ 75

Ny | ? | ? (40)
T(n):[;x =) g U0 pE
|7,
On a alors le paramétrage :
dx dn
=\J|. 41
w7 gz (41)
Ou {J} est la matrice jacobienne de la transformation :
=L |V Ty (42)
2N, T,

Remarque : La discontinuité se situant au centre de I'élément, on peut définir les vecteurs du repére local a
celle-ci ainsi que sa longueur a partir du vecteur 7 en n=0:

n=R__, T(0)/||T(0)]
t=T(0)/|T(0)| (43)
I=||T(0)]

2.2.2 Continuité de la contrainte normale

En s’appuyant sur le paramétrage précédent, on montre dans 23 comment I'élément a discontinuité assure la
continuité de la contrainte normale a travers le saut de déplacement quand la contrainte est homogéne dans

—

rélément. Dit autrement, on montre que le vecteur contrainte = (&) de la loi de comportement czM ExP
(voir §2.1.2) est égal a la contrainte normale dans I'élément o . 5 .

2.2.3 Condition d’existence et d’unicité du saut dans I’élément

D’un point de vue numérique il est important de se placer dans un cas de figure ou la recherche du saut dans
I'élément conduit a une solution unique. En d’autres termes il est nécessaire que la solution du probléme de
minimisation (44) posséde une seule solution a U et g fixés.

min £,(U 6 , k| (44)
5€R’
Dans 23 on montre que I'existence et I'unicité du saut sont assurés dés que la condition suivante, portant sur la
géomeétrie ainsi que sur les paramétres matériau de I'élément, est assurée :

2
H
16'2

2 c
4

>/.

1 .
—.min||T(n,)

w, o,

Remarque : Dans le cas particulier ou I'élément a discontinuité est rectangulaire, les poids des points de
Gauss sont égaux a un quart de la surface de I'élément. De plus, la longueur de I'élément est égale a la
longueur de la discontinuité /. Sion note e la largeur de I'élément, on a pour tout g :

(45)

c
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[.e
ngT (46)
De plus ||T||=/ sur chaque point de Gauss, donc la condition d’unicité devient une condition sur la largeur de
Iélément :

G,
e<p.—; (47)
o

c

C’est cette derniére condition qui permet d’assurer I'unicité du saut pour les éléments a discontinuité dans
Code_Aster. Il faut donc manipuler avec précaution ces derniers quand ils ne sont pas de forme rectangulaire
et s’assurer que la condition donnée par (45) est bien vérifiée.

2.2.4 Energie parasite

Le saut constant dans I'’élément & discontinuité conduit a introduire une énergie parasite a l'interface entre deux
éléments adjacents. On montre dans 23 que cette énergie tend vers zéro quand on raffine le maillage.

2.3 Minimisation de I’énergie totale

En adoptant le principe de minimisation d’énergie, le but de cette partie est de présenter le calcul du saut de
déplacement dans les éléments a discontinuité ainsi que celui du champ de déplacement. L’énergie totale (voir

§2.1.1) n’est pas convexe vis-a-vis du couple (U,6)- La recherche d’'un minimum global pour une telle
fonctionnelle n’est pas possible avec la méthode numérique que nous utiliserons. De plus, a force imposée,
I'énergie totale n’étant pas bornée inférieurement, le minimum global n’existe pas. Ces deux arguments nous
ameénent a faire le choix de rechercher un minimum local. Le probléme de minimisation de I'énergie totale
s’écrit :

Chercher (U",6") minimum local de I'¢énergie totale E,(U 8, k) (48)
Dans une premiére section (§12) on cherchera a calculer §* minimum local de I'énergie totale & U fixé :

6*(U):argminET(U,6,K) (49)
o

Dans la seconde section (§16), on se contentera de chercher une condition nécessaire pour que /" soit
minimum local de I'énergie totale avec 5:6*(U) :

U*ZargminET(U,(S*(U),K) (50)
U

Cette seconde étape revient a résoudre les équations d’équilibre en tenant compte des éventuels travaux des
efforts extérieurs et des déplacements imposés a la structure.

Remarque : Le traitement numérique de l'indicatrice I|R+(6~n) traduisant la condition de non-interpénétration
des lévres de la fissure, s’effectuera en ajoutant la contrainte §-n>( au probléme de minimisation.

2.3.1 Minimisation de I’énergie totale par rapport au saut

L'objet de cette section est de calculer les sauts de déplacement, sur chacun des éléments a discontinuité d’'un
maillage, qui minimisent I'énergie totale. Si on indice par i les éléments a discontinuité et que I'on note 6,
les sauts de déplacement sur chacun de ces éléments, le probléme de minimisation s’écrit :
Chercherles &, minima locaux de 1'énergie totale, solutions de min Z E T( U,é,, K) (51)
8;,6;,n=0
Deux points importants vont permettre de simplifier sensiblement le probléme. Tout d’abord, le choix d’un saut
de déplacement indépendant d’un élément a 'autre permet de minimiser I'énergie totale par rapport au saut a
un niveau élémentaire (technique de condensation statique). On a 'égalité suivante :
min ZET(U,éi,K):Z min ET(U,(Si,K) (52)
5,6,n=0 ; i 6,810
Par ailleurs, on a vu dans le §2.2.3 que, pour des éléments suffisamment petits, le saut de déplacement est

unique. Ainsi, le probléme se raméne a une recherche de minimum global sur chaque élément :
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Sur chaque ¢lément chercher § €S minimum global de £ T( U,o,, K) (53)

avec § l'ensemble des saut admissibles :
S={s/s constant par élément et s-n>0| (54)

La condition d’équilibre dite condition d’optimalité d’ordre un devient nécessaire et suffisante pour déterminer
la solution du probléme. Celle-ci s’écrit sous la forme :

E.(U,8,K)<E,(U,6+he k) (55)

Pour tout ¢p constant par élément et pour / suffisamment petit de sorte que §+h¢ €S . En passant a la
limite quand /4 tend vers zéro, devient une condition sur la dérivée directionnelle :

lim + E U, 6+h¢ k|-E, U8, k]|=0 (56)

h—0 h ’ '
Pour tout ¢ constant par élément tel que §+h¢p €S . D'une fagon générale, la dérivée directionnelle est
une fonction positivement homogéne de degré unen ¢ .

Par la suite nous présenterons le calcul du saut déplacement sur un élément, en s’appuyant sur la condition
d’optimalité. On commencera par mettre en évidence une condition nécessaire et suffisante, que I'on appellera
critére d’amorgage, pour que le saut nul soit solution du probléme. Puis nous détaillerons le calcul du saut
aprés amorcage, pour les deux types de comportement de I'élément : linéaire et dissipatif.

2.3.1.1 Critére d’amorgage

Dans cette partie nous chercherons a déterminer a quelle condition le saut de déplacement nul est solution du
probléme (53). Notons que le choix de faire dépendre I'énergie de surface de la norme du saut implique que
I'énergie totale n'admette pas de dérivée en zéro. De ce fait la dérivée de I'énergie dans la direction ¢ ne
sera pas une fonction linéaire mais positivement homogéene de degré un en ¢ . En utilisant la définition de
I'énergie totale (voir §5) lorsque I'élément est sain (i.e. quand k=0 ), on calcule sa dérivée dans la direction

¢ enzero:
m%.(a(v,m, kl—E\U,0,)|==> w,.¢'.D}.E.B, . U+l.0..|| ¢ (57)
La condition d’optimalité (55) conduit donc a I’inégal;[é :
—Y> w,.¢'.Dy.E.B, U+l.0_|p|=0 (58)
Pour tout ¢p €S . Or, pour mo;trer la continuité de la contrainte normale (voir 23), on a vu que :
Y w, D, EB, U=L0G (59)
g
De plus ¢p est constant sur I'élément, donc (58) devient :
—o-¢p+o..|l¢l=0 (60)
En posant Pu=p- C_OSQ avec p>( et T <9< afin que ¢, >0, et en utilisant la définition
¢,=p.sin0 2 2
o=(o,,0,), on obtient la condition :
0,.cos0+0,.sin0<c,. Vo€ —%%l (61)

Une étude de la fonction f (0)=0,.cos 0+0,.sin0 donne :

sup f(0)=V<0,>i+0;
0

T<o<
2

(62)

Avec la définition de la partie positive d'une quantité <.>,=max(.,0) . L'inégalité¢ (61) conduit donc au
critére d’'amorgage en contrainte suivant :
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V<o,> 40 <0, (63)

On représente ce critére dans le plan (crn, (rt) sur la figure 7.

o

Figure 7: Critére
d’amorgage en contrainte
de I’élément a
discontinuité

Remarques : On se place dans le cas de figure ou l'orientation de la discontinuité n est fixée (par le
maillage). Cela explique que I'on obtient une condition sur le vecteur contrainte et non sur les composantes
principales de la contrainte.

2.3.1.2 Calcul du saut

Cherchons a résoudre le probléme de minimisation dans le cas ou le saut n’est pas nul. Dans ce cas, la
dérivée directionnelle est une fonction linéaire de ¢ , la condition d’optimalité (55) s’écrit :
.1 oLE,
llm—.(ET(U,6+h¢,K)—ET(U,é,K)): ‘=0 (64)
h—0 h 86
Pour tout ¢p constant par élément tel que 6 +/h¢ €S . En jouant sur les directions admissibles on en déduit
les conditions :

ET

.p >0 V=0 si 6 =0
66,1 ¢Vl ¢ﬂ Sl n
O, .

.p =0 V si 6.>0 65
65” ¢n ¢n n ( )
0E,

.p=0 VY
06, . i

Par ailleurs, en approchant l'intégrale par une somme discréete sur les points de Gauss, la dérivée de I'énergie
totale dans la direction ¢ s’écrit :

OE,

06
Avec ( la densité d’énergie de surface, égale a y/,, en régime linéaire eta ( , en régime dissipatif. Pour
alléger les notations on définit §' de la fagon suivante :

p=—D wg.qb’.D;.E.(Bg.U—Dg(S).¢+l.g—L(I;~ (66)
g

S = ‘;n]:_zg: wg.D;.E.Bg.U (67)
et O :
o0 %Sm0,

On a donc I'écriture simplifiée de (66) :
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OFE T 0 W
p=(S+0.6)p+[.— (69)
Y $=(8+0.6)¢ o6 ¢

Cherchons maintenant a calculer le saut déplacement a partir des conditions en utilisant la dérivée de I'énergie
écrite sous la forme (69). On distinguera le calcul dans le régime linéaire de celui dans le régime dissipatif et
pour chacun d’entre eux on distinguera le cas ou le saut normal est nul de celui ou il ne I'est pas.

Calcul du saut en régime linéaire

En régime linéaire la densité d’énergie de surface est donnée par :

1
q/:(p,mzi.P(K).é-(S (70)
La dérivée de I'énergie totale par rapport au saut (69) devient :
OE,
Py p=(S+0.6)¢p+[.P(k).6-¢ (71)
Dans le cas d'un saut normal nul (0,5,) , les conditions d'optimalité (65) conduisent a :
S,+0,,.6,=20
B S, (72)
" 0+1.P(k)

Le saut tangent est donné explicitement par la seconde condition. La premiére impose que la contrainte
normale dans I'élément soit négative ou nulle. Si tel n’était pas le cas, il y aurait nécessairement un saut
normal. Dit autrement, le saut dans I'élément sera nul dés que I'élément sera mis en compression. Ceci traduit
la prise en compte de la non-interpénétration des lévres de la fissure.

Dans le cas d'un saut normal strictement positif (6n>0,6t), les conditions d'optimalité (65) donnent
directement le saut de déplacement :

s=—|0+1d.1.P(x) .S (73)

En régime linéaire la variable interne k n’évolue pas.

Calcul du saut en régime dissipatif

En régime dissipatif la densité d’énergie de surface est donnée par :

O-(,‘
W=, =G| 1—exp|— =] 6] (74)
La dérivée de I'énergie totale par rapport au saut (69) devient :
OFE, 5-¢ o,
p=(S+0.6)p+/.0,.——.exp|——.[|6 (75)
5 0 TR et
Dans le cas d'un saut normal nul (0,5,) , les conditions d'optimalité (65) conduisent a :
S,+0,,.6,=0
(76)

S,+Qt,.5t+l.(Tc.sign(ét).exp =0

O—C
_G_,'|6t|

La premiére condition implique que le saut normal soit nul quand la contrainte normale dans I'élément est
négative. Ce qui traduit la prise en compte de la non-interpénétration des lévres de la fissure. De la seconde

condition, on déduit que sign(§,)=—sign(S,), donc §,=—sign(S,). avec B>(0 est solution de
I’équation scalaire non linéaire suivante :
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o
|S|+0,.B+1.0,.exp —G—C.B

c

=0 (77)

que 'on résout par un algorithme de Newton.
Dans le cas d'un saut normal strictement positif (6n>0, 6,) , les conditions d'optimalité (65) conduisent a
I'équation non linéaire suivante :

o
S+Q0.6+1.0,.—L .exp

o
5] —gz.lléll =0 (78)
Onnote §=r.5 avec r>0 et 3:(cose,sin9) ol %SGS% de fagon a ce que §-n>0 . D'aprés
(78)ona:
-1
6=—|r.Q+1.0,.Id .exp —%.r .S (79)

Il reste a calculer 7. Pour cela il suffit de résoudre I'équation scalaire non linéaire ||§||=1 par un algorithme
de Newton. En régime dissipatif la variable interne k évolue, elle correspond a la norme du saut calculée

k=3 -
2.3.1.3 Algorithme de calcul

Dans cette partie, on présente I'algorithme de calcul du saut §* sur un élément donné ainsi que I'évolution de
la variable interne k.

1.Début du calcul
2.Test d'existence et d'unicité de la solution (voir §2.2.3)

3.Si( k=0 et \/<an>i+gfgac ) alors
e 5°=0 , le seuil x reste nul — Fin du calcul
1.Si k>0 alors
*Calcul du seuil en régime linéaire (voir2.3.1.2 ) — §¢
*Si ||6°||<k , alors §'=6° , le seuil x n'évolue pas — Fin du calcul
1.Calcul du saut en régime dissipatif (voir§2.3.1.2 )— §°¢

« §'=6° , actualisation du seuil x=||§"|| — Fin du calcul
1.Fin du calcul

2.3.2 Minimisation de I’énergie totale par rapport aux déplacements

Aprés avoir calculé les sauts de déplacement 6*(U) sur chacun des éléments a discontinuité, I'objectif est de
calculer le champ de déplacements qui minimise I'énergie totale. Le probleme se formule de la fagon
suivante :

Chercher U~ minimum local de I'énergie totale E,(U,8 (U), k) (80)

La fonctionnelle ET(U,S*(U),K) n'est pas convexe en U . Pour étre minimum local, la solution doit

vérifier les conditions d’équilibre et de stabilité. La seconde condition porte sur la dérivée seconde de la
fonctionnelle et nécessite I'utilisation d’'une méthode spécifiquement dédiée a la minimisation. L’algorithme de
Newton utilisé ne permet pas de vérifier cette seconde condition. On se contentera donc de vérifier la condition
d’équilibre, condition nécessaire pour que le déplacement soit solution du probléme (80).

Considérons une structure () avec le chargement suivant :
* f densité de force volumique sur  ;
» F densité de force surfacique sur I ;
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e ! déplacements imposés sur I,
I',, et I'y sontdes parties disjointes de la frontiére de (2 . Le travail des efforts extérieurs s’écrit :

weU)=[, f.U.dQ+ [, F.U.dT, (81)
L’énergie totale de la structure s'écrit alors :
E(U,8(U),k)=®(U,8 (U)+Y¥Y (8 (U),k)-W(U) (82)

Avec U appartenant a I'espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles. La condition
d’optimalité d’ordre un, condition nécessaire pour que U soit minimum local, s’écrit :

E, .
U,é6 (U), k). V=0 83
PT7A (U), ) (83)
Pour tout champ test }” admissible. On sait que :
OE, .
U,é (U),k)=0 84
aa( (U), k) (84)
Ce qui donne :
[,B E|BU-D.&U|V.do-[, fV.do-[ F.v.dr,=0 V¥ (85)

Cette inégalité devient une égalité en prenant des } bien choisis, et, comme cette égalité est vraie pour tout
JV admissible, on obtient I'équilibre entre les efforts intérieurs et extérieurs :

Fint(U):Fext (86)
Avec :
F"(U)=[_B'.E.B.U-D.§"|.dQ

Fo=[ f.dQ+[ F.dr, (®7)

Notons C [l'opérateur linéaire traduisant les conditions de déplacement imposés. La dualisation de ces
conditions conduit au systéme suivant :

F™"(U)+C' . A=F™
c.U=U"

Les inconnues sont a présent a tout instants le couple (U,A) ou A représente les multiplicateurs de

Lagrange associés aux conditions de Dirichlet. La méthode utilisée pour résoudre est une méthode de Newton
(voir documentation de STAT NON_ LINE [R5.03.01}). Le calcul de la matrice tangente est expliqué en annexe.

(88)

3 Méthode de pilotage du chargement

La méthode de pilotage du chargement a pour but de prendre en compte les instabilités de la structure, et
suivre ainsi d’éventuels « retour arriére » de la réponse globale force déplacement. Un cas particulier de cette
méthode, initialement développé par Lorentz et Badel 23, a été adapté au modele de fissuration précédent.

Le principe de la méthode de pilotage ainsi que la résolution du nouveau systéme global qui en découle est
expliqué en détail dans [R5.03.80]. Nous détaillerons la partie du pilotage spécifique a la loi CzM EXP en
expliquant le choix de I'’équation de contrdle du pilotage ainsi que la méthode pour la résoudre.

3.1 Equation de contréle du pilotage

Le but de cette partie est de présenter I'équation de contrble du pilotage ainsi que sa résolution pour le modéle
a discontinuité interne CzM_EXP. L'inconnue de cette équation est l'intensité du chargement p! a l'instant de

calcul ; et a litération de Newton 5 que I'on notera dorénavant /] pour simplifier la notation. Comme nous
avons vu au §2.1 la loi de comportement de I'élément a discontinuité est gouvernée par un seuil. Notons F,
la fonction seuil en contrainte suivante :
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F (o, 0)=V<0o,>+0;-R (k) (89)

Avec le vecteur saut de contrainte qui vaut :

G= Z :%.ng.D;.E.(Bg.U—Dgé) (90)
t 4

Et R(k) la variable de seuil en contrainte définie par (33) :

e
GC

R(k)=0,.exp (91)

Notons G,, la fonction seuil en saut :

G,(5,, 8,)=\6.+5;—«k (92)

Avec 6,>=0 et k le seuil en saut. Choisissons une équation de contrle du pilotage de telle sorte que
I'intensité du chargement n fasse sortir du critére au moins un élément a discontinuité de la structure d'une
quantité proportionnelle a At . Les fonctions seuils dépendent alors de 5 et nous les noterons Fe,(n) et

GNeZ (n) . L’équation de contréle du pilotage s’écrit :
*Pour le critére en contrainte :

~

P(n)=maxF/(n)=R(k).AT (93)
J

def

*Pour le critere en saut :
P(n)irquGgl(n):K-.AT (94)
J
Ou ;j designe lindice des éléments a discontinuité du maillage et k™ la variable seuil a l'instant i —1 .

Remarques :

*Dans le cas ou k =(, le saut étant nul, nous utiliserons I'équation de contréle du pilotage exprimé avec le
critére en contrainte (93).

*Dans le cas ou , k> () nous utiliserons I'équation de contrdle du pilotage exprimé avec le critére en saut (94).
En effet, le saut n’étant pas connu, on ne peut utiliser les contraintes (U O't) qui dépendent

explicitement de celui-ci.

n’

3.1.1 Résolution de I’équation avec le critére en contrainte

Nous nous plagons donc dans le cas ou k™ =() .Le but ici est d’expliquer la résolution de (93) pour un élément

donné, sans tenir compte du max sur tous les éléments (la prise en compte du max est expliquée dans
[R5.03.80]). On cherche donc a résoudre :

F,(n)=R(0).A1 (95)
Faisons d'abord apparaitre explicitement p dans I'expression du critére avant ﬁe,(n) d’expliquer la
résolution de I'équation. A l'instant i on cherche le déplacement U, qui s’exprime a l'itération de Newton 7 :

U,=U, ,+AU;+56U;, , +n,.6U0,, (96)
On sépare la partie connue (au sens de non-pilotéee) du déplacement :
Uimpn = Ui*l + A U;1+ 5 U?mpn,i (97)
Et la partie pilotée :
Upi/o: o Upila, i (98)
Directement :
Ui = U impo+ n. Upilo (99)
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Le saut de déplacement étant nulon a :

o

1 2 '
"=—> w,.D'..E.B,.U, (100)
1 z g 8 14

t

En utilisant la décomposition (99) :

g
" =Sime TS i 101
o D n pil ( )

t

Avec :

1
Sim,,O:T.Z w,.Dy.E.B,.U,,,
f (102)

1
S —7.2 w,.Dy. E.B,.U
4

pilo™
L'équation de contrdle du pilotage s’écrit donc, en tenant compte du fait que x =0 :

\/< Slmp0+n p]]O).n>i+((S +n Spl]O) ) _Uc:UC'AT (103)

impo

Cette équation correspond a un polynébme de degré deux, que 'on note p,, si (SlmIDO Spilo)-n>0 etaun
polyndme de degré deux que I'on note p, dans le cas contraire.

;2 solutions

1 solution

0 solution

__________ Et” 2 solutions

7 2 solutions

Figure 8: Sortie du critére en contrainte

Pour trouver p , on résout ces deux polynébmes. Cela revient, dans I'espace ((rn, o ) a trouver l'intersection
de deux demi-droites avec le critére en contrainte. La figure (8) représente la « sortie de critére » contrblée
par le parameétre AT .

Chacun de ces deux polyndmes posseéde 0, 1 ou 2 solutions, on admettra les solutions de p, qui vérifient
(SimpoT1-Spii0) n>0 et les solutions de p, qui vérifient (S, ,+n.S

seront au plus deux, onles note n,_;, -

pilo silo) =<0 . Les solutions admises

3.1.2 Reésolution de I’équation avec le critére en saut

Le but ici est de résoudre I'équation de contrdle du pilotage pour un élément donné dans le cas ou k™ >(,
toujours sans tenir compte du max sur tous les éléments. On cherche a résoudre :

G,(n)=Kk.AT (104)
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Faisons d'abord apparaitre explicitement p dans I'expression du critére G~e,(n) puis détaillons le calcul de
(104). On procéde comme dans le cas du critére en contrainte (§18). La différence concerne I'écriture du saut
de contrainte dans le cas général (quand le saut n'est pas nul) :

o =%.Z w,.D,.E.(B,.U;~D,.5) (105)
O-I g

Que I'on décompose en trois parties :

O,
o :Sin1pu+n'spilo+Q'6 (106)

t
Avec :

1 :
S,.,,,,,O:T.Z w,.Dy. E.B,.U,,,

g

1
sp,.,o:T.Z w,.Dy.E.B,.U (107)
g

1
Q:7.Z w,.D,. E.D,
fed

Par ailleurs pour un seuil en saut x >( fixé on a, d’aprés la loi de comportement CZM EXP :

Til=p(k).6 (108)
Ut
R (% o. .
Avec P(k)=—F.exp —G‘.K . De (1086) et (108) on déduit :
K c
SimpoT1-S Q. 6=P(Kk).6 (109)

Ce qui permet de connaitre § en fonction du parameétre de pilotage n :

o
6 = 511 :6imp0+rl '6pi10 (110)
t
Avec :
5. =(P(k).Id—Q)".S,
1mpo ( (K_) Q)_l 1mpo (111)
6pilo:(P(K )-Id_Q) 'Spilo
L'équation de contrdle du pilotage s’écrit donc :
Gy(1) 2 V(8 o+ 118 10) 1 +((8 g+ 1.8 )1 K =k AT (112)
Avec la condition de saut normal positif :
(6imp0+r"6pilo)'n20 (113)

Le critére se réduit a un demi cercle dans I'espace (6n, 6,) . Pour pouvoir utiliser le pilotage lorsque le saut
normal tend a étre négatif (compression de I'élément) nous allons autoriser une petite sortie de critére pour de
tels sauts. La « sortie de critére », contrblée par le paramétre A 1, peut étre représentée dans I'espace

6,,0,) parun arc de cercle et un segment (voir figure 9).
n t
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N ~mATeadd A

Figure 9: Sortie du critére en saut

Remarque : Il est entendu que seule la prédiction de l'algorithme de Newton sortira du critére, donc en
particulier pourrait violer la condition de contact. La solution du probléme, quant a elle, la respectera.

La résolution de I'équation de contréle du pilotage revient donc a trouver l'intersection entre une droite et un
arc de cercle ou l'intersection entre une droite et un segment.

En résume, on résout :

*Le polyndbme (112), de degré deux en p (intersection droite/cercle): on admet les pn qui vérifient
(Gimpot -0 o) HZ—K AT ;

*Le polyndme (&, +n.0 ) n=—K .AT, de degré unen n: (§,+n8,) n=—Kk AT (intersection

‘t<d avec d=k N1+2.AT.

On notera n,_,,, les solutions admises. S’agissant du choix parmi ces solutions on se reportera a [R5.03.80].

impo

droite/segment), on admet les n qui vérifient ‘(6imp0+r). 6pﬂo)

4 ANNEXE : Calcul de la matrice tangente pour I’élément a
discontinuité

Dans cette partie nous allons détailler le calcul de la dérivée des efforts intérieurs par rapport au déplacement :
int

qui apparait dans K, matrice tangente du systéme intervenant dans I'algorithme de Newton. On a :

oU
F"(U)=[_B'.E.\B.U-D.§"|.dQ (114)
Donc :
oF"(U) , 05"
——~=| B .E|B-D.=-|dQ 115
oU IQ ( GU) (115)

*

Il faut calculer le terme g—aU sur chaque élément a discontinuité (2, (condensation statique). La

minimisation par rapport a § de I'énergie totale nous a conduit & calculer §" solution de I'équation :

J, P E(B.U-D.&§|.d=1.y5 (116)
Dérivons cette équation par rapporta U :
dé’ (o dé
D' 'E\BU-D.—|dQ=1.y|§|.— 117
[, dU) w155 (17)
Donc :
45 |, y'sn+[ p.ED.a0 [ D.EB.dO (118)
dU - . (20 . . . . (2(’ . . .
Il suffit alors de calculer ¥'', on distingue trois cas de figure :
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1.8i §=0,alors ¥ =0 ;
. Ve ] o r " O-c O-C
2.SiI'élément est en régime lingaire, ¥ =¥, =—.exp|——=".«|.1d,, ;
3.Si I'élément est en régime dissipatif, ¥ =¥, =C.Id,,,+C.6 ®3 avec
C=—*exp|—== |18
=—.eXp|——.
lsl =G
(119)
P L 2| 7 )]
=—|— . .exp|——=—.
2
16l G/ [|s]] G,
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