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Couplage élasto-plasticité-endommagement

Résumé :

Ce document présente une méthode de couplage d’'un modéle élasto-plastique avec un modéle
d’endommagement, laquelle est implantée dans le cadre du KIT DDI. La méthode utilise une approche de
partitionnement du modéle en trois modules : élasto-plasticité, endommagement et coupleur. C’est
particulierement cette modularité qui représente I'intérét principal de la méthode. Elle permet d’utiliser le méme
module « coupleur » pour des couplages entre différents modéles d’élasto-plasticité et d ‘endommagement
sans intervenir dans l'implantation de ces derniers. Exactement la méme idée est utilisée pour les couplages
mécanique/fluage (voir R7.01.19).

A présent (version STA9.3 du Code_Aster), 'implantation ne permet de coupler que le modéle GLRC DM pour
'endommagement avec les modéles VMIS (ISOT/CINE) LINE pour I'élasto-plasticité et ceci seulement pour
des modélisations DKTG. Ce cadre restreint de I'utilisation de la méthode est d0 exclusivement a un manque de
besoins précis a I'heure actuelle et évoluera sans doute dans les prochaines versions.
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1 Introduction

Le document est organisée en deux grandes parties : la premiére présente la méthode générale des
couplages élasto-plasticité-endommagement et la deuxiéme décrit les spécificités des différents
couplages, qui ne limitent actuellement au couplage entre GLRC DM et VMIS (ISOT/CINE) LINE
pour les modéles « globaux ».

Dans la premiére partie on considére notamment les aspects suivants : des enjeux de ce type de
couplages, du cadre thermodynamique et de I'implantation numérique. Dans la deuxiéme partie on
rappelle ce que sont les modéles globaux (GLRC ) pour les plaques et coques en béton armé et
comment la méthode générale est déclinée pour ce cadre-la.

2 Modeéles d’élasto-plasticité-endommagement en générale

21 Enjeux et difficultés

Dans la modélisation du comportement des solides on constate que les phénoménes non-linéaires les
plus importants a prendre en compte lors d'une analyse de structure sous chargement extréme
concernent la présence et I'évolution de la déformation anélastique (plasticité) et I'affaiblissement de la
raideur (endommagement). L'importance relative de ces deux phénomenes peut varier drastiquement
d'un matériau a l'autre. Ainsi, le plus souvent on ne considére que la plasticité lors de la modélisation
des métaux tout en négligeant 'endommagement, tandis que pour un matériau de type béton,
I'endommagement est jugé plus important et la plasticité n'est pas prise en compte. Néanmoins,
souvent cette simplification n'est pas justifiable et on est amené a modéliser les deux phénoménes, la
plasticité et 'endommagement, a la fois.

Depuis déja un certain temps le cadre thermodynamique pour la modélisation des deux phénoménes
est bien établi (e.g. voir [bib1], [bib2]) et il n'existe aucun obstacle pour I'étendre aux couplages élasto-
plastique-endommageables. Quant a la résolution numérique de ces modéles dans le cadre de la
méthode des éléments finis (MEF), il existe des algorithmes trés robustes notamment pour la plasticité
(e.g. voir [bib13]) et aussi pour I'endommagement (e.g. voir [bib14]) a condition que le phénoméne de
localisation ne devienne pas prépondérant (voir [bib15]). Par contre, la résolution numérique d'un
modele couplé est beaucoup moins évidente.

Les difficultés numériques concernant l'algorithme de résolution d'un modele couplé interviennent sur
deux aspects essentiellement :
» satisfactions des conditions (de Kuhn-Tucker) des seuils de plasticité et
d'endommagement,
» construction de la matrice tangente.

La premiere difficulté est due au fait que les variables internes plastiques et endommageables
agissent treés différemment sur le niveau des contraintes, ce qui rend le systéme des équations difficile
a résoudre. Le deuxiéme point est une simple conséquence de la complexité augmentée du modéle
couplé par rapport aux modeles a un seul phénoméne.

Derniérement, on a proposé dans [bib3] et [bib4] un algorithme de résolution d'un modele élasto-
plastigue-endommageable basé sur le partitionnement strict en une partie plastique et & une partie
endommageable. Il s'agit d'introduire un processus itératif supplémentaire afin de satisfaire
I'admissibilité plastique et I'admissibilité endommageable simultanément. Ce processus itératif est
piloté par ce qu'on appelle la déformation d'endommagement, une variable qui, contrairement a la
déformation plastique, n'est pas une variable d'état, mais représente plutét un moyen de couplage
entre différents modeles. Ainsi, dans le modéle introduit dans [bib3] le choix du modéle élasto-
plastique étant libre, on devait néanmoins modifier la formulation d'endommagement, qui ne prévoyait
en l'occurrence que la modélisation de comportements non adoucissants. Dans [bib4] on a démontré I’
intérét d'intégrer ce type de lois dans le cadre d'éléments finis mixtes.

Dans ce document on généralise la démarche présentée dans [bib3] pour pouvoir coupler
pratiquement n'importe quel modéle élasto-plastique avec n'importe quel modéle d'endommagement.
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L'intérét d'une telle plate-forme va en réalité au-dela du couplage élasto-plastique-endommageable.
Dans Code_Aster on dispose déja du couplage mécanique/fluage (voir [bib16]). Par contre un
couplage élasto-plasticité-endommagement-fluage n’a pas encore été tenté (situation de la STA9. 3).

2.2 Cadre thermodynamique

Dans cette partie on rappelle la démarche habituelle pour construire des modéles d'endommagement
et d’élasto-plasticité, basés sur la thermodynamique. La combinaison des deux types de modéle peut
se faire d'une maniére assez naturelle, pourvu que le couplage soit fait au niveau du calcul des
contraintes. Toute la démarche présentée ici s'effectue sous I'hypothése que les variables internes
d'endommagement et de plasticité ne sont pas couplées directement entre elles.

2.21 Plasticité
L'énergie libre peut s'écrire comme la somme de I'énergie élastique et de I'énergie dite stockée, due a
la plasticité,

Y e '€ |=¥C e —e" |+ 57 (€] eq. 2.2.1-1

ou ¢ est la déformation totale, ¢” la déformation plastique et £” le vecteur de toutes les autres
variables internes. L'hypothése essentielle qu'on fait dans eq. 2.2.1-1 est que I'énergie élastique ne
dépend que de la déformation élastique, 1]/‘3:\[/"(59) , OU gf=g—¢g? .

Dans la deuxieme étape on définit le taux de dissipation plastique et on s'assure qu'elle reste toujours
positive,

£’ eq. 2.2.1-2

Tout d'abord, on suppose que D”=() , lorsque les variables plastiques n'évoluent pas, éP:EP:()
, ce qui nous permet de définir la contrainte comme,

:6‘1”
o0&’

soit g=C°|e—g”| si I'élasticité est linéaire , avec ‘I’eza(s—fp)ce(s—fp) , ol (¢ estle

o

tenseur élastique.

Un autre ingrédient essentiel d'un modéle élasto-plastique est la fonction du seuil d'écoulement,
qB”:qY’(g , qp) , qui est une fonction de la contrainte et des variables duales aux variables internes,
0="

o0&’

doncde o etde ¢’=—

Toute solution doit satisfaire les conditions d' admissibilité plastiques , qui sont les suivantes,

P’<0 , E'>0 et P'E’=0 .
Pour que notre modele soit établi il reste a définir les lois d'évolution des variables internes. Le plus
souvent, on a recours au principe de la dissipation plastique maximale, mais ceci n'est pas essentiel
dans notre démarche. On se servira d'une écriture plus générale,

p

é-’l’:éfp(g,q”) qui devient é‘pzy')pa@

PR avec 7’ , le multiplicateur plastique, lorsque le principe

q
de la dissipation maximale est appliqué.
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2.2.2 Endommagement

223

Pour les modeles d'endommagement il est plus difficile d'avoir une construction aussi générale que
pour celle de la plasticité. Par conséquent on traitera un cas simple mais assez représentatif des
caractéristiques souhaitées du modele. Ainsi, on définit I'énergie libre comme,

vi=¥e|c|d] | eq. 2.2.2-1

ou ¢ est la fonction d'endommagement et d la variable d'endommagement, qui est un scalaire mais
qui peut aussi bien étre un tenseur. De méme, la fonction ¢ peut en général dépendre de ¢
notamment du signe de sa trace pour distinguer des comportements typiquement trés différents en
traction et en compression.

Ayant recours a eq. 2.2.2-1 on définit la dissipation d'endommagement comme,

. oy’

oy’
%a

o

OSDdZUé—Y’dZ(U

En appliquant D=0 pour d=0 , on obtient la contrainte comme,

oy _ovr
oe oe

cldl=cldle ,

o

ou C|d| représente le tenseur d'élasticité évoluant en fonction de I'endommagement.

En faisant une hypothése d'élasticité linéaire et d’endommagement isotrope, en prenant (=1—d la
contrainte devient,

o=(1-d|C‘¢ .

Comme pour la plasticité on introduit un seuil de fissuration @* :qsd(qd) , oll q 4 est la variable duale

a d . Cette fois, le seuil est une fonction directe de la déformation totale, ¢ , et on cherche a satisfaire
les conditions d'admissibilité d'endommagement,
<0 , d=0 et d?d=0 .

On doit aussi formuler la loi d'évolution de d, dZd(qd)
Couplage

Enfin, on combine les formulations d'endommagement et de plasticité pour arriver a un modele
couplé. L'énergie libre du modéle couplé s'écrit donc comme,

g e &= e—e|Cld)+E7E)

Dans la suite on enchaine les étapes appliquées aux sous-chapitres §2.2.1 et §2.2.2 :
éfinition de la dissipation

d - d
Ple, ., 057, ov'.

_ P
&+oé Py & od

e

0<h?=p'+ Hr=|g-2
oe

Calcul des contraintes :

pd e ’
U:alpg :alpe C(d):C(d)(e—sp) , en général
oe O¢

et
J:('l —d)Ce(g—gp) , Si I'élasticité est linéaire et 'endommagement isotrope.
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Conditions des admissibilités d'endommagement et de plasticité :
D’'<0 , >0 et @PEP=0 .

d'<0 , d=0 et ¢'d=0 .

Lois d'évolution :

&=(0,q") et d=dlq’| -

2.3 Intégration numérique

2.3.1 Rappel de la résolution classique des problémes non-linéaire par EFs

Dans la méthode proposée on rajoute un processus itératif supplémentaire par rapport a un calcul
classique par la MEF, qu’on rappelle dans ce chapitre. Dans une résolution globale d’un probléme de
structure on cherche I'état d’équilibre, défini par :

F™ )=o) eq. 2.3.1-1

ext

ou f it est le vecteur des forces internes et " le vecteur des forces externes (le chargement). Le

premier est une fonction du vecteur des déplacements, la variable principale du systéme, et le deuxiéme
une fonction du paramétre t (pseudo-temps), définissant la notion de trajectoire aussi bien pour le
chargement que pour I'évolution du champ des déplacements. Dans le cadre de la MEF la force interne

est déterminée par : _
S™Muw)=[B"o(e)d 2 eq. 2.3.1-2
Q

ou {2 définit le domaine considéré, € le tenseur de la déformation et O le tenseur de la contrainte. En
faisant I'hypothése des petites déformations, le tenseur ¢ est défini comme :
1 ( ou,; N Ou, )
E..—— —_— s
Y2 0x;, Ox

ce qui devient

e;=Byuy eq. 2.3.1-3
aprés avoir discrétisé le champ des déplacements par la MEF. Par ailleurs, la matrice B dans [eq.
2.3.1-3] est la méme que dans [eq. 2.3.1-2]. Lorsque le comportement du matériau est non-linéaire on a
le plus souvent recours a la méthode de Newton pour résoudre [eq. 2.3.1-1], ou on est amené a linéariser
[eq. 2.3.1-1], ce qui nous donne :

fint,(k+1):fint,(k)+ afim’(k) Au(k)

au(k> ’
ou l'indice (k) représente le numéro de l'itération en cours. A la convergence on doit avoir
. k—o k—o0

fmt,(k) N fext(t) et Au(k) S0 -
Afin de pouvoir calculer la correction de déplacements d’une itération a lautre, Ax'*) , on doit
déterminer

afint,(k)
K:—(k):f BTCeded.Q y
ou
Q
ou C?? estle module tangent cohérent pour la loi de comportement utilisée :
Cepd:60-<8)
oe

La méthode détaillée ci-dessous se positionne au niveau d’un point matériel (voire au point de Gauss) et
intervient au niveau du calcul de ¢ et C%? & partir de la déformation ¢ , donnée pour chaque appel
du processus global des itérations de Newton.
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2.3.2 Approche au probléme couplé

Dans ce document on ne détaille pas l'intégration numérique dans le temps pour chacun des modéles.
On suppose tout simplement qu'on sait le faire et ceci avec un schéma implicite d'Euler (arriére). Disons,
que dans une résolution incrémentale par la méthode des éléments finis (MEF), pour chaque itération de
Newton du processus itératif global, on veut calculer, pour chaque point de Gauss, les contraintes o,

p P
n+l ? n+1

en supposant qu'on a convergé a l'instant précédent et qu'on connait o, , &’ , & et d, . Les
indices n ou n+1 indiquent que la valeur de la variable correspond a l'instant t , ou t .1 , respectivement.

et les variables internes, ¢ et d,., a partir des valeurs de la déformation totale, ¢,., , tout

Ainsi on suppose que les deux modeéles peuvent étre intégrés en mode découplé et qu'on est donc
capable d'écrire,

P

O-n+I:

c”(&,,,) dansle module de plasticité

et
d _ d/~ .
o,,,=0c"(&,,,) dansle module dendommagement.

Les exposants d ou p dans g et g” signifient que la contrainte est calculée avec le modéle

d'endommagement et avec le modéle de plasticité, respectivement. & est une variable du type
déformation.

Dans l'algorithme présenté dans la suite on introduit un processus itératif supplémentaire pour que les
contraintes ¢¢ et g” convergent vers une seule valeur. |l est semblable a celui proposé dans [bib3]
sauf qu'ici la construction du modéle d'endommagement est plus générale, ce qui exige de considérer

une autre variable que la déformation d'endommagement (utilisée dans [bib3]) sur laquelle on itére.
2.3.3 Construction du systéme non-linéaire
Par rapport a une résolution classique de la loi de comportement, on doit faire converger ici deux valeurs

de contraintes en introduisant une autre inconnue du type déformation. Ce systéme partitionné est
construit plus facilement en introduisant la décomposition suivante de la déformation totale,

d
e=¢‘+el+&" |

ou on a introduit la déformation d'endommagement, ce qui nous permet d'écrire la relation d'élasticité
comme

o=C‘le—e"—¢| . eq. 2.3.3-1
ou encore,

d -1
¢ le06") =—e"-C, 0 . eq. 2.3.3-2
On peut résumer les équations a résoudre en trois groupes :

Module plasticité

P __p _ 4
O-n+l_0- (811+1 Sn+l e

la notation ,C, signifiant que la loi élastoplastique est calculée avec I'opérateur d’élasticité

e

C.
P P
Epr1 =€ | Epr1™Eps1 eq. 2.3.3-3
Module endommagement
d _ d P
0,170 (&1~ Eni1 eq. 2.3.34
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Module couplage

d _
611+1 811+1 n+1 C O'

. _O-n+1 eq. 2.3.3-5

n+1

o

Dans [bib3] on a choisi ¢’ comme linconnue additionnelle, ce qui n'est pas possible dans notre cas,

puisque o’ n'est pas une fonction de & mais de g% =c—g” , la variable qui est finalement utilisée
pour piloter les processus itératifs décrits ci-dessous.

Par ailleurs elle vaut aussi 9 =¢°+g'=¢—¢g”

n+l

2.3.4 Algorithme de résolution

Pour résoudre le systéeme non-linéaire, défini dans les équations éq. 2.3.3-3, éq. 2.3.3-4 et ég. 2.3.3-5 en
les attribuant aux différents modules (plasticité, endommagement et couplage), on applique la méthode
classique de Newton. Afin de linéariser le systéme, on doit définir les dérivées suivantes :

oo’
C€P ~ nt+l
(8)= 3%
oo’
Cd ~ 7 ntl
(8) 68n+1
88n+1
oz 17C. (e eq. 2.3.4-1.
n+1

Le systétme non-linéaire (de éq. 2.3.3-3 a éq. 2.3.3-5) est tout d'abord ramené a la derniére des
d
équations, c'est-a-dire a Ufﬂ =0,.; , puisqu'on peut exprimer toutes les inconnues par rapport a la

—ed rpr P
valeur de €., . On peut donc définir le résidu comme,

R¥=¢"|g, —etl| -5 , eq. 2.3.4-2
ou I'exposant (k) indique l'itération courante et ou
d.(k)_ d, (k)
€01 =€, n+1 _C 0- ( ZH )

i ; X i —ed ,(k+1)
En appliquant la méthode de Newton, on calcule la nouvelle approximation de €, comme,

TNV L
ou
A—ed ang) ) R(k)
n+1 68 o
n+1

Le module tangent correspondant peut étre exprimé entiérement par les modules découplés, eq.

2.3.41,
k
aR;; ) - ep, k| age}’ld+1 Cd k\ Cd\k\ C@p k| [ C Cd,‘k“))
a§l1+l a8n+1

On rappelle ici que la déformation totale ¢»+1 | issue du processus global des itérations de Newton,

iy . . . —ed s . . .

est constante pour le processus itératif local déterminant €, . L’algorithme du calcul des variables a
I'itération (k+1) s'effectue de la maniére suivante:
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—ed,[k=0] _
n+ ‘l =€ ntl 85

1) DEBUT de la boucle, =0...N ..

-1

Sed k1] _ —ed k| ed (k| | B 1 i (] ]
g gl +a{eis ou Agedk (dek Lokl Cep,\k\ce c R‘f‘
d k1) __d(—ed lk+1] .
2) O-n-%—l - n+1 ’Ce
A k1) _ —ed(k+1) el lk+1] G gl o pdlie]
3) Eur1 TEui1 TEnt ou €,+1 ~L, 0,4
plitl] _ _p _ oAkt .
4) O-n+1 =0 8n+1 8n+1 H Ce
(k+1) _ _plk+1] d, lk+1]
5) er TOn+r T Op+
—ed\k+l\ k+l\ .
6) Si l4&. |>tol.  reprend la boucle au 1), sinon FIN

Remarque 1 : les seuls endroits ou les spécificités physiques des modeles couplés sont prises en
compte sont les points 2) et 4), ou on fait appel aux modules de plasticité et d’endommagement,
respectivement.

Remarque 2 : la valeur de ¢n+1 est considérée constante dans le processus d’équilibrage des
, .. —ed . (s 4 . ,

contraintes et lors de la variation de ¢€,., on varie en réalité la valeur de ¢, . Cette déformation

plastique est en principe déterminée par le module d’élasto-plasticité comme une fonction de n+1

. A e . . p
(voir [eq. 2.3.3-3]). En réalité, g, est considérée ici comme une variable et son lien avec €+
n’est rétabli qu ‘a la convergence du processus itératif. Ainsi :

_ed (k)) k— o

Mg —&ef(e ,,—¢ ; —ed (k) d,(k)
+1 +1 +1 +1 mais ed, _ P _ % .
n ! ! ! 811+1 - 8n+l & (8n+1 8n+1 )

2.3.5 Construction du module tangent cohérent

Enfin, afin d’obtenir une performance optimale dans le processus itératif global on doit calculer le

. . f e .. _p _ _d
module tangent cohérent, une fois le processus décrit ci-dessus convergé, i.e. 0,,1=0,,1=0,41

6O-n+l
a‘C"nJrl

epd __
C'n+l_

D’abord on observe que si on dérive [eq. 2.3.3-3] par rapport a 05“ on peut écrire,

d
1 Cep Cepd”_ a(C'.n+l
n+1 n+1 p ,
O-n+l

et que de la méme maniére, en dérivant [eq. 2.3.3-4] par rapport a 0:+1 on obtient,

_d epd™ a(C"n+l
I_Cn+l Cn-H _a
O-H+1

, U p _ d . )
avec, en fin du processus itératif, 0,.1=0,+1 , on obtient finalement :
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88dﬁ—l d’ - ang epd”! d’!
—==C" -C? —==C", —C,
ao_n+1 n+1 n+1 et aan+] n+1 n+1

24

e p d
0ée,,, _0¢,, 68n+1+68n+1

__ e P d
En utilisant ensuite €,+1=€,+1T€,11T€,11 etdonc - :
ao-nJrl aO-nJrl aO-nJrl aO-n+1

on obtient le module tangent cohérent directement comme,

-1

cr=[cr vl o,

n+l1— n+1 n+l- S+l

Limitations du coupleur

Il existe quelques conditions a satisfaire pour I'utilisation de cette méthode de couplage concernant les
aspects a la fois physiques et numériques :

Variables internes distinctes.
Comme précisé dans l'introduction du cadre thermodynamique, les deux modeles couplés ne
doivent pas partager les mémes variables internes. La méthode est congue pour pouvoir
combiner des modéles représentant des phénomeénes physiques découplés, ce qui est jugé
étre le cas dans la plupart des applications cibles.
Existence des modules tangents cohérents.
Pour que l'approche fonctionne, il faut absolument quon dispose des modules
tangents cohérents pour les deux modules, élasto-plastique et endommageable. Sous
« module tangent cohérent » on sous-entend qu’il est la dérivée cohérente avec la
discrétisation temporelle employée du tenseur de contraintes a l'instant donné par
rapport au tenseur de déformation au méme instant.
Non-singularité des modules tangents.
On est obligé a plusieurs reprise d’inverser les matrices tangentes de modules
individuels. Si le comportement d’'un module a une pente non-linéaire plate (élasto-
plasticité parfaite par exemple) il est nécessaire de lui donner une valeur non-nulle.
Cette valeur non-nulle doit étre choisie telle qu’elle soit suffisamment grande pour que
l'algorithme fonctionne et suffisamment petite pour qu’elle soit cohérente avec le
modéle physique étudié.

Modéeles spécifiques

3.1

3.1.1

Modeéles globaux

Rappel des modéles globaux

Dans ce contexte, un modéle de comportement de plaque dit global ou d’élément de structure en
général, signifie que la loi de comportement s’écrit directement en termes de relation entre les
contraintes généralisées et les déformations généralisées. L'approche globale de modélisation du
comportement des structures s’applique notamment aux structures composites, par exemple le béton
armé (voir Figure 1), et représente une alternative aux approches dites locales ou semi-globales, qui
sont des modélisations plus fines mais plus colteuses (voir [bib6] et [bib7]). Dans I'approche locale on
utilise une modélisation fine pour chacune des phases (acier, béton) et leurs interactions (adhérence)
et dans I'approche semi-globale on exploite I'élancement de la structure pour simplifier la description
de la cinématique, ce qui aboutit aux modéles PMF (Poutre Multi-Fibre) ou coques multi-couches.

L’intérét du modéle global réside dans le fait que I'élément fini correspondant ne nécessite qu’un point
d’intégration dans I'épaisseur et surtout dans l'obtention d'un comportement homogénéisé. Cet
avantage est encore plus important dans I'analyse du béton armé, puisqu’on contourne les problémes
de localisation rencontrés lors de la modélisation du béton sans armatures. Evidemment, un modéle
global représente les phénoménes locaux d’'une maniére grossiére et nécessite plus de validation
avant son application aux exemples industriels.
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3.1.2

A présent (version STA9.3) Code_Aster dispose de deux modéles de ce type : GRLC DAMAGE (voir

[bib10]) et GRLC_DM (voir [bib11]).

5 v Plaque
Béton armé
d
R — {
X / / 1'
> L 7

A

Nappe d’armatures équivalente

armature diametre ®,
feuillet moyen

armature diametre @, feuillet moyen

Figure 3.1-a. Dalle en béton armé.

Implantation du couplage GLRC_DM/VMIS _

L’hypothése la plus importante qui est faite dans ce couplage particulier est que I'élasto-plasticité ne
peut étre activée qu’en sollicitant la plaque en membrane. Autrement dit, en flexion pure la structure ne
plastifiera jamais. D’'une part, cette simplification se justifie par les applications cibles, ou les
sollicitations sont plus importantes en membrane qu’en flexion et ou on ne s’attend donc pas a des
influences dominantes de la flexion. D’autre part, 'hypothése s’impose pour des raisons techniques,
car actuellement on ne dispose pas d’'un modéle « global » élasto-plastique convenable pour le
couplage avec un modéle « global » d’endommagement.

Les modéles globaux sont formulés en terme de contraintes et déformations généralisées, ce qui nous
impose, dans le coupleur (voir §2), de remplacer les contraintes, ¢ , et déformations, ¢ , par:

Xy et 8—)E: Xy

SRR

ou les déformations géneralisées, E , se décomposent en extensions membranaires (e,, , e,, , €
et les courbures ( © K K, ), tandis que les contraintes généralisées sont composées des efforts

xx o Myy s
membranaires (N, , N, , N,, ) et des moments fléchissants (M, , M, , M ,, ).

XX yy ?

w )

Il est important de noter que dans ce cadre on fait 'hypothése de plaques minces ou la distorsion
transverse et I'effort tranchant sont négligeables. Ci-dessous on rappelle la cinématique de Hencky-
Mindlin (voir [bib9] pour les détails) pour les coques et les plaques ainsi que la définition des
contraintes généralisées :

Ulx,y,z)| [ul(x,y) 0,(x,y)
Uy(x,y,z) [Fluy(x,y) | +z|=6.(x,¥)
Us(x,y,z)| \us(x,y) 0
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ou U=(U,U,U,)" estle champ du déplacement en 3D, u=(u,u,u,)’ le déplacement du feuillet
moyenet 6 _, 6 ses rotations. Ainsi, le tenseur de déformation, défini comme,

&;== i j=1..
Yo 2l0x;, Ox; o/

y

s’écrit aussi comme,
S.XX = eX.X + ZKXX
gyy:eyy+ZK,V}’
&y =€y + ZK

e.=¢,=0, éq 3.1.2-1
ou ¢ est le tenseur de I'extension membranaire,
1 8ui+6uj 13
e=—|\m—+=—|.i,j=1..
Y 2\0x; Ox, L
et ;- le tenseur de courbure,
00, 00, 1/06, 00,
KXX: K = Kx =3 T A
0x ¥ 9y v 210y ox

auxquelles se rajoute I'nypothése de contraintes planes, g..=0 . Dans la théorie utilisée ici, on

n’introduit que deux composantes de rotation 6, et Gy , ce qui implique que le tenseur de courbure
est en 2D et n’a que 3 paramétres indépendants.

Parmi les deux modéles couplés, GLRC DM est un modéle global et formulé donc directement en terme
de XY=X(E), mais les modéles VMIS ISOT LINE et VMIS CINE LINE sont les lois de
comportement 3D classiques. Vu qu’on souhaite surtout que la partie élasto-plastique soit représentée
en membrane, on n'applique la loi de comportement VMIS que sur la relaton N=N(e) , puis on
suppose que le comportement en flexion reste élastique linéaire. On a donc :

Endommagement :
Zd(e; K):ZGLRC,,M<6’ K)

Elasto-plasticité :

NVM[S(e)

2P(e, k)=
H sk

ou ZGLRCDM(e,K) représente la loi de comportement globale GLRC DM, NVMIS(e) la loi de Von

Mises en contraintes planes et H g145 1e tenseur élastique agissant sur la courbure (voir [bib9] pour sa

forme exacte). Ces deux modules, d’endommagement et d’élasto-plasticité, sont ensuite utilisés dans
le coupleur (voir §2) en remplagant ¢” — X7 et g7 — 3¢ .

3.1.3 Variables internes

Les variables internes du modéle couplé sont stockées en série : les premiéres correspondent au

modéle d’endommagement, qui sont suivies de celle du modéle élasto-plastique. Le coupleur a besoin
de six (6) variables internes pour stocker le tenseur du type déformation, % , qui pilote la boucle
interne (voir §2.3). Dans le cas du couplage GLRC DM/VMIS on en rajoute quatre (4) a cause de
I'algorithme permettant de satisfaire la condition des contraintes planes. Ces quatre variables internes

ont la méme signification que celles utilisées pour la méthode DEBORST (voir [bib12]).

Pour GLRC_DM/VMIS_ on a donc 21 variables internes : v1-v4 : GLRC_DM; V5-V11 : VMIS_(on
ne se sert que de V5 et V6 pour VMIS_TSOT LINE); V12-V17: tenseur de déformation g ;vig-
v21 : méthode DEBORST.

3.1.4 Validation
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Ce modeéle est validé par les tests SSNS106F, G  (voir [bib8]).
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