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Loi de comportement hyper-élastique : matériau
presque incompressible

Résumeé :

On décrit ici la formulation adoptée pour une loi de comportement hyper-élastique de Signorini. Cette loi est une
version généralisée des lois de Mooney-Rivlin souvent adoptées pour les élastomeres. Les parametres
caractérisant le matériau sont définis dans DEFI_ MATERIAU avec le mot-clé ELAS HYPER.

Ce modele est choisi dans la commande STAT NON_ LINE ou DYNA NON LINE par l'intermédiaire du mot-clé
RELATION =/ ELAS_HYPER’ sous les mots-clés COMP_ELAS ou COMP_INCR. Cette relation s’étend a des
grandes transformations ; cette fonctionnalité est choisie par l'intermédiaire du mot-clé DEFORMATION =
‘GROT_GDEP’. Elle est disponible pour les éléments 3D, 3D SI,C PLAN et D PLAN.
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Potentiel de déformation

1.1

Cinématique

On considére un solide (2 soumis a des grandes déformations. Soit F le tenseur du gradient
de la transformation faisant passer la configuration initiale €2, a la configuration actuelle déformée

.Qt .Onnote X la position d’'un point dans QO et X la position de ce méme point aprés

déformation dans €2, . u estalors le déplacement entre les deux configurations. On a donc :
x=X-+u )
Le tenseur du gradient de la transformation s'écrit :
ox
F=——=I+V _ u 2
ox 1tV )

Figure 1.1-1: Transformation de la configuration initiale a finale

Ce tenseur n'est pas le meilleur candidat pour décrire la déformation de la structure. En particulier, il
ne vaut pas zéro pour des mouvements de corps rigide et il décrit toute la transformation : le
changement de longueur des éléments infinitésimaux mais aussi leur orientation. Or un mouvement de
rotation pure n'engendre pas de contraintes et il est donc préférable d'utiliser une mesure des
déformations qui ne prend pas en compte cette rotation rigide. Considérons un élément de longueur
infinitésimale noté dX dans la configuration initiale et dx dans la configuration finale. Si le

mouvement est une rotation rigide R ,ona:

dx=R.dX 3)
La norme de ce vecteur aprés transformation vaut donc
dx.dx=R.dX.R.dX=R".R.dX.dX (4)
Comme la transformation est purement rigide, on a :
R".R=1 (5)

R est donc un tenseur orthogonal. Le tenseur gradient de déformation peut étre écrit comme le
produit d'un tenseur orthogonal et d'un tenseur défini positif (factorisation polaire) :

F=R.U (6)

Le tenseur U (appelé tenseur d'allongement) est donc une premiére mesure de grandes

déformations. Par contre, il nécessite la factorisation polaire de  F , ce qui est opération colteuse.
On préfére donc utiliser le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit :

C=F'.F=U’ (7)
Ce tenseur est symétrique. Les trois invariants du tenseur de Cauchy-Green C sont donnés par’ :
I,=tr(C| (8)

1 Onnote tr(C|=C,+C,,+C,, latracedutenseur C
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IIC:E.((tr(CJ) —trC?| ()
111 ,=det(C) (10)
Le dernier invariant /I, décrit le changement de volume, on peut I'écrire aussi :
Il ,=|det F|’=J° (11)
1.2 Potentiel de déformation — cas compressible

Un modeéle hyper-élastique suppose I'existence d'un potentiel densité d'énergie interne ', fonction
scalaire de la mesure des déformations. Si I'on considére un comportement isotrope, la fonction ¥
doit I'étre aussi. On montre que si la fonction ¥ ne dépend que des invariants du tenseur des
déformations de Cauchy-Green droit C , alors elle décrit un comportement isotrope. Le potentiel est
donc une fonction de ces trois invariants :
‘I’:‘F(IC,H(,,H]L,) (12)
Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff est obtenu par dérivation de ce potentiel par
rapport aux déformations (voir [R5.03.20]) :
_, 0¥
S=2. FYe
La forme la plus générale d'un potentiel est polynomiale. Elle s'écrit en fonction des invariants du
tenseur de Cauchy-Green droit et des parametres matériaux CW selon Rivlin :

(13)

_ p q r
v= > C,,.[1.-3). (-3 1 1] (14)
(p.q.7)=0
avec Cy,,=0.
Il existe des formes particuliéres de ce potentiel qui sont utilisées trés fréquemment, avec » =0

p q
1 2 1
C10 C20 C01
Signorini oul | OuUl | oul
Mooney-Rivlin OUI | NON | Oul
Néo-Hookéen OUI | NON |NON
1.3 Potentiel de déformation — cas incompressible
1.3.1 Principe
La plupart des matériaux hyper-élastiques (comme les élastoméres) sont incompressibles, c'est-a-
dire :
detF=1 (15)
Et donc le troisiéme invariant I/, vaut donc :
1 .=1 (16)
Le potentiel hyperélastique en mode incompressible se ré-écrit donc :
v= > C,.1.-3).[1u,-3f (17)
(p.q)=0
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Malheureusement, une telle écriture conduit a des probléemes numériques sévéres (sauf pour le cas
des contraintes planes). Nous allons donc proposer une nouvelle écriture qui permet de résoudre de
maniére plus efficace le cas de l'incompressibilité et qui a en plus le bon godt d'étre aussi valable en
mode compressible, avec un choix judicieux (et facile) des coefficients.

1.3.2 Tenseur de Cauchy-Green droit modifié
On commence par définir un nouveau tenseur de Cauchy-Green droit C~ (dilatations déviatoriques
pures ou isochores) tel que :
_2
C'=J*.C (18)
1
En effet, J§ I désigne la déformation volumique pure. Ce tenseur reste symétrique. Ses invariants
sont :
_2
I'=J .1, (19)
_4
i=J°.1I, (20)
=1 (21)
Sachant que :
1
_ 2 2 2 2 22
J= C11~C22-C33_C12-C33_C23-C11+2~C12-C13-C23_ C13-C22 (22)
Avec :
* C]l + C22+ C33
I.= FEE (23)
Et:
. C,,.Cun+C,. .C,+C, .C
IIC — 22 33 11 — 33 11 22 (24)
J
Ces invariants sont aussi appelé invariants réduits de C .
1.3.3 Potentiel de déformation modifié
Si on exprime le potentiel de déformation a I'aide des invariants réduits de C , on peut décomposer le
potentiel en deux parties :
lIf: lp‘iso-l_ llfwl (25)
lly alapartie ¥*° quicorrespond aux déformations isochores ( J=1 ):
iso __ C * P 4q
o= ¢, [1.-3]". (-3 (26)
r.q=0
Etla partie ' qui correspond aux déformations volumiques ( J#1 ):
voO K (
=2 (J-1) (27)
2
K est le coefficient de compressibilité. Cette formulation permet de tenir compte des effets
incompressible et compressible :
1.Dans le cas incompressible, et dans le cadre d’'une formulation par éléments finis le paramétre
K joue le role d’un coefficient de pénalisation de la condition d'incompressibilité ;
2.Dans le cas compressible ce méme coefficient traduit une propriété matérielle : la compressibilité
hydrostatique.
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Si le modéle caractérisant le matériau est de type Mooney-Rivlin ( p=¢g=1 ), K peut étre
donné par :
4(C, +C, |1+ V
K=_ 01 10) ‘ (28)
31-2 v

Dans le cas des petites déformations, E=4(C,,+C,,)(1+ ) représente le module de Young
tandis que G=2(C,,+C,,) représente le module de cisaillement.

1.3.4 Tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2
Le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff 2, représentant les contraintes mesurées dans la
configuration initiale, s’écrit :
oY
S=2.— 29
oC (29)
Le facteur 2 permet de retrouver I'expression habituelle en petites déformations. On peut le séparer en
deux parties :
S:Siso+svol (30)
Avec :
gw—p OU (31)
- 0C
Et:
vol
SVOl — 2. % (32)
0C
S°  est le tenseur des contraintes isochores et S*'  est celui des contraintes volumiques ou
hydrostatiques.
1.3.5 Tenseur d’élasticité Lagrangien
Le tenseur de raideur élastique (matrice « tangente » pour le probléme de Newton) est donné par la
double dérivation du potentiel :
2 2 \yeiso 2 vol
K=4-0¥ 4 oW 4 00 33
9C.0C "3C.oC "aC.0C (33)
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2

Expressions analytiques

2.1

Cas des contraintes

Nous allons détailler I'expression analytique des contraintes de Piola-Kirchhoff pour le potentiel hyper-
élastique de Signorini ( p=2 et ¢g=1 ) dans le cas incompressible. On a donc le tenseur de
contraintes de Piola-Kirchhoff 2, représentant les contraintes mesurées dans la configuration initiale
qui s’écrit :
iso vol
§=20¥ 0¥ 34
0C 0C (34)

Avec les deux potentiels :

¥=Cy. (134 Cop I =3)+ Co. [ 11-3]
K 2 (35)
pel="(J-1
> )
Pour obtenir les contraintes, il faut dériver le potentiel :
. o 9l, v oI,
50:26&”* 'GCC +28Yj : .8C°
o1, » olr, oty (36)
oY oJ
S)”'=2 =
Y oJ 0C;
Avec :
a Y/iso . a Y/iATO 8 Y,vol ‘
—=C1+2.Cy.[1.-3 ——=C =K.lJ=-1 37
I 10 20 ) ol 01 57 \J—1] (37)

Ainsi que les dérivées des invariants réduits (cf. page 26 de [5] pour les dérivées des invariants d'un
tenseur) :

81; _% 1
Sl .(5”—5.@. A, (38)
y
aU:—Uf% (1 5—C 2.1 ) (39)
5Ci/ c et i3 ij c
oJ 1 5
W // K on (40)
oC, 2 i

Voici donc I'expression analytique des contraintes volumiques :

Sy'=K.lJ-1].J.C;' (41)

/A

Et des contraintes isochores :

2
S;'=2 (C10+2-C20-([j_3])-J ’ ( i},—l.C;].]C

2.2

4
- - 2 -
3 +Coy.J 3.(16. cs_,—ci,—g.ci,‘.nc)

Cas de la matrice élastique

Nous allons détailler I'expression analytique de la matrice élastique pour le potentiel hyper-élastique de
Signorini( p=2 et ¢g=1 )dansle casincompressible. On a donc :
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aZlI/iso 6211,\/01
K=4. +4. 43
0C.0C 0C.oC )

Il faut donc dériver (deux fois) le potentiel :
s O°WY O Py 9,
M9 IT 19C,.0C, o'l 0C;.0C,

(44)
VO[: aZYIV()/ 82,]
ijkl 82J . aCU ackl
Les constantes matériaux sont supposées constantes. On a donc :
62 Y/isa 62 lI/iSO 2 s vol
o+ =2Cy =0 g ;I/ =K (45)
oI o'l o*J

On voit que le coefficient K est bien un coefficient de pénalisation et que son choix impacte le
conditionnement de la matrice. Les dérivées des invariants réduits :

oI, = ~ § Lo
—GC”.@CM:H]C .(Cki .C[j .]C—Cij 0,—C, .5U+§.Ck1 .Cl.j A, (46)
2 -2 2
* _ < 3 -1 _ _~ -1

82110 3 I,°.C,, .(IC.(SU. C, 3 .C, 1|+

N 47
IIIL . 5k]'6l/_6lk'6/l+§‘ckl .Cl/ .II(_g.Cl/ '(IL‘(skl_Ck])
o’ J 1 .3

— _—— . (c).c.'-2.c.'.C 48
Lt le 2l w
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