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Réponse sismique par méthode spectrale

Résumé :

L’étude de la réponse d’une structure sous l'effet de mouvements imposés de type sismique, avec un
mouvement imposé unique (mono-appui) ou multiple (multi-appui) est possible en analyse transitoire (time
history). On se reportera a la note [R4.05.01].

Pour des études de dimensionnement, on peut ne s'intéresser qu'a une estimation des efforts maximaux
induits par les sollicitations, pour évaluer la marge de sécurité avec des réglements de construction, sans
recourir a une analyse transitoire.

La méthode spectrale s’appuie sur la notion de spectre d’oscillateur d’'un accélérogramme de séisme. On
détaille la méthode d'élaboration de ce spectre de réponse disponible dans l'opérateur CALC FONCTION

[U4.32.04].

On montre comment ce spectre d’oscillateur peut étre utilisé pour évaluer un majorant de la réponse en
déplacement relatif d’'un oscillateur simple. Cette approche se justifie si on ne désire pas connaitre I'histoire
des déplacements et des efforts, en se limitant a I'analyse des effets inertiels.

La méthode spectrale utilise des notions générales de la méthode de recombinaison modale [R5.06.01].
On décrit les différentes régles de combinaison utilisables pour obtenir un majorant réaliste mais conservatif de

la réponse maximale de la structure. Ces méthodes sont disponibles dans I'opérateur COMB_ SISM MODAL
[U4.84.01].

Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster etalt
—_ default
Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 2/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

Table des Matiéeres

1 Notion de spectre d'oscillateur..................oeeieeisiic e 4
1.1 Mouvement imposé défini par un accélérogramme A(f).....cocooeeeeeiiiiienniiiiiiiiiiiiiii 4
1.2 Spectre d’'oscillateur d'un accélérogramme...............oeeeiieesissce 5

1.2.1 Spectre d'oscillateur en déplacement relatif.............ccceeeeeeveeieiieiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeiiiiiiiii, 5
1.2.2 Spectre d'oscillateur en pseudo-vitesse relative.........cccccoeennnnnnnnnneeeeeiiiiciieiieeiienn 6
1.2.3 Spectre d'oscillateur en pseudo-accélération absolue.............eeeeiceeeiiiiiiiiieiiiiie 7
1.3 Détermination du spectre d'oscillateur..............cceeeeiiiiiiiiiiiiiiiiie i 7
1.4 Représentation et utilisation des spectres d'oscillateurs......................ceeeeeeecieeeeee 8
1.4.1 Représentation tri-logarithmique...............oooeeeeeiiiiiiiiiiiiiise e 8
1.4.2 Utilisation des spectres d'oscillateurs...............cccccinnennieieeieeee e 8
1.5 Spectres d'oscillateurs utilisés pourdes études...............ccccccnne 9
1.5.1 Spectre de sol de conception et vérification des batiments............ceeveeeeeeiiieeeiiieeiiiiiinnn, 9
1.5.2 Spectre de plancher de vérification des équipements.................oooovveeiiiiiiiiiiiiiiiinn 10

2 Réponse sismique par recombinaison MOdale.......ueeeuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiisiseeeeeeeea 10

2.1 Rappels de la formulation..............ccueeeieiiiiiiiiiii i 10
2.1.1 Mouvement imposé multiple : MUlti-apPUi.......eeeeeeeeeeeeeeeeeiiieiieeiie 11
2.1.2 Mouvement imposé unique : MONO-APPUI.uuuueeeeeeeiiiiiiieie it 13
213 RESUME. ...ttt 13

2.2 Réponseenbasemodale.................cccciniiiiii e 14
2.2.1 Réponse temporelle d'un oscillateur modal.........ccccueeeeeennieiiiiiiiiiiiiiiiiieieeiiiiieiiiiie 14
2.2.2 Facteur de participation modal en MmON0-8PPUI....eeeeeiiieeeniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeee 14
2.2.3 Facteur de participation modal en multi-appui..........eeeeeieieineneiiiiiiiiiieiiiiiiiiiieeeeeeeeee 15

3 Réponse sismique par méthode spectrale..............ooeeviciieiieiiiiiiiiiiiiei i, 15
3.1 Réponse spectrale d'un oscillateur modal en MoNo-apPUi........cceeeeeeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee 15
3.2 Réponse spectrale d'un oscillateur modal en multi-appui.........eeeeeeeeeiieiiesieisieeeeee 16
3.3 Généralisation a d'autres grandeurs..........ccooeeeeeeeeeeeeeeeeieiiess i 16

4 Régles de combinaison des réponses Modales........uueeeeeeeienineeneeeeiiiiiiiiesi e 16
4.1 Direction du séisme et réponse directionnelle..........cccouvvveveeeneiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiiiiieieeeeiiiieeeeee 17
4.2 Choix des modes propres @ COMDINEr. ...t 17

4.2.1 Expression de I'énergie de déformation modale...........ccceeeeeeiiiicenneeiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee 17
4.2.2 Expression de I'énergie cinétique modale..............oooeiiiiniiiiiiiiiiiiiisieeeeee 17
4.2.3 CONCIUSION. ...ttt ettt 18

4.3 Correction statique par pseudo-mode ............ceeeiiieiiiiiiiiiiii i 19
4.3.1 MONO-GPPUIceeeeeieiaeiee et 19
4.3.2 MURi=@DPUL ettt 19

4.4 Généralités sur les régles de COMbDINAISON. ..eeuuieiiiieciiieeeeiiieiieeeeeeeee ettt eeeee e 20
4.4.1 Combinaison arithmétique............ccccceeeenniiiinnenieiiiiiiiiiiieiseeeee e 20
4.4.2 Combinaison en valeur absolue............c..couiicueeieiiiiiiiiii i 20

Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster dofault

Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 3/34

Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044
4.4.3 Combinaison quadratique simple...............cccccciiiee e 20

4.5 Etablissement de la réponse directionnelle en MoN0-apPUi......eeeeeeeeiieeeeiiiiiiiiiiiiiieeeiiiian, 21
4.5.1 Réponse combinée des oscillateurs ModauX.........uueeeeeeeieiiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeiiiiiieeeseenes 21
4.5.1.1 Somme des valeurs absolU€s..........cceeeeeeiiiiciiiiiiiiiiiii i 21

4.5.1.2 Combinaison quadratique simple (CQS).........cooeeiieeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee 21

4.5.1.3 Combinaison quadratique compléte (CQC).......coeeeeeiiiiinneeiiiiiiiineeeiiiiieeeenees 22

4.5.1.4 Combinaison de ROSENBLUETH...........cooeeiiiiiiieiiiiiiiiee i 22

4.5.1.5 Combinaison avec regle des 10%0....uuueureiiiieeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeee 22

4.5.1.6 Combinaison selon Gupta..........cccccueeeenennnniiiniiiiiiee e 22

4.5.2 Contribution de la correction statigue des modes N€gliges.......eeeeeenineeneeenneeeeeeeeeeeee 23

4.6 Etablissement de la réponse directionnelle en Multi-apPui.......cccvveveeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieen, 23
4.6.1 Calcul de la réponse global€..........ccueeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiee i 23
4.6.1.1 Cas avec groupes d'appuis deCOrITélés.............ceeuuiineneeeiiiiiiiieiiiiiieeee i 23

4.6.1.2 Cas aveC appuiS COIMEIES........ccuuueuiiiiiiiiiiiiiieeee e 23

4.6.2 Calcul séparé des composantes primaire et secondaire de la réponse............................. 24
4.6.2.1 Composante primaire RIX (réponse inertielle)...........cccoeeeeiiieieereeeiiiiiiiieieiiivnnnnne, 24

4.6.2.2 Composante secondaire RII (réponse quasi-statique)...............ooooovieveeeeeinnnnnnne.. 24

4.6.3 CuMUI SUr 1€S MOAES. ..euueeieiiiiiiiiie et 24

4.6.4 Contribution du pSEUdO-MOAE. ......uuuueerieeeiiiiiiiiiiiiiiti et e ittt it it eeeeeeieeeeeeees 24

4.6.5 Contribution des mouvements d'entrainement............ccccoeeeeiiicinneeiiiiiiiieeeiiiiciieeeeeee 24

4.6.6 CUMUI SUT 1€S APPUIS. ...ueeeiiee ittt 25

4.7 Combinaison des réponses directionnelles..................cccconneeeeeeeee 25
4.7.1 Combinaison quadratiqQue. ... 25

4.7.2 Combinaison de NEWMARK........cccccuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ettt ei e siiiieeeeeeieeeeeeeeeeee 25

4.8 Avertissement sur les combinaisons.........ccccceeeeeiiiinniinneiiiiiiiiiii i 25
4.9 Pratiques réglementaires..........c...uuuuuuiiiiiiiiiii 26
4.9.1 Partition des composantes primaires et secondaires de la réponse ..................ccceeeee... 26

4.9.2 Méthode du spectre enveloppe.........c.uweeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 26

5 Bibliographi€. . ... s 28
6 Description des versions dudocument..............cccceeiiiiii 28
Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code_Aster detault

Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 4/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

Notion de spectre d’oscillateur

La méthode spectrale pour I'étude de la réponse d'une structure sous I'effet de mouvements imposés
de type sismique s’appuie sur la notion de spectre d’oscillateur d’'un accélérogramme de séisme.

1.1  Mouvement imposé défini par un accélérogramme A(t)
Pour un mouvement imposé s de type sismique, on peut traiter le probléeme en déplacement absolu
X ou en déplacement relatif x tel que : X =x+s . Les équations générales du mouvement d'un
oscillateur simple s'écrivent alors :
Mouvement absolu Mouvement relatif
:: X
S X

NE* o

h k mX+cX+kX=cs+ks mi+cx+kx=—ms3s

N | [V

]

N m

N | |[——

)

N ¢

AR YRR Y

On retient la formulation a partir du mouvement relatif pour deux raisons principales :

*l'analyse sismique des structures utilise les contraintes induites par les effets inertiels du séisme,
contraintes calculées a partir des déformations de la structure qui s'expriment a partir des
déplacements relatifs ;

*la caractérisation du signal d'excitation peut se réduire dans ce cas a l'accélérogramme du séisme
s=A(t), grandeur fournie directement par les sismographes. Les signaux de déplacement s et
de vitesse § ne sont en général pas disponibles dans les bases de données géotechniques.

Pour la détermination de la réponse d’'un oscillateur simple a un mouvement imposé et les notations

conventionnelles, on se reportera a 'annexe 2 [R4.05.03 Annexe 2].

Si le séisme est défini par un accélérogramme A(t) , accélération absolue appliquée a la base,

I'équation réduite est dans ce cas :

¥+ 2E wyit wix=—5=—A(1) éq 1.1-1

La solution de ce probléme est l'intégrale de DUHAMEL présentée a I'annexe A [éq A3.3-1] :

1 ! —Ew,(1-T) . ' '
x(t)=—] A(t)e ™" Tsinw' (t-T)dT=f(A.E,0',)  éq11-2
w
0
w';=w VI-&°
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1.2 Spectre d’oscillateur d'un accélérogramme

La notion de spectre d’oscillateur a été introduite initialement pour comparer entre eux les effets de
différents accélérogrammes. Le spectre de FOURIER d'un signal A (7) renseigne sur son contenu
fréquentiel. La réponse d’un systétme mécanique a un mouvement imposé a la base dépend
largement des caractéristiques dynamiques de ce systeme : fréquences propres et amortissement

réduit (£, w',) . L'annexe A détaille cet aspect.

Si I'on souhaite connaitre la valeur maximale de la réponse d’'un oscillateur simple aux paramétres ,
(A &, w'o) on doit évaluer I'intégrale de DUHAMEL qui fournit la réponse de l'oscillateur [éq 1.1-2]
a une excitation imposée a la base.
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Figure 1.2-a : Accélérogramme

1.2.1 Spectre d'oscillateur en déplacement relatif

A partir de l'intégrale de DUHAMEL, on peut définir le spectre d'oscillateur d'un accélérogramme
A(t) comme la fonction des valeurs maximales du déplacement relatif x(z)=f(A,&,w',) pour

chaque valeur de (E , 0 '0) en rappelant que : ’O:wo\/(l—gz) .

Srox (A€ ,w ',)=|x(1)

max

X(t):wL'J‘; Alt)e " Vsinw' (1-T)dT=f(A,E, w',)
0

On constate, sur la figure [Figure 1.2.1-a], qu'au dela d'une certaine fréquence (35 Hz ici), dite
fréquence de coupure du spectre, il n'y a pas d'amplification dynamique significative : le déplacement
relatif est nul.
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Figure 1.2.1-a : Spectre d'oscillateur en déplacement relatif

1.2.2 Spectre d'oscillateur en pseudo-vitesse relative

Pour des structures avec amortissement réduit faible & <0.2=20% , pour lesquelles il est
acceptable d’assimiler w, et w ', , on utilise couramment le spectre de pseudo-vitesse défini par :

Srox (A& ,w,)= w,Srox (A, ,w )= w,|x(1)

max

La pseudo vitesse est la valeur de la vitesse qui donne une valeur de I'énergie cinétique de la masse
de l'oscillateur égale a celle de I'énergie de déformation maximale du ressort :

1 . » 1 ) 2 1 2 2 1 2
E=7m(x(1)) :Em[smx(f\, £, w,)| = may|x(t)f,. =2 klx(1)].=E,
Y —
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Figure 1.2.2-a : Spectre d'oscillateur en pseudo vitesse relative
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1.2.3 Spectre d'oscillateur en pseudo-accélération absolue

De méme pour un amortissement réduit faible, on peut définir le spectre de pseudo-accélération défini
par :

Srox(A,E,w,)=w,Srox(A, E, w,)=w;|x (1]

max

EIF Jmmuk daletbmiss
=] Spectre d'oscillateur (Pseudo accélération absolue)
4
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Figure 1.2.3-a : Spectre d'oscillateur en pseudo accélération absolue

L'intérét de ce spectre de pseudo-accélération réside dans le fait que Sm}é(A,‘g’,wo) est une

bonne approximation du maximum d'accélération absolue X (7). En effet, & linstant ou le
déplacement relatif est maximal, la vitesse relative s'annule et [|'équation réduite s'écrit

5c+0+a)§ X, =8 » C€ qui nous montre que
1X| —=|x+35]| w, Srox(A,E,w,)=Srox(A, E,w,)

Pour cette raison, ce spectre d'oscillateur est appelé spectre de pseudo-accélération absolue.

0 Xl
max max | L

L'asymptote de ce spectre a haute fréquence (accélération a période nulle) correspond a la réponse
d'un oscillateur de haute fréquence propre, c’est-a-dire trés rigide. Dans ce cas, la masse tend a
suivre intégralement le mouvement imposé de la base. Cette asymptote correspond donc a

l'accélération maximale |A(7),,. du mouvement imposé (sol ou point d'accrochage de I'oscillateur).
Elle est atteinte en pratique a partir de la fréquence de coupure du spectre. Pour cette raison, on dit
qu'un accélérogramme est calé, par exemple, sur 0.15 g, quand son amplitude maximale et son
spectre d'oscillateur de pseudo-accélération absolue a période nulle sont égauxa 0.15g.

1.3 Détermination du spectre d'oscillateur
La détermination du spectre d’oscillateur d'un accélérogramme A (t) est disponible dans I'opérateur
CALC_FONCTION [U6.34.04] avec le mot clé SPEC_0OSCI : il est obtenu par intégration numérique de
I'équation de DUHAMEL par la méthode de NIGAM [R5.05.01]. Cette commande fournit le spectre de
pseudo-accélération absolue et, sur demande, le spectre de pseudo-vitesse ou le spectre de
déplacement relatif.
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1.4 Représentation et utilisation des spectres d'oscillateurs

1.4.1 Représentation tri-logarithmique

Les spectres de réponse d'oscillateur sont couramment représentés par des graphiques tri-
logarithmiques qui permettent de lire sur un seul graphique les trois grandeurs : le déplacement relatif,
la pseudo-vitesse relative, la pseudo-accélération absolue.

Cette représentation est obtenue en ftragcant le spectre de pseudo-vitesse relative Srox en
coordonnées log—log telles que logSro x=f (logw,) , sur lequel on reporte deux graduations
complémentaires a +45° si I'échelle des graduations logarithmiques est la méme sur les deux
axes :

une graduation logarithmique a +45° pour mesurer les déplacements relatifs

Sro x .
log Sro x=log( )=log Sro x—log w,
Wy
une graduation logarithmique a —45° pour mesurer les accélérations absolues

log Sro x=log(w, Sro x)=log Sro x+log w,

Vitesse ms 10 NI I e
o _.:1 'T.F:;i'i-f*:f?-._: . ﬁ H.,_I

f=3Hz
ir=1m/s
X | g
x=—=—=0.05305 A0
w 6T

X=ax=06x =18.849

Fréequence Hz

Figure 1.4.1-a : Représentation tri-logarithmique

1.4.2 Utilisation des spectres d'oscillateurs

Pour évaluer la réponse maximale d'un oscillateur modal (w,,&;) & un accélérogramme A (t), on
utilise le spectre de pseudo-accélération absolue.
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Il est représenté dans Code_Aster par une nappe constituée de plusieurs fonctions Sro j'c:f(freq)
a §,=cte.
On utilise une interpolation linéaire sur 'amortissement réduit pour & <&.<&, ., car I'amplification

X, 1
dynamique a la résonance pour w=w, (soit n=1 ) est égale a —22— [éq A2.2-3].
So .

l

La variation du module de la réponse au voisinage de la résonance justifie également une
interpolation logarithmique pour w, <w,<w, ., . Le spectre d'oscillateur doit étre représenté avec
une discrétisation en fréquence suffisamment fine pour limiter les effets de l'interpolation.

1.5 Spectres d'oscillateurs utilisés pour des études
Pour les études d'installations industrielles, telles que les centrales nucléaires, I'analyse sismique
conduit a établir plusieurs modeles :
*un modeéle du génie civil de conception des batiments pour déterminer :

*les sollicitations accidentelles pour le calcul des ossatures de ces batiments ;

*les mouvements imposés aux points d'accrochage des équipements (cuve de réacteur,
appuis des réseaux de tuyauteries, armoires électriques, ..) a différents niveaux des
batiments ;

*edes modeles d'étude de vérification de chaque équipement soumis aux mouvements imposés
amplifiés par le comportement dynamique des batiments.
1.5.1 Spectre de sol de conception et vérification des batiments
A ce stade, les équipements ne sont connus que comme des surcharges inertielles et I'on peut
admettre qu'ils n'apportent aucune rigidité au batiment. Les structures sont dans ce cas soumises a un
spectre de sol.
Le contenu fréquentiel d'un spectre d'oscillateur reflete celui de I'accélérogramme utilisé et est donc
"marqueé" par les propriétés du sol au lieu d'enregistrement. Pour élaborer le spectre de sol au stade
du projet, il est donc recommandé d'établir les spectres d'oscillateurs pour plusieurs accélérogrammes
et de construire un spectre enveloppe qui lisse les anti-résonances.
= Spectre d'oscillateur d'un accélérogramme et le spectre de sol associé
10° T2 i 1
L | ]
Représentation a—
. . ! L —
tri logarithmique i a
o !
= o
= L] 1
5107 il
hl i —— 1 ¢
; i w
Q 3 T K
— Amortissement 1% § = AN
ol g ,f""l \ b
-31072 L \ [
2 = ,
o SN
ol
a
1073 H e 0091
107 10° 104 102
rnml JJORNCIE 1n) MAEILLEN Fréquence
Figure 1.5.1-a : Spectre de sol pour un projet
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Remarque :

uisque les accélérogrammes de séismes connus sont issus d'enregistrements de sismographes,

Dans de nombreux cas, on ne connait pas le mouvement de rotation imposé par le séisme,
capteurs a un degré de liberté de translation.

1.5.2 Spectre de plancher de vérification des équipements

L'étude du comportement dynamique des équipements soumis aux mouvements imposés par la
structure support aux points d'appuis est possible a partir des accélérogrammes de réponse en ces
points, résultats de l'analyse transitoire du comportement du batiment : ces accélérogrammes, dits de
plancher, permettent de construire des spectres de planchers.

Pour une vérification de I'équipement, on peut se limiter a une analyse spectrale a partir des spectres
de plancher et des déplacements différentiels imposés aux appuis.

Les spectres de plancher sont représentatifs de I'amplification dynamique apportée par la structure
support : un lissage du spectre peut étre utile pour prendre en considération l'incertitude sur la position
des fréquences propres du batiment, mais on veillera a conserver des marges réalistes, puisque le
spectre de sol est déja un majorant de la sollicitation sismique. Le spectre d'oscillateur doit étre
représenté avec une discrétisation en fréquence suffisamment fine pour "capter" les résonances de la
structure.

Remarque :

Des techniques de détermination directe des spectres de planchers, a partir du spectre de sol et
des modes de la structure ont été mises au point [bib1], mais ne sont pas disponibles
actuellement dans Code_Aster.

Réponse sismique par recombinaison modale

21 Rappels de la formulation
La méthode spectrale d’analyse sismique s’appuie sur la formulation de la réponse dynamique
transitoire par recombinaison modale présentée dans les documents “Méthodes de RITZ en
dynamique linéaire et non linéaire” [R5.06.01] et “Analyse sismique par méthode directe ou
recombinaison modale” [R4.05.01].
Résumons les principes de la démarche détaillée dans la note [R4.05.01] pour une structure
représentée sous forme discrétisée par le systéme matriciel :
MU+CU+KU=F(r) 6q 2.1-1
Notations en mouvement absolu
U représente toutes les composantes du mouvement (les degrés de liberté internes de structure et
X
les degrés de liberté soumis a un mouvement imposé) : on les sépare sous la forme U = —) . Les
S
opérateurs décrivant la structure deviennent : k. kg C=|% s
SX SS cSX cSS
M: mXX mXS
mSX mSS
Le probleme en mouvement relatif de la structure par rapport aux appuis avec la décomposition
Mouvement absolu = Mouvement relatif + Mouvement d'entrainement conduit a introduire le
changement de variable U=u+E .
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Hypothése

On suppose qu'aucune force d'excitation n'est appliquée sur les degrés de liberté de

X

structure, ce qui réduit le second membre F (t) , avec la méme partition a F=|—

r
S
L’équation 2.1-1 devient alors :
mXX mXS X cXX cXS X kXX kXS X 0
|t ot = * éq. 2.1-2
mSX mSS S CSX CSS S kSX kSS S rs
Le premier systéme d’équations extrait de [éq. 2.1-2] :
m_X+c¢ X+Kk X=—m §—c $—K_s éq.2.1-3

permet la détermination de la réponse des degrés de liberté internes de structure, tandis que le
second :

m_X+c X+k X+m_§+c_s+k_s=r
SX SX SX SS SS SS
permet la détermination de la réaction r (t) entre la structure et ses supports.

Notations en mouvement relatif

On décompose le vecteur du mouvement U :(_) en la somme de deux vecteurs u et E avec:
S

S
E=|—"| le mouvement de déformation statique de la structure sous I'effet des déplacements
S

X

imposés aux supports, qu’'on appelle mouvement d’entrainement,

X
et u= ()_S le mouvement de déformation résiduelle de la structure par rapport a la déformation

S

S

précédente pour obtenir la déformation absolue U =

Le vecteur €__S_ est obtenu en effectuant le relévement statique, sur les degrés de liberté internes

XS S

de la structure, des déplacements imposés aux appuis soit (en utilisant la premiére ligne de I'équation
2.1-2 et en éliminant les composantes dynamiques) : € ssz—k;;k S, soit e = —k'xlx k.

Xs s’

Le passage du mouvement absolu au mouvement relatif peut également s'écrire en introduisant
I'opérateur de passage ¥ :

X e,.S X I e
U=lZ|=zu+E=| 2|+ Sz =2 avec ¥=| = X8
S 05 SS SS SX SS
Le systeme [éq. 2.2.1-1] prend alors |la forme générale :
X"X XX XX OX
MY |—|+CY|—|+KY|—|=|— €q 2.1-4
S S S r
S S S S
2.1.1 Mouvement imposé multiple : multi-appui
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Cette situation correspond a un nombre discret de points de liaison de la structure a des appuis
soumis a des déplacements imposés différents.

Intéressons-nous d’abord a la réponse quasi-statique X% des degrés de liberté de structure. Alors,

e.—@,,oula matrice ¢, désigne la matrice des modes statiques réduite aux degrés de liberté de
structure.
On obtient donc: X*=¢ s

La matrice @, regroupe 6n modes statiques pour les modéles de structures et 3 fois le

appuis
, . N - . . _ -1
nombre d’appuis pour les modéles de milieux continus. Chaque mode statique @ =—Kk_K__ estun
J

mode d’attache, correspondant a un déplacement imposé unitaire sur une composante d'appui, les
autres composantes étant nulles, et produit par l'opérateur MODE _STATIQUE [28].
Le changement de repére peut alors s'exprimer par :

" s
|
%
U= § — § P8,
S 0, S,
I P -X
La réponse absolue s’écrit alors sous la forme : U= 0“ I NI
S
SX SS S

ou I désigne la matrice identité, X_ le vecteur des déplacements relatifs de la structure par rapport

IXX q)S
I

SX SS

aux supports, et =¥ est la matrice de passage du mouvement absolu au mouvement

relatif.
Le systeme [eq. 2.1-3] devient ainsi :
mXX mXS IXX (pS X“x _|_ cXX cXS IXX (pS XX _|_ kXX kXS IXX (pS X O
m m_||0 I || ¢ c c |10 I ;

SX ss sX ss s SX ss SX ss || S s SX ss sX ss || S s r s

La premiére équation de ce systéme s’écrit :

m X +c¢ X +k X =—m_¢@_+m )5—
XX X XX X XX X xXx ¥ s S

XS

cxx (PS+CXS S‘s_(kxx(ps—i_kxs Ss

La diagonalisation du terme de rigidité est acquise :

kxx kxs (ps— Ox
k, K| 1 r

sX ss ss

Concernant les termes d'amortissement, le découplage n'est acquis que si I'amortissement est
proportionnel a la rigidité, hypothése couramment admise.

Ceci permet bien de découpler le systéme [éq 2.1.1-1]

m_X +c _x +k_x =g () éq2.1.1-2
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o o ags
S,=—m_X"—m_s

XSS

_ 1
avec g (f)=—m_ (@ ,+m _ m

Le chargement équivalent gx( t) est d0 a 'opposé de la somme de 'accélération des supports et de

I'accélération relative aux modes statiques.

Cette formulation doit étre interprétée comme la décomposition du mouvement de la structure en un
mouvement d'entrainement correspondant a une déformée statique instantanée (déplacement
différentiel des appuis) et un mouvement relatif correspondant aux effets inertiels autour de cette
nouvelle déformée statique.

Cette interprétation est conforme au classement des sollicitations définies par les régles de
construction (ASME, RCC-M) :

eles contraintes induites par le mouvement relatif sont, comme pour les sollicitations statiques, des
contraintes primaires (effets d'inertie),

*les contraintes induites par les déplacements différentiels des appuis qui sont elles classées en
contraintes secondaires.

La réponse des degrés de liberté de structure étant ainsi déterminée, la deuxiéme équation du
systéme [éq. 2.1.1.-1] permet d’obtenir la réaction s(7) .

2.1.2 Mouvement imposé unique : mono-appui

()
Rl La

R

Le mouvement d’entrainement correspond alors a un mouvement de corps rigide noté

matrice . désigne la matrice regroupant les modes de corps rigides de la structure réduite aux
degrés de liberté de structure.
La structure est soumise a ce mouvement global avec une acceélération y(t) , auquel on superpose

le mouvement relatif des degrés de liberté de structure : I'accélération absolue peut donc s’écrire
sous la forme :

- \ X
0= %=+ Py (0)
S| 0] | sg
La partie rigide du déplacement vérifie la relation : l = kxs Pri=0
s
SX ss R

On en déduit que : Q=@ Sy

i

I
==+ et ¥=| ™

S S SX Ss

Le second membre de I'équation [éq. 2.1.1-2] peut alors s’écrire sous la forme :

g (71)=—m (ps+m;1xmxs)§_u:—(mxxch+mxssR)y(t) éq. 2.1.2-1
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Cette écriture met bien en évidence que le chargement sismique ne dépend que de l'accélération
d’ensemble et l'inertie associée aux modes de corps rigides.

21.3 Résumé
Les équations [éq 2.1.1-2] et [éq 2.1.2-1] conduisent & la forme générale (écrite sans indice pour plus

de clarté) :
mz+cz+kz=—m (pX+m'1mXS s=—mOs éq 2.1.3-1

Les termes I  correspondent aux termes de couplage de la matrice de masse avec les degrés de

liberté d'appui : cette fraction de la masse totale est tres faible et il est justifié de la négliger.
Rappelons que ce terme est effectivement nul pour les modéles de structures dont la matrice de
masse est diagonale : modéles masse - ressort, modéles avec éléments de type "lumped mass".

Dans ce cas, on obtient les formules simplifiées :
mono-appui:  O=@, ou @y sontles six modes de corps solide

multi-appui : O=¢_ ol @ sontles 65 appuis modes d'attache

Le second membre —m O est construit par 'opérateur CALC_CHAR SEISME [U4.63.01].

2.2 Réponse en base modale
2.21 Réponse temporelle d'un oscillateur modal

Si la structure étudiée est représentée par son spectre de modes propres réels a basse fréequence ¢
en base encastrée, solution de ( K—MwQ) @ =0 ou de (k—ma)z)(p:O on peut introduire une
nouvelle transformation x=¢ ( et le systeme d’équations [éq 2.1.3-1] s’écrit, en utilisant la matrice
de facteurs de participation modaux P :

T T
c mO
fl+%fl+w2q:h§:_l)§ 6q 2.2.1-1
m m

Hypothése :

Pour des études industrielles relevant de l'analyse sismique par méthode spectrale, on se limite

au cas de I'amortissement proportionnel, dit de RAYLEIGH, pour lequel on peut diagonaliser le
T
c
terme T7(P:2§w . L'amortissement est alors représenté par un amortissement modal ,

¢ mao
&, éventuellement différent pour chaque mode propre [R4.05.01].

Chaque mode propre, caractérisé par les parametres (wi,Ei) est assimilé a un oscillateur simple
dont le comportement est représenté dans le cas général par :

A28 w, ¢ +w’q=—(P§), éq2.2.1-2
Rappelons que les § sont des accélérations d’entrainement.

2.2.2 Facteur de participation modal en mono-appui
Lorsque le mouvement d'entrainement est unique, [éq 2.2.1-2] devient :

q"i+2§iwiq'i+w2qi=—pi§ éq 2.2.2-1
avec
T T
¢;mO @ me, ,
Pi— = €q2.2.2-2
@; m@, H;
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2.2.3

ou u; estla masse modale généralisée, qui dépend de la normalisation du mode propre. Enoncons

quelques propriétés des facteurs de participation modale p; dans le cas des modes rigides de
translation, mais extensibles aux modes de rotation.

Un mode ¢ ,,, que nous noterons 0, , pour rappeler que les composantes dans la direction X
sont unitaires, appartient a I'espace de dimension N degrés de liberté dont les N modes

propres constituent une base dans laquelle 5X: Z P
A partir des propriétés d'orthogonalité des modes propres (p;"m (Pi:IJ,"Sij’ on identifie les
coefficients «; aux facteurs de participation modale p;, dans la direction X et
5x:Z Py 692223
De plus 6§m5X:mT masse totale de la structure, ce qui conduit a :
2
2 Pk

T _ T _ 2 _ 2
6xm5X—Z PixPxP; m(pi_z PixH; et mT_Z PxHiou i _1€q2.224
Ui 1 1
my

Le paramétre modal p,, dépend de la norme du mode propre et est accessible, pour chaque mode
propre, dans le concept résultat de type mode meca sous le nom FACT PARTICI DX ; de méme

2 . . .
Dix M; » indépendant de la norme, est accessible sous le nom de MASS_EFFE_UN_DX.

Facteur de participation modal en multi-appui

Pour un mouvement imposé multiple, [éq 2.2.1-2] devient :
. . 2 o
§+28w,q+w q[:_z DiS; éq 2.2.3-1

J
avec
T T
_ P, mO _(Pi m(st

Py 6q2.2.3-2

"o me,

ou u, estla masse modale généralisée, qui dépend de la normalisation du mode propre et les Dj

peuvent étre considérés comme des facteurs de participation relatifs au mode i et a une direction j

de mouvement imposé d'un appui.
Comme précédemment, on peut établir [bib4] les deux propriétés :

_ T _ 2
(psj_z plj(piet(psjm(psj_z Dy H; €q2.2.3-3

On ne fait, a ce stade, aucune hypothese de dépendance entre les différents termes p,; . Rappelons
que les composantes s"j expriment l'accélération d’entrainement appliquée a une direction d'appui j

Les facteurs de participation p; ne sont pas construits indépendamment et n'apparaissent que
comme variables intermédiaires dans la commande COMB SISM MODAL [U4.84.01].

Réponse sismique par méthode spectrale

3.1

La méthode spectrale est une technique approchée d'évaluation du maximum de la réponse de la
structure a partir des maximums de réponse de chaque oscillateur modal lus sur le spectre
d'oscillateur de I'excitation.

Réponse spectrale d'un oscillateur modal en mono-appui
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La réponse maximale en déplacement relatif d'un oscillateur modal (w;,,&,) pour une direction X est

déterminée en lisant sur un spectre d'oscillateur de pseudo-accélération absolue confer [§1.4.2] la
sz . - .. 2 N

valeur de la pseudo-accélération absolue a,,=Sro x,(A,§,,w,) eten divisant par w; , d'ou :

Sroxy (A&, w,) ay ]
49 ixXimax = 2 = 2 eq 3.1-1
o . w.

1 1

La contribution de cet oscillateur au déplacement relatif de la structure pour la composante X~
dépend du facteur de participation et de la composante (pik dans l'espace physique :

k k ko ix
Xixmax = Pi PixDixmax—Pi Pix €q 3.1-2
.

k

. . . LAt . A -k k
et la contribution a la pseudo accélération absolue %" estde méme X, =@, p.ad;, .

3.2 Réponse spectrale d'un oscillateur modal en multi-appui

On procéde de la méme maniére pour déterminer, a partir de la valeur lue SJ-X sur le spectre
d'oscillateur de pseudo-accélération absolue associé a 'Sf, la contribution de l'appui j dans la
direction X :

Sro§ (A&, w,) S
QiXmaxj: : (L)Z = (:)2 éq 3.2-1

1 1

L'expression de la contribution de cet oscillateur au déplacement relatif de la structure pour la
composante x* dans I'espace physique et pour un mouvement imposé ; devient :

k SX

_ Ak _ .k J: .
Xixmax j = Pi Pijx Dixmax j~ Pi Pijx 5 €q 3.2-2
w;

1

3.3 Généralisation a d'autres grandeurs

Remarque :

La méthode d'analyse spectrale est strictement limitée aux grandeurs dépendant linéairement des
déplacements en élasticité linéaire : déformations, contraintes, efforts généralisés, forces
nodales, réactions d'appuis.

Notamment elle ne peut s'appliquer a des grandeurs équivalentes de déformation ou de
contraintes (VON MISES).

Pour chaque grandeur R", composante d'un champ par éléments, il est possible de calculer la

k .z . oa
composante modale r; associée au mode propre @, ce qui conduit a :

RE _ ok Gy .
ixmax— Vi Pix9ixmax= Vi Pix ™ éq 3.3-1
i
ou
S.
k _k _ kK JX .
RiXmaX j r; psz QiXmaxj_ r; ple ) eq 3.3-2
w;
Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster dofault

Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 17/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

4

Régles de combinaison des réponses modales

4.1

4.2

421

Pour évaluer un majorant de la réponse R de la structure, on doit maintenant combiner les réponses
modales R.  définies précédemment. Plusieurs niveaux de combinaison sont nécessaires :

max

combinaison des modes propres retenus,

correction statique par pseudo-mode,

effet des excitations différentes appliquées a des groupes d'appuis,
combinaison suivant les directions d'excitation séisme.

Direction du séisme et réponse directionnelle

Différentes considérations conduisent a étudier le comportement sismique séparément suivant chaque
direction de I'espace :

epour I'étude d'un batiment sur un sol, l'accélérogramme du mouvement imposé verticalement est
différent de celui décrivant le mouvement horizontal, lui-méme différent suivant deux directions
orthogonales de I'espace ;

*pour I'étude d'un équipement, les spectres de plancher différent significativement suivant les trois
directions de l'espace, puisqu'ils integrent les participations de différents modes du batiment
(flexion de planchers, flexion ou torsion de l'ossature, ..).

Ceci conduit & établir une réponse modale directionnelle R, a partir de spectres d'oscillateur

différents et de facteurs de participation modale établis dans chaque direction X représentant une
des directions du repére GLOBAL de définition du maillage ( X ,Y ,Z ) ou une direction particuliére
définie explicitement par l'utilisateur.

Choix des modes propres a combiner

Pour représenter correctement les modes de déformation susceptibles d'étre excités par le
mouvement imposé, il faudrait connaitre tous les modes propres de fréquence inférieure a la
fréquence de coupure du spectre, au dela de laquelle il n'y a pas d'amplification dynamique
significative. Cette condition peut s'avérer difficile a remplir pour les structures complexes ayant un
grand nombre de modes propres.

La taille de la base modale nécessaire doit donc étre évaluée pour s'assurer qu'aucun mode ayant une
contribution importante dans les efforts internes et les contraintes n'a été omis dans chaque direction
étudiée.

Expression de I'énergie de déformation modale

1
L'énergie de déformation associée a chaque mode propre U,.:ExiTnmkximax peut étre exprimée
pour une direction particuliere
2
1 dix T 1 Aix| 2 1 dy , .
UiX:_ Pi— (Pik(Pi:_ Pix— | Wi ;== PixH,; €q4.2.1-1
21w 2 w 2 w

i i i
Cette expression correspond a une excitation mono-appui et peut s'étendre au cas du multi-appui.

Le classement des modes avec des énergies de déformation décroissantes permet de ne pas retenir
systématiquement, pour une étude globale de la structure, des modes qui ne produisent pas de
déformations significatives. Par contre, pour I'é¢tude de l'effet des sollicitations dans une zone
particuliére de la structure, il sera nécessaire d'utiliser les modes "locaux" qui peuvent étre détectés
par une analyse de la répartition de I'énergie de déformation sur des groupes de maille.

Notons que I'on ne dispose pas d'une estimation de I'énergie de déformation totale pour quantifier
I'erreur commise en ignorant certains modes.

4.2.2 Expression de I'énergie cinétique modale
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L'énergie cinétique associée a chaque mode propre s'écrit Vizaximaxmximax qui donne
1 ’ 1 a}
a. a.
Vix=75 pix;x (PiTm(pi:__l}; pile'li €q 4.2.2-1
2 w 2 w

i i

L'expression [éq 4.2.2-1] fait intervenir la masse modale effective pfxui définie au [§2.2], ce qui
permet d'énoncer le critere de cumul des masses modales effectives unitaires [éq 2.2.2-4].

Critére de cumul des masses modales effectives

La qualité d'une base modale, du point de vue de la représentation des propriétés inertielles de la
structure, est évaluée en cumulant, pour cette direction, les masses modales effectives unitaires
des modes disponibles. Un seuil d'admissibilité de 95% de la masse totale est couramment
admis. Le méme critére peut s'appliquer partiellement dans le cas d'une excitation multi-appui

T n
avec n modes en comparant P ,mep et Z qu .
i

La somme des masses modales effectives vaut en fait la masse totale qui travaille sur la base
modale choisie. Autrement dit, cette masse totale travaillante vaut la masse totale moins les
contributions en masse qui sont portées par des degrés de liberté encastrés (qui ne travaillent
donc pas sur la base modale). Ainsi, par exemple, sur un systeme a 1 degré de liberté masse-
ressort avec une masse M1 au sommet et une autre masse M2 au niveau du radier, alors la
masse travaillante vaudra M1 et la masse totale M+ M2 . Par suite, la masse modale
effective unitaire pour le seul mode du systéeme vaudra MI1/(MI1+M?2). Le cumul total aura
donc la méme valeur et, suivant le ratio en M1 et M2, on ne pourra donc pas forcément
atteindre 90 % de la masse totale (M1-+M?2), méme en considérant tous les modes (on n'a
qu'un seule mode sur cet exemple). En pratique, plus le modele aux éléments finis sera afin et
réaliste, plus I'écart entre la masse travaillante et la masse totale sera faible.

Estimation de I'erreur commise avec une base modale incompléte

Le critére de cumul des masses modales effectives ne peut pas toujours étre satisfait. En effet on se
limite en général a une base modale de n modes propres avec n modes <K N degrés de liberté.

Pour des fondations rigides, le spectre des fréquences propres nécessaires dépasse couramment la
fréquence de coupure du spectre d'oscillateur.

A partir de I'expression [éq 4.2.2-1], on peut écrire I'énergie cinétique totale sous la forme :

n N
V= Z Vix+z Vix

n+1

qui permet d'exprimer I'erreur absolue a partir de [éq 3.1-1] :

N N a2 a2 N
_ _ iX 2 (n+1)X Z 2
2AVX_ZViX_Z 2piXuiS 2 Pix H;
n+1 n+1 (UI- w:. n+1

L

en notant a<n+])X=Sr0xX(A,Emm,wnﬂ) la valeur lue sur le spectre de pseudo-accélération

absolue pour w, <w et I'amortissement modal le plus faible &, . susceptible de donner

n+1
I'amplitude majorante. Si la fréquence maximale de la base f, dépasse la fréquence de coupure,

. Ceci donne un majorant de I'erreur absolue :

N 2 n
S _ 1 %inx -y
P,-xll,'—z 5> | Mr PixH;
w 1

n+1

max |

alors a(n+l)X:anX:|A(t)

2
1 a,
A VX:E% éq4.2.2-2

i

4.2.3 Conclusion

Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster dofault

Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 19/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

Les grandeurs permettant de choisir les modes nécessaires a chaque analyse sont disponibles dans
Code_Aster (opérateur POST ELEM avec les options MASS INER, ENER POT et ENER CIN et
parametres modaux FACT PARTICI DX et MASS EFFE UN DX dans le concept résultat de type
mode meca).

Aucun critére d'admissibilité automatique n'est programmé actuellement et les grandeurs (pgm(psj

et z P;H; » necessaires a la vérification du critére pour une excitation multi-appui, ne sont pas
1

imprimées.
4.3 Correction statique par pseudo-mode
4.3.1 Mono-appui
L’évaluation d'un majorant de la réponse a une excitation sismique nécessite, comme le suggere
I'analyse précédente, une correction par un terme représentant la contribution statique des modes
propres négligés.
Si I'on soumet la structure a une accélération uniforme quasi-statique dans la direction X, la réponse
@, est solution de k¢ ,=mé I, sans amplification dynamique. Le champ de déplacements
@, des nceuds de la structure soumise a une accélération uniforme dans chaque direction est
produit par 'opérateur MODE STATIQUE [U4.52.14] avec le mot clé PSEUDO MODE.
En décomposant cette déformée sur la base des modes propres, on obtient (cf. [§2.2.2]) :
5 pix
k(PaX mZPIX(P d'ou d)ax k mzpzx :ZI
1
Ceci permet d'introduire un pseudo-mode @, , pour chaque direction, en soustrayant au mode quasi-
statique ¢, les contributions statiques des modes utilisés @; :
n
Pix i
P=P— 2, — P, 6q4.3.1-1
1 i
n
L'expression [éq 4.3.1-1] est homologue du terme mT—Z pfxyi de I'léq 4.2.2-2] et le pseudo-
mode permet d'introduire une correction des effets statiques des modes négligés. La contribution du
pseudo-mode est la valeur Ilue sur le spectre de pseudo-accélération absolue
A ipyx=Sroxy(AE,,, w, ) pour w,<w,, etlamortissement modal le plus faible &, .
La correction a apporter aux déplacements relatifs et aux grandeurs qui s'en déduisent (efforts
généralisés, contraintes, réactions d'appuis) en excitation mono-appui est alors fo:(pra(nH)X
conformément aux conditions d'estimation de I'erreur cf. [§ 4.2.2].
Pour I'évaluation de la correction d'accélération absolue, on obtient :
k
Z plX n+1
4.3.2 Multi-appui
En excitation multi-appui, la formulation du pseudo-mode et de sa contribution reprennent le principe
précédent.
Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster etalt
—_ default
Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 20/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

Le champ de déplacements @ =k'1mcpsjX des nceuds de la structure soumise a une

ajX
accélération unitaire de l'appui j dans la direction X est produit par 'opérateur MODE STATIQUE
[U4.52.14] avec le mot-clé PSEUDO MODE.

La correction a apporter aux déplacements relatifs et aux grandeurs qui s’en déduisent s’écrit alors,

pour I'appui j dans la direction X :

n

. S
Xex = Pejx A1) jx AVEC P ox = Pyjx o2

1 .

1

Pour I'accélération absolue, la correction s’écrit :

n
Xex = (ijX_Z PP x| Ain jx
I

4.4 Généralités sur les régles de combinaison

Les régles de combinaison ou de cumul des différentes composantes, modales ou directionnelles,
sont multiples et plus ou moins complexes a mettre en ceuvre.

On présente les méthodes "naturelles” du point de vue de leur aptitude a fournir un majorant réaliste
des sollicitations induites dans une structure représentée par une base de modes propres réels issus

d'un modéle en élasticité linéaire, majorant estimé sans analyse transitoire pour une grandeur de
composante G, que l'on nommera G, . . Pour la suite le suffixe max désigne I'estimation de la

valeur maximale atteinte au cours de l'excitation sismique, en ignorant l'instant ou elle a été atteinte et
l'indice r s'applique a des modes propres, des pseudo-modes, des directions d'appuis, ...

Remarque :

Quelle que soit la méthode de combinaison utilisée, la valeur d'une composante obtenue par
combinaison ne peut servir de donnée pour calculer une nouvelle grandeur : par exemple, le
calcul d'un majorant d'un déplacement différentiel entre deux points doit étre calculé mode par
mode, puis combiné.

441 Combinaison arithmétique
G =22 G

Elle n'est pas utilisable pour les réponses directionnelles puisque la méthode spectrale fait abstraction
des instants ou les valeurs maximales sont atteintes dans deux directions ou pour deux modes
différents. Aucune relation de phase, et donc de signe, n'existe entre les contributions a combiner.
Elle n'est donc disponible que dans le cas multi-appui, pour le cumul des réponses directionnelles
modales d’appui et pour le cumul des déplacements différentiels.

4.4.2 Combinaison en valeur absolue
kK _ k
Gmax_z |Grmax|
-

De facon évidente, elle peut fournir une borne supérieure, puisqu'elle suppose que toutes les
contributions atteignent leur maximum au méme instant avec le méme signe. Trop pénalisante, elle
est disponible, mais inutilisable industriellement.

4.4.3 Combinaison quadratique simple
Cette méthode est aussi connue sous la dénomination SRSS (Square Root of Sum of Squares).

Gﬁ”ld)(: Z <G];max)2

r

Hypothése :

L' hypothése qui justifie cette méthode de combinaison peut s'énoncer :

le maximum probable de I'énergie stockée dans la structure est la somme des maximums
robables de [I'énergie stockée sur chacun des modes et sur chacune des composantes
directionnelles du séisme, c’est-a-dire que, vis-a-vis de l'énergie, les modes propres et les

Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster et
— default
Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 21/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044

‘composantes du séisme sont découplés. Elle est analogue a la regle d'addition des variables
aléatoires gaussiennes et & moyenne nulle.

La validité de cette hypothése, qui sera discutée pour chaque cas particulier d'utilisation de cette
méthode de combinaison, n'est pas établie et diverses propositions ont été présentées pour obtenir
une meilleure approximation dans les cas ou elle est mise en défaut cf. [§3.4.1.2].

Par ailleurs, on pourra se reporter a [bib3] pour une critique de cette approche, notamment de son
aptitude a estimer un maximum probable des déformations et des contraintes, mais I'approche
alternative qu'elle évoque n'a fait I'objet d'aucun développement dans Code_ Aster.

4.5 Etablissement de la réponse directionnelle en mono-appui

La réponse directionnelle, définie précédemment, est obtenue par combinaison quadratique simple de
deux termes que nous allons discuter :

RX:\/ an+ (Rqs+ Rc)2

R réponse combinée dynamique des oscillateurs modaux

m

Rqs réponse combinée quasi-statique des oscillateurs modaux (=0 sauf pour la combinaison de type

Gupta)
R contribution de la correction statique des modes négligés (pseudo-mode)

C

Les hypothéses justifiant la méthode de combinaison quadratique simple, a ce niveau, ne semblent
pas devoir étre remises en cause [bib1].

Pour simplifier les notations, on note R,, aulieude R ,...

4.51 Réponse combinée des oscillateurs modaux

La réponse de la structure R, , dans une direction de séisme, est obtenue par une des combinaisons

possibles des contributions de chacun des modes propres pris en considération pour cette direction.
Le nombre de méthodes possibles prouve simplement la difficulté de dégager une justification
suffisante pour garantir une estimation conservative et réaliste. Si la combinaison quadratique simple
(SRSS ou CQS) est évoquée par tous, on retiendra de [bib1] qu'elle est souvent mise en défaut et on
lui préférera la combinaison quadratique compléte (CQC). Les autres méthodes sont disponibles pour
des comparaisons éventuelles.

4.5.1.1 Somme des valeurs absolues

Cette combinaison correspond a une hypothése de dépendance compléte des oscillateurs associés a
chaque mode propre et conduit a une surévaluation systématique de la réponse :

4.5.1.2 Combinaison quadratique simple (CQS)

En considérant que la contribution de chaque oscillateur modal est une variable aléatoire

indépendante, une estimation de la réponse maximale, pour la composante de déplacement xr’;ax,

peut étre obtenue par combinaison quadratique simple des contributions de chaque mode d’ou, pour
une excitation mono-appui :

X = J > EE \/ > 0D 6q4.5.1.2-1

i i

D'une maniére générale, pour toute grandeur R, associée & un oscillateur modal (w[, ,») :

A
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4513

4.51.4

4.51.5

4.5.1.6

Elle constitue une bonne approximation de la réalité quand le spectre d'oscillateur définissant le
séisme est a large bande de fréquences, et quand les modes propres de la structure sont bien séparés
les uns des autres et se situent a l'intérieur ou au voisinage de cette bande. Elle est notamment mise
en défaut dans le cas ou des modes propres sont a des fréquences voisines ou pour des modes
éloignés du pic d'excitation [bib2]. Les autres méthodes de combinaison des réponses modales
tentent de corriger ce point.

Combinaison quadratique compléte (CQC)

La combinaison quadratique compléte (établie par DER KIUREGHIAN [bib5]) apporte une correction a
la régle précédente en introduisant des coefficients de corrélation dépendant des amortissements et
des distances entre modes propres voisins :

R’”:\/Z Z PR R,

1
1

avec le coefficient de corrélation :
8\/§i§jwiwj(§iwi+§jwj)wiwj
2 2\2 2 2 2 2 2 2
(w; —w’) +4&,E w,w,(w;+w))+4(E+E;) w; w;

py=

ou en introduisant le rapport de pulsation ou de fréquences entre deux modes nzwj/wl. :

_ 8nVE E n(E+E n)

O P+ ang g (14n) +4n (E1E)

et pour & constant:
. 8ng’(1+n)Vn
T’ +4nE (1+0')+8n°E’

Combinaison de ROSENBLUETH

Cette regle (proposée par E. ROSENBLUETH et J. ELORDY [bib6]) introduit une corrélation entre
modes, différente de celle de la méthode CQC. Les réponses des oscillateurs sont combinées par
double somme (Double Sum Combination) :

Rm:\/z Z pi,izRi,Riz

Elle nécessite une donnée supplémentaire, la durée s de la phase “forte” du séisme. Le coefficient
de corrélation est alors :

w' —w', . 2 2
! J ou w'i:wi 1—5'[281: E’i:§i+

p=| 1+ ——— —
' Ew+E"w, s,

Combinaison avec régle des 10%

Les modes voisins (dont les fréquences différent de moins de 10%) sont d’abord combinés par
sommation des valeurs absolues. Les valeurs résultant de cette premiére combinaison sont ensuite
combinées quadratiguement (combinaison quadratique simple). Cette méthode a été proposée par le
réglement américain U.S. Nuclear Regulatory Commission (Regulatory Guide 1.92 - Février 1976)
pour atténuer le conservatisme de la méthode de somme des valeurs absolues. Elle reste en défaut
pour des structures avec un spectre de fréquences propres dense et ne devrait plus étre utilisée.

Combinaison selon Gupta

Gupta [NRC1.92], pour prendre en compte les corrélations entre modes dues a la partie quasi-statique
de la réponse, introduit le facteur de réponse rigide, qui fait varier de 0 a 1 la corrélation entre les
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réponses modales de fréquences intermédiaires entre f, et f,, deux fréquences & déterminer
(typiquementde 2 Hz a 20 Hz ).
Gupta décompose chaque réponse modale R, en une partie dynamique Rf et une partie quasi-
. qs . qs __ P _
statique R, : R =« R, et R'=+1 0er
Ainsi, pour chaque mode r, on affecte le facteur de réponse rigide @, a la réponse modale R,
x, =0 pour f=<f, et «,=1 pour f=f,
«, est estimé pour la fréquence f, selon la formule suivante :
ln.fr/.fl
O(rzi
In f 2/ I
La réponse combinée dynamique des oscillateurs modaux est effectuée selon la combinaison 'cQcC':

Rd: \/Z Z ,D,,‘,.ZR{.T Rf)z

La réponse combinée quasi-statique des oscillateurs modaux est effectuée selon une combinaison
algébrique :
nmod
— qs
Rqs_ Z Rz‘
r=1

Cette combinaison selon GUPTA n'est disponible que dans le cas mono-appui.

4.5.2 Contribution de la correction statique des modes négligés

La contribution du pseudo-mode Cf. [§4.3.1] peut étre combinée quadratiquement car l'indépendance
avec les contributions des modes de vibration n'est pas contestée.

4.6 Etablissement de la réponse directionnelle en multi-appui

4.6.1 Calcul de la réponse globale

L’ordre des combinaisons a effectuer differe selon que les excitations des appuis (ou des groupes
d’appuis) peuvent étre considérées comme corrélées ou décorrélées entre elles.

4.6.1.1 Cas avec groupes d’appuis décorrélés
L’enchainement des combinaisons peut s’énoncer comme suit, dans l'ordre :
- pour chaque direction X , pour chaque mode i, pour chaque groupe d’appuis :

1) calcul des réponses directionnelles d’appuis modales (combinaison intra-groupe sur
les appuis) : considérant que les appuis d’'un méme groupe sont corrélés, on
propose une sommation des valeurs algébriques ;

- pour chaque direction X , pour chaque groupe d'appuis j :
- calcul de la réponse combinée des oscillateurs modaux (combinaison sur les modes) ;
- calcul du pseudo-mode R}j (correction statique des modes négligés) ;

- calcul du mouvement d’entrainement Ri(j ;

- calcul de la réponse directionnelle d’appui : R,= \/R;’;Z.;_R;jz +R;j2
- pour chaque direction (combinaison inter-groupe sur les groupes d’appuis) : calcul de la réponse
directionnelle, selon une sommation quadratique CQS car les groupes sont supposés décorrélés entre
eux ;

- calcul de la réponse totale (combinaison sur les directions).

4.6.1.2 Cas avec appuis corrélés
Dans le cas ou tous les appuis sont corrélés entre eux (quand on ne peut pas exhiber de groupes
d’appuis décorrélés), on propose le schéma suivant, qui présente I'avantage de pouvoir établir un
paralléle entre le traitement du cas mono-appui traité comme tel et le cas mono-appui traité comme
un cas particulier du cas multi-appui. L’enchainement des combinaisons peut se résumer comme suit :

- pour chaque direction X , pour chaque mode | :
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e calcul des réponses directionnelles modales (combinaison sur les appuis) : les appuis étant
supposes corrélés entre eux, on propose une sommation des valeurs algébriques ou des
valeurs absolues ;

e  pour chaque direction X :
e calcul de la réponse combinée R')"( des oscillateurs modaux (combinaison sur les modes) ;

e calcul du pseudo-mode Rj( (correction statique des modes négligés, sommation algébrique sur
les appuis des pseudo-modes d’appui R;j );
e calcul du mouvement d’entrainement R;j ( sommation algébrique sur les appuis des

mouvements d’entrainement d'appui R}, ) ;

» calcul de la réponse directionnelle : RX:\/R;12+R§(2+R;2 ,
e calcul de la réponse totale (combinaison sur les directions).

4.6.2 Calcul séparé des composantes primaire et secondaire de la réponse

Chaque composante fait I'objet d’un traitement séparé similaire. Cette démarche est adaptée aux
post-traitements RCC-M en vigueur pour I'analyse sismique des tuyauteries [§ 4.9] :

4.6.2.1 Composante primaire Rix (réponse inertielle)
L’ordre des combinaisons a effectuer differe selon que les excitations des appuis (ou des groupes
d’appuis) peuvent étre considérées comme corrélées ou décorrélées entre elles.

- groupes d’appuis décorrélés

our chaque mouvement imposé s ., calcul des réponses directionnelles d’appui (cumul sur les
J
modes) :
_\/ m2 c2
R,_/.X— R./ +R./
R" réponse d'appui combinée des oscillateurs modaux (cumul sur les modes)

J
RS contribution de la correction statique des modes négligés (pseudo-mode

7 d’appui)
combinaison des réponses R,jX (cumul sur les appuis)
- appuis corrélés
pour chaque mouvement imposé s"j , calcul des réponses directionnelles modales (cumul sur les
appuis) :
_ m2 c2
R, =VR"+R
R"™ réponse modale combinée des oscillateurs modaux (cumul sur les appuis)
1

RS contribution de la correction statique des modes négliges (pseudo-mode)
combinaison des réponses R, (cumul sur les modes)

4.6.2.2 Composante secondaire R, (réponse quasi-statique)

combinaison des réponses Rej

4.6.3 Cumul sur les modes

Le critére de choix de la méthode de combinaison des contributions des modes est le méme que pour
une excitation mono-appui et on utilisera préférentiellement la méthode CQC.

4.6.4 Contribution du pseudo-mode
Le terme correctif par pseudo-mode Cf. [§4.3.2] peut étre combiné quadratiquement.

Manuel de référence Fascicule r4.05 : Analyse sismique

Copyright 2015 EDF R&D - Document diffusé sous licence GNU FDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.htmi)



Code Aster dofault

Titre : Réponse sismique par méthode spectrale Date : 21/05/2013 Page : 25/34
Responsable : Emmanuel BOYERE Clé : R4.05.03 Révision : 11044
4.6.5 Contribution des mouvements d'entrainement

Le mouvement d'entrainement de la structure n’étant pas uniforme, on peut rajouter un terme au
calcul de la réponse directionnelle. Ceci n'est pas nécessaire si I'on choisit de considérer cette
contribution statique comme un cas de charge spécifique induisant des contraintes secondaires. Ce
terme est défini a partir du déplacement relatif maximal qui ne peut étre connu a partir des seuls
spectres de pseudo-accélération absolue des appuis.

Rej: (ij 6jmax
Py mode statique pour l'appui j
5jmm déplacement relatif maximal de l'appui j par rapport & un appui de
référence (pour lequel 6, =0)

4.6.6 Cumul sur les appuis
Cette étape est obligatoire, mais le choix de la méthode de combinaison des réponses directionnelles
reste trés ouvert. En effet, 'hypothése d'indépendance des S'J. dépend fortement des modes propres
de la structure support de I'équipement étudié. Une analyse du systéme étudié est nécessaire pour
éventuellement regrouper les appuis par groupes : par exemple, pour une tuyauterie reliant deux
batiments, soit tous les appuis sont considérés comme corrélés entre eux, soit on peut exhiber des
groupes décorrélés entre eux (le groupe des appuis du batiment 1, celui du batiment 2 et, enfin, celui
des appuis intermédiaires), dont les appuis a I'intérieur de chaque groupe sont corrélés.
Cumul intra-groupe
Les excitations aux appuis d'un méme groupe étant supposées corrélées entre elles, le cumul est
réalisé algébriquement selon la combinaison linéaire définie par : RX:Z Ry
Cumul inter-groupe
Les groupes d’appuis étant constitués de telle sorte qu’ils soient décorrélés entre eux, le cumul inter-
groupe s’effectue par combinaison quadratique simple.

4.7 Combinaison des réponses directionnelles
Deux regles de combinaison des réponses directionnelles sont disponibles.

4.71 Combinaison quadratique
Cette combinaison correspond a I'hypothése d’indépendance stricte des réponses dans chaque
direction cf. [§ 3.3.3]. Rappelons que cette régle de combinaison n'a aucune signification géométrique,
bien que les trois directions d'analyse soient orthogonales.

R=VR,+R.+R,

Les hypothéses justifiant la méthode de combinaison quadratique simple, a ce niveau, ne semblent
pas devoir étre remises en cause [bib3], mais cette méthode n'est pas la plus utilisée.

4.7.2 Combinaison de NEWMARK
Cette régle de combinaison empirique est la plus couramment utilisée et conduit en général a des
estimations légérement plus fortes que la précédente. Elle suppose que lorsque I'une des réponses
directionnelles est maximale, les autres sont au plus égales aux 4/10 de leurs contributions
maximales respectives. Pour chacune des directions i(X,Y, Z) , on calcule les 8 valeurs :

R=*R,*04R,+04R,

ce qui conduit, par permutation circulaire, & 24 valeurs et R=max (R,)

4.8 Avertissement sur les combinaisons
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Plusieurs remarques s'imposent pour mettre en garde I'utilisateur sur la fagon d'utiliser les méthodes
de combinaison et les grandeurs combinées dans une note d'étude.

Remarque 1 :

Si l'on souhaite utiliser des combinaisons arithmétiques (direction) et des combinaisons
quadratiques (modes), les cumuls quadratiques doivent toujours s'effectuer en dernier.

Remarque 2 :

Toute combinaison quadratique ne s'applique qu'aux grandeurs pour lesquelles, en valeurs
instantanées, le cumul a le sens d'une somme : combinaison des composantes de déplacement,
ou effort généralisé ou de contrainte de chaque mode propre.
|a combinaison quadratique modale ou directionnelle ne peut donc s'appliquer a des intensités de
contrainte (contraintes principales, de Von Mises, de Tresca).

Remarque 3 :

| es résultats d'une combinaison, quelle que soit la regle de cumul, ne doivent pas servir de
données pour calculer d'autres grandeurs : par exemple, un déplacement différentiel entre deux
points (ou une déformation) ne peut étre calculé qu'a partir des déplacements différentiels
modaux que I'on combine ensuite.

A fortiori les efforts généralisés et les contraintes ne peuvent étre calculés que mode par mode
avant toute combinaison et non a partir de forces d'inerties déduites des champs d'accélération
obtenus par combinaison des accélérations modales.

4.9 Pratiques réglementaires
4.9.1 Partition des composantes primaires et secondaires de la réponse
Les différents supports d’'une ligne de tuyauterie peuvent étre animés de mouvements différents. Un
méme trongon de tuyauterie peut se répartir sur des batiments différents, des niveaux ou des
équipements différents. Il subit donc une excitation multiple. Ceci se traduit par deux types de
chargement [§ 2.1.2] :
*une excitation dont le contenu fréquentiel varie d’'un support a I'autre et qui constitue un chargement
primaire selon la classification RCC-M,
*des Déplacements Différentiels Sismiques (DDS) induisant un état de contrainte par déplacements
imposés aux appuis et classé comme secondaire.
Les moments généralisés résultant de ces 2 chargements interviennent séparément dans les
inéquations de dimensionnement RCC-M et a plusieurs niveaux.
En vue d’'un post-traitement RCC-M approfondi, Il est donc nécessaire de disposer des composantes
primaire et secondaire de la réponse sismique.
D’une maniére plus générale, la méthode de combinaison des réponses d’appuis peut différer suivant
que l'on traite le cas des composantes inertielles ou différentielles. De plus, le nombre d’appuis
concernés par ces deux sommations peut ne pas étre égal. On est souvent amené a imposer des
mouvements différentiels d’ensemble méme pour des appuis associés a des spectres utilisateurs
différents. D’autre part, des DDS formulés en rotation sont parfois a considérer. lls ne peuvent étre
associés a un chargement inertiel (limité aux translations).
Code_Aster propose donc deux traitements :
*Détermination de la réponse globale :
*Les contributions inertielle et statique d’entrainement sont cumulées lors du calcul des réponses
directionnelles d’appui [§4.6].
*Partition des composantes primaires et secondaires de la réponse globale :
Les deux contributions précédentes ne sont plus cumulées lors du calcul des réponses
directionnelles et font I'objet de 2 traitements indépendants :
eLa composante inertielle s’obtient en supprimant le terme d’entrainement R.; dans le calcul de la
réponse globale [§ 4.6].
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*La composante statique est déterminée en combinant les termes d’entrainement définis sous le mot-
clé DEPL MULT APPUI. Les meéthodes de combinaison de ces cas de charge DDS sont
renseignées dans le mot clé COMB_DEPL_APPUI.

4.9.2 Méthode du spectre enveloppe

Méme si les tuyauteries sont soumises a une excitation sismique multiple, la pratique courante est de
se ramener au calcul d’'une structure mono-supportée tout en conservant les cas de charge DDS.
Cette démarche simplifiée implique de définir un spectre unique par direction pour tous les supports
de la tuyauterie. Pour chaque direction, on adopte alors un spectre « enveloppe » des différents
spectres aux supports. Les spectres retenus pour les directions horizontales X et Y sontidentiques.
Dans la quasi totalité des cas, cette méthode est génératrice de « marge de dimensionnement ».
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Annexe 1Réponse transitoire d’un oscillateur simple amorti

A1.1 Vibration forcée d’un systéme a un degré de liberté en translation

Pour un oscillateur simple de rigidit¢ %, de masse m et d'amortissement visqueux ¢, I'équation du
mouvement est de la forme :

mX —a¥ —k¥ =&
Fx' X

pour laquelle les notations traditionnelles sont :

k

la pulsation propre du systéme non amorti:

l'amortissement critique :

(1) 0 = [—
m
C critique :2 mo 0

I'amortissement réduit : £ c c
(exprimé en pourcentage de I'amortissement critique) Coriiue 2MQ,,
la pulsation propre du systéme amorti : ®o0=0,+/|1 - %2

s . F,
la déflexion statique pour une force Fy: G-

k
la fréquence réduite : n=-—
0,

X +280,X +@’X =0

équation réduite du mouvement:

La réponse globale & une excitation harmonique de la forme F (¢)=F,cos(wt) estla somme :

d’une réponse libre Xl(t) solution générale oscillatoire amortie ot X, et (o, sont déterminées par
les conditions initiales :

X, (1)=X,e ¥ cos(w 'yt +@,)

d'une réponse forcée X /(¢) solution particuliére permanente X ,(7)=X , cos(wt—)

F cw
X o= 2 p=arctg éq A1.1-1
" \/(k—mw2)2+(cw)2 k—mw
qui s’écrit sous forme réduite :
X kX
L L— 221 s p=arclg 25)72 éq A1.1-2
Oy F, \/(l—n ) +(2&n) 1-n
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Figure A1.1-a : Réponse d'un oscillateur en force imposée (module et phase)

La réponse a une excitation harmonique de la forme F(t): F, e’ ! s’écrit avec une réponse forcée solution

particuliére permanente Xf.(t):X

qui s’écrit sous forme réduite :

kaOz 1
Fo  1-n"+,2&n

=H(jw)p=arctg

ﬂ)e(jwt—w)
F, cw
X ,= (p=arctg éq A1.1-3
g Vik—mw?)+(cw) k—mw’
Zinz éq A1.1-4
1-n

ou H(j w) est la réponse harmonique complexe d’un oscillateur simple :
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Annexe 2Mouvement imposé d’un systéeme a un degré de liberté

en translation

A2.1

Mouvement absolu d’un systéme a un degré de liberté

Pour un oscillateur simple de rigidité %, de masse m et d'amortissement visqueux ¢, I'équation du
mouvement absolu est de la forme :

T° it s
k c Vs mX H_‘ -l
E v X Dl et aa

A

La réponse forcée a un mouvement imposé harmonique de la forme s(z)=s,cos(w?) estdela

forme X, (¢#)=X,,cos(wt—@,—¢,) somme de deux termes de réponse, solutions particuliéres
permanentes :

terme induit par 'excitation en déplacement X, cos(wt—,)

ks,
Vik—mw*)+(cw)

X = P, =arctg

_cw
k—mw’
terme induit par I'excitation en vitesse X ,,cos(wt—q,)
wces
XV(): . 20 - (pV:arCtg(LZ)
V(k—mw? P +(cw) k—mw

ce qui conduit a une réponse forcée totale :

Xm(t)ZXmCOS(wf—CPr%)ESo\/ )2 cos(wt—p,—P,)

d'ou la forme réduite de I'amplitude absolue :

Xo_ J 1+(2¢n)’
$o V[(1- &’y +(28n)]
Si le mouvement imposé & la base est exprimé sous forme complexe s(¢)=%R (s,e’“"), l'amplitude

relative ou transmissibilité peut s'écrire a partir de la réponse harmonique complexe d’un oscillateur
simple H(jw)

2&n
l—n2

p,=arctg

p,=arctg 1
? 2&n

X
S—m=\/1+(2§n)2|H(jw)| éq A2.1-1
0
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A2.2 Mouvement relatif d’un systéme a un degré de liberté

Le probléeme de la réponse a un mouvement imposé peut étre traité en déplacement relatif de la
masse par rapport a la base en posant x=X —s

L’équation du mouvement relatif pour un mouvement imposé harmonique de la forme
s(t)=s,cos(wt) estalors delaforme mx+cx+kx=—m5 ou sous forme réduite :

F+2Ew,x+wix=—§=w’s,cos(wt) éq A2.2-1

La réponse forcée relative est alors, pour une solution permanente x, , cos(wt—cp) ,

2
mw-s
X,,= — p=arctg| ——— 6q A2.2-2
Vik—m > +(cw) k—mw
qui s’écrit sous forme réduite :
2
x”l
= 4 6q A2.2-3

S V(1—-n’)+(2&n)’

Fromak Bl e b e

= Réponse harmonique d'un systéme a 1 ddl : module re!Afif
24
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Figure A2.2-a : Réponse d'un oscillateur en mouvement imposé (module du déplacement relatif)
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Annexe 3Mouvement imposé non périodique d’un systéme a un

degré de liberté

Le probleme traité précédemment se limitait a un mouvement imposé périodique. Pour une excitation
non périodique, d’'amplitude variable avec le temps, s’exergant pendant une durée finie, on considére
la réponse a une série d’impulsions.

A3.1 Réponse impulsionnelle
La forme la plus simple est la force impulsionnelle unitaire, qui appliquée a une masse au repos avant
I'application de I'impulsion ( x=x=0 pour <0 ou ¢=(") peut s’écrire :
~ . t+At . . _ .
f=lim [ Fdt=F-di=1=mX (1=0)-mX (1=0)=m X,
At—0
Les conditions initiales sont alors notées X (1=0)= X, et )‘((tZO):XO:L
m
L’équation générale de la réponse en vibration libre d’'un systéme a un degré de liberté :
Cfw X, +Ew,x, .
X,(1)=e | X cosw ' t+———""sinw’ ¢
w'y
devient alors la réponse impulsionnelle g () d’un systéme & un degré de liberté
—Ew,t
X,(t)=g(t)= —sinw 'yt éq A3.1-1
mw',
. : o~ . - . _F . :
Pour une impulsion non unitaire = F-A¢, la vitesse initiale est X ,=— et la réponse devient :
m
T —Ewyt -
X,(t)=———sinw ', t=Fg(t) éq A3.1-2
mw’,
Si la force impulsionnelle est appliquée a un instant T quelconque, la réponse est :
X,(t)=Fgl(t-)
A3.2 Réponse en vibration forcée quelconque
La force d’excitation F(t) peut étre décomposée en une série d'impulsions d’amplitude variable
F (1) appliquées a linstant T pendant un temps T.Si AtT—0(, la réponse & un instant ¢ est
obtenue par :
t
X(t)=[ F(r)glt—T)dT
et en remplagant par I'expression de la réponse impulsionnelle [éq A.3-2], on obtient I'équation de
convolution pour une systéme au repos a l'instant 0 de la forme :
l t —Gcw -T .
X (1) =—— fo F(t)e ¥ sinw 'y(t—7)d T 6q A3.2-1
mw',
connue sous le nom d'intégrale de DUHAMEL.
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A3.3 Réponse en mouvement imposé quelconque

Pour une analyse en mouvement relatif représentée par [éq A2.2-1] :

¥ +2Ewyx+wp x=—§=w’s,cos(wt)

l'intégrale de DUHAMEL devient :

1 ¢ o —Ew,(t—T1) _» '
x(t)zw, fos('r)e Falsinew ' (t—1)d T éq A3.3-1
0
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